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RESUMEN

Resumen

En este texto se estudiarén los grupos topoldgicos como estructura formal y algunas de sus propieda-
des. En la primera parte de este trabajo se estudian propiedades de los subgrupos, cocientes, componentes
conexas, metrizabilidad, conjuntos magros y espacios topolégicos vectoriales sobre cuerpos locales, pos-
teriormente se hace énfasis en particular en los grupos topolégicos localmente compactos, se estudiaran
propiedades generales de estos, se haran comentarios sobre los grupos profinitos y se definiran la integral
de Haar y la funcién modular. Este texto se escribié basado en los apuntes de Linus Kramer.

Palabras clave: Grupo, espacio topologico, compacidad.

Abstract

In this text, the topological groups will be studied as a formal structre, as well as some of their
properties. In the first part of this work, properties of subgroups, quotients, connected components,
metrizability, meager sets and finite dimensional topological vector spaces over local fields, later an
particular enfasis will be made over locally compact groups, in which their general properties will be
studied, some remarks will be made on profinite groups and the Haar integral and modular function will
be defined. This text is based on the remarks by Linus Kramer.

Key words: Group, topological space, compacity.
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Grupos Topologicos

1. Grupos Topoloégicos

Definicion 1. Un grupo topoldgico (G,-,T) Consiste de un grupo (G,:) y una topologia T sobre G (no
necesariamente Hausdorff) para la cual la aplicacion:

q:GxG—G

alg,h)) =g~ 'h
es continua. Si en particular h=e, el elemento neutro de GG, entonces la aplicacion de inversion
i:G—G
i(9)=g"

es también continua. Ademds, para todo a € G, la traslacion a derecha

palg) = ga™"
la traslacion a izquierda
Aa(g) = ag
y la conjugacion
Ya(g) = aga™!

son homeomorfismos de G en si mismo, con inversos Ag—1, Pa—1 Y Va—1 TESPECtivamente.

En particular, los homeomorfismos de grupo de G acttan transitivamente sobre G. De ahi que toda
vecindad W de un elemento g € G puede ser escrita como W = gU = Vg, donde U = A,-1 W y
V = p,-1W son vecindades del elemento neutro.

Se escribe tnicamente G al referirse al grupo topolégico, sin hacer mencion explicita de la topologia T .
Una vecindad del elemento neutro e se dice una vecindad identidad.

Definicion 2. Se define un morfismo f : G — K entre grupos topoldgicos G y K como un homomorfismo
de grupos que es continuo.

Ejemplo 1. Se presentan a continuacion algunos grupos topoldgicos y morfismos conocidos:

1. Los grupos aditivos y multiplicativos de los cuerpos Q, R, C y los cuerpos p-ddicos Q,, dotados de
su topologia usual, son grupos topoldgicos. Para cada uno de estos, que son grupos con el producto,
la aplicacion q es continua
La aplicacion exponencial, real y compleja son ejemplos de morfismos.

2. La circunferencia unitaria U(l) = {z € C : |z| = 1} es un grupo topoldgico. La aplicacion
exp (2mit) = cos 2wy + isin 27t es un morfismo de R en U(1).

3. Todo morfismo f: R — R es de la forma f(t) = rt para un dnico nimero real r.
4. Todo morfismo f:U(1) = U(1) es de la forma f(z) = 2™, para un dnico entero m.

5. Como espacio vectorial sobre Q, el grupo (R, +) tiene dimension 2%°. Entonces el grupo abeliano R
tiene 22" endomorfismos aditivos, casi ninguna es continua.

6. Sea H el grupo aditivo de los reales, dotado de la topologia discreta. Entonces la aplicacion idéntica
es un morfismo biyectivo, cuyo inverso no es continuo.

7. Sea F un cuerpo y si GL,(F) denota al grupo de matrices cuadradas de tamano n X n, entonces si
F es un grupo topoldgico, GL,(F) es un grupo topoldgico.
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8. Todo grupo G dotado de la topologia discreta, o la topologia indiscreta, es un grupo topoldgico.
Con la topologia discreta se tiene que toda funcion es continua, respecto a la indiscreta se tiene un
resultado andlogo.

Proposicion 1. Sea (Gi)icr una familia de grupos topoldgicos. Entonces el producto K = [];c; Gs,
dotado de la topologia producto, es un grupo topolégico. Para cada j la proyeccion j—esima, pr; () =
a(j), es un morfismo abierto. Si H es un grupo topoldgico y para todo j € I, f; : H — G, es un morfismo,
existe un tunico morfismo f: H — K tal que pr;j o f = f; es vdlido para todo j € I.

KxkK 13 K

pr; x prjl J/Pl‘j

¢
Gj X Gj —]> Gj.

Demostracion. Hay que demostrar que la aplicacion ¢ : K x K — K, q(g,h) = g~'h, es continua. se
denota g; : G; xG; — G; ala aplicacion ¢;(g, h) = g~ 'h, correspondiente al producto en el grupo j-ésimo,
la cual es continua por hipotesis. Entonces se tiene que, para cada j, la aplicacion prjoq = g; o (prj X pr;)
es continua, lo cual implica, utilizando propiedades de la topologia producto, que ¢ es continua. Para
terminar, sea f : H — K definida por f(h)(j) = f;(h). Claramente, pr; o f = f; y, por lo tanto, f es
continua. Ademas, f es homomorfismo, porque

Fgh)(7)
= ( Definicion de f)

fi(gh)
= ( f; es homomorfismo )

fi(9) 15 (h)
= ( definicion de f )

HOIONWIO)
{ Definicion de producto de funciones )
(f(9)f(h))(5)-
O

Lema 1. Sean G, K grupos topoldgicos y f : G — K un homomorfismo de grupos, no mnecesariamente
continuo. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

s La aplicacion f es continua, por tanto, un morfismo de grupos topoldgicos.

= La aplicacion f es continua en un punto a € G, es decir, para toda vecindad W de f(a) existe una
vecindad V de a tal que f[V] C W

Demostracion. Por un lado, si una funcién es continua, lo es en todo punto de G. Por otro lado, supéngase
que la funcién f es continua en un punto a € G, y sea U C K abierto. Si g € f~1[U], entonces
f(a) = flag~tg) € f(ag=')U. Entonces existe una vecindad V de a tal que f[V] C f(ag=!)U. Luego
ga~'V es una vecindad de g, tal que ga='V C f~1[U]. Asi, f~![U] es abierto. O

Lema 2. Un grupo topoldgico G es Hausdorff si y solo si existe un a € G tal que {a} C G es cerrado.

Demostracion. Se supone que {a} C G es cerrado. Sea f : G x G — G la funcion continua definida por
f(g,h) = g~ 'ha. Entonces la pre-imagen de {a} mediante f es la diagonal {(g,9) | g € G} C G x G, que
es un cerrado. Asi, G es de Hausdorff.

Ahora, si G es de Hausdorfl, se tiene directamente que todo conjunto unipuntual es cerrado. O
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1.1. Subgrupos

Proposicién 2. Sea H un subgrupo de un grupo topoldgico G. Entonces H es un grupo topoldgico respecto
a la topologia de subespacio. Mds aiun, la adherencia H es un subgrupo de G. Si H es normal, entonces
H es normal.

Demostracion. A partir de las definiciones de subgrupo y topologia de subespacio, se concluye directa-
mente que H es un grupo topoldgico. Ahora, como la aplicacion ¢ es continua, se tiene que

q[Hx H=qHx H| CqHxH|=H

Luego si g,h € H, g~'h € H, esto es, H es un subgrupo de G. Finalmente, si H fuese un subgrupo
normal, como

YalH] C va[H] = H
se concluye que aHa~' C H, por lo tanto, H es un subgrupo normal de G. O

Lema 3. Sean G un grupo topoldgico y A C G cerrado. Entonces el normalizador de A,
Norg(A) = {g € G |v4(A) = A}

es un subgrupo cerrado.

Demostracion. Se define, para cada a € G la aplicacion c,(g) = gag™!, la cual es continua. Entonces

c'[Al={g € G| gag™"' € A} es cerrado. Asi,
S=()c'lA={g€G|(A)C A}
acA
es un semigrupo cerrado de G. Finalmente, Norg(A) = SN S~! es también cerrado. O

Lema 4. Sean G un grupo topoldgico de Hausdorff, y X C G. Entonces el centralizador
Ceng(X)={geG|gX =Xg}
es cerrado. En particular, el centro de G es cerrado
Demostracion. Sean x € X y f : G x X — G dada por f(g,z) = grg~*x~'. Entonces f es continua y
Ceng(z) = {9 € G | gr = g} es cerrado al ser la pre-imagen mediante f del cerrado {e}. Asi, como el
centralizador de un conjunto es la intersecciéon de los centralizadores de los elementos de éste, se tiene
entonces el resultado deseado:
Cen(X) = ﬂ Cen(z).
zeX
O

Lema 5. Sea G un grupo topoldgico de Hausdorff. Si A C G es un subgrupo abeliano, entonces A es un
subgrupo abeliano de G.

Demostracion. Como la aplicacion conmutador f, f(g,2) = grg~tax~!, es constante sobre A x A, también
sera constante en A x A = A x A, por ser f continua. O

Lema 6. Sean G un grupo topoldgico, U C G un abierto. Entonces, si X C G, UX y XU son abiertos.
En particular, la aplicacion m : G x G — G dada por m(g, h) = gh y la aplicacion q son abiertas.
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Demostracion. Para todo x € X, xU y Ux son conjuntos abiertos, y

XU=|JaU, y UX= ] Un,
zeX zeX

se tiene que UX y UX son abiertos. O

Proposicion 3. Sea G un grupo topoldgico y H C G un subgrupo

w El subgrupo H es abierto si y solo si contiene un abierto no vacio
= Si H es abierto, entonces H es cerrado

= El subgrupo H es cerrado si y solo si existe un abierto U C G tal que U N H es no vacio y cerrado
en U.

Demostracion. Se demuestra cada proposicién por separado.

= Si H que contiene un abierto no vacio U, como H = UH, entonces H es abierto por el Lema 6.
Ahora, si H es abierto, se tiene de forma trivial que H C H.

= Si H es abierto, entonces aH es abierto para todo a € G. Asi,

G-H-= U aH

aceG—H
es también abierto al ser la unién de abiertos, y, por lo tanto, H es cerrado.

= SiUNH es no vacio y cerrado en U, entonces U — H = U — (U N H) es abierto en U. Se sigue que
(U-H)N(UNH) = (U—-H)NH es abierto en U N H y por consiguiente lo es en H, por ser U N H
abierto en H. Pero H es denso en H, entonces (U — H) N H = (). Esto tltimo significa que U N H
es un conjunto abierto de H contenido en H, ya que (U — H)N H = (UN H) — H. Asi, aplicando
las partes 1y 2, se tiene que H es cerrado en H, y, por lo tanto, lo es en G, por ser H cerrado en
G. El otro sentido se obtiene de forma directa tomando U = G.

O

Corolario 1. Sea G un grupo topologico y V.C G una vecindad de algin elemento g € G. Entonces V
genera un subgrupo abierto de G.

Demostracion. Por ser V una vecindad de g, existe un abierto U de G tal que g € U C V. Entonces, el
subgrupo de G generado por V', por contener a U, es abierto. O]

Corolario 2. Sean G un grupo topoldgico de Hausdorff y H C G un subgrupo. Si H es localmente
compacto en la topologia de subespacio, entonces H es cerrado. En particular, todo subgrupo discreto de
G es cerrado.

Demostracion. Al ser H localmente compacto, se cuenta con una vecindad compacta C C H de e. Asi,
existe un conjunto abierto U en G tal que e € UNH C C. Por ser C' compacto en un espacio de Hausdorff,
es cerrado en GG y, por lo tanto, U N H = U N C es cerrado en U y no vacio. Asi, por la Proposicién 3, H
es abierto, luego cerrado. O

A continuacion se demuestra un lema técnico de la topologia general que serd una herramienta muy
util a lo largo de este trabajo.
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Lema 7. WALLACE

Sean X1, ..., Xy espacios de Hausdorff que contienen cada uno conjuntos compactos Ay, ... Ay, respecti-
vamente. Si W es un subconjunto abierto de Xy X --- x Xy, que contiene a Ay X --- X Ay, entonces existen
conjuntos abiertos U; con A; CU; C X, para j =1,...,k, tales que

Ay x - XA, CU; x---x U, CW.

Demostracion. Si k = 1 no hay nada que demostrar, entonces se considera el caso k = 2. Sean A = Ay,
B = Ay y a € A fijo. Para cada b € B, se considera la vecindad abierta U, x V}, de (a,b) tal que
Uy, x Vi, CW. Ya que {a} x B es compacto, se cuenta con un nimero finito de puntos b;,i = 1,2,...,n,
tales qué {a} x B C (Up, X Vp, )U---U(Up, xVp, ). SiU, =Up, N---NUp, y Vo =V, U---UV, , entonces
{a} x B C U, xV, C W. Ahora, se consideran todos los puntos a € A. Como A es compacto, se cuenta con
un namero finito de puntos ay, . .. a,, tales que A C U,, U...UU,, v, por lo tanto, Uy, X V,,,i=1,...,m
cubrena Ax B.SiU =Ug, U---UU,, yV =V, N---NV,,, setieneque Ax BCUxV CW, que es
lo que se queria.

Ahora, si k > 3, se razona por inducciéon. Mediante el argumento anterior,si A = A1y B = As x--- X Ay,
existen conjuntos abiertos U3y C X1y V C X5 x -+ x X, tales qué A x B C U x V C W. Por hipotesis
(implicita) de induccion, se cuenta con abiertos Us,...,U, de Xa,..., X, tales qué As x --- x A4, C
Us x U, CV. Asi, se tiene qué A; X ---x A, CU xU, CUxV CW. O]

Es de notar que el producto de conjuntos cerrados en un grupo topoldégico no necesariamente es
cerrado. Por ejemplo, en el grupo aditivo (R, +), los subgrupos Z y v/27Z son cerrados, pero Z + /27 es
un subconjunto denso contable de R que no es cerrado. Imponiendo una condicén mas fuerte en uno de
los subconjuntos se logra obtener que el producto es cerrado.

Lema 8. Sea G un grupo topoldgico de Hausdorff, y sean A, B C G cerrados. Si alguno de los dos, A o
B, son compactos, entonces AB C G es cerrado.

Demostracion. Supéngase que A compacto, que B cerrado, y sea g € G — AB. Se va a determinar una
vecindad V de g contenida en G — AB. Como g ¢ AB entonces A~1gN B = (), es decir, para todo a € A,
a~lg esta en el conjunto abierto G — B. Asi, para cada a € A, como ¢ es continua, existen vecindades
abiertas U, de a y V, de g, tales que

qlUs x V,] CG - B.

Como A es compacto, existen aj,...a, € A talesque A C Uy, U---UU,,.SiU =U,, U---UU,, ¥y
V=V, U---UV, , se tiene que ¢[U x V] C G — B, es decir, U"'V C G — B. Por lo tanto, como A C U,
se tiene que V C G — AB, siendo V' una vecindad de g. O

1.2. Coclentes

Sea H un subgrupo de un espacio topologico G. Se dota al conjunto G/H, de las coclases a izquierda
de H, de la topologia cociente respecto a la aplicacion p : G — G/H dada por p(g) = gH. Es decir, un
subconjunto de G/H es abierto si y solo si su pre-imagen mediante p es un conjunto abierto en G.

Proposicion 4. Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo de G. Entonces la aplicacion cociente p es
abierta. El cociente G/H es Hausdorff si y sélo si H es cerrado en G.

Demostracion. Sea U C G un abierto de G. Por definicion de la topologia cociente, p[U] sera abierto si
p~1[p[U]] lo es. Pero p~![p[U]] = UH, que es abierto por el Lema 6.

Ahora, si G/H es Hausdorff, entonces {H} C G/H es cerrado, de donde H = p~'[{H}] C G es
también cerrado.
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Ahora, se supone que H C G es cerrado. Entonces, como la aplicacion p x p: G x G — G/H x G/H es
abierta, y W = {(z,y) € GxG| 27y € G — H} = ¢~ '[G — H] es abierto,

(pxp)W]={(zH,yH) |2~ 'y ¢ H} = G/H x G/H —{(g9H,gH) | g € G},

es abierto. Asi, la diagonal {(¢gH,gH) | g € G} es cerrada en G/H x G/H vy, por lo tanto, G/H es
Hausdorff. O

Los resultados obtenidos en esta secciéon aplican de igual manera al conjunto de coclases por derecha.

Proposicion 5. Sea G un grupo topoldgico. Si N es un subgrupo normal de G, entonces el grupo G/N
es un grupo topoldgico respecto a la topologia cociente en G/N. La aplicacion cociente p es un morfismo
abierto. El grupo G/N es Hausdorff si y sélo si N es cerrado. En particular, G/N es un grupo topoldgico
de Hausdorff.

GxG —1 @G

o lp

G/N x G/N —1s G/N

Demostracion. Como N es subgrupo normal de G, entonces la aplicacion G : G/N xG/N — G/N definida
por G(gN,hN) = g~ 'hN estd bien definida. Ademas, si p : G — G/N esta definida por p(g) = gN, se
tiene que go (p x p) = pogq es continua. Como p es abierta, p X p es abierta, y, por tanto, es una aplicacién
cociente. Asi, necesariamente la aplicacion g es una aplicacion continua, lo que hace de G/N un grupo
topoldgico. Lo demaés estd demostrado por la Proposicién 4. O

El lema que sigue es el correspondiente Teorema de Homomorfismos de grupos para grupos topologicos.

Lema 9. Sea f: G — K un morfismo de grupos topoldgicos, y sea N = ker(f). Entonces f se factoriza
a través del morfismo abierto p mediante un unico morfismo f. Si f es abierta, entonces f es también
abierta.

G ! K.
x /f

G/N

Demostracion. La existencia del morfismo f se tiene por el primer teorema de isomorfia para grupos.
Recuérdese que f : G/N — K se define por f(gN) = f(g), que esta bien definida y es homomorfismo por
ser N el niicleo de f. Claramente fop = f y ademaés, al ser p una aplicacién cociente, f es continua y, por
tanto, un morfismo de grupos topologicos. Finalmente, si f es abierta y W C G/N es abierto, entonces
FIW] = flplp~ ! [W]]] = flp~'[W]] es abierto. O

Corolario 3. Sean G y K grupos topoldgicos, siendo K de Hausdorff. Si f : G — K es un morfismo de
grupos topoldgicos, entonces f se factoriza a través del morfismo p: G — G/{e}.
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\/

G/{e}

Demostracion. Sea f : G/{e} — K definida por f(g{e}) = f(g). Para ver que la funcién f esta bien
definida, si g,h € G son tales que g{e} = h{e}, entonces f(gh™') € f[{e}] = f[{e}] = {ex} = {ex}, ya
que f es continua y K es de Hausdorff. Por consiguiente f(g) = f(h). Claramente f = f op. O

1.3. Componentes conexas

Definicion 3. Sea x un punto en un espacio topoldgico X. La componente conexa de x es la unidn de
todos los conjuntos conexos de X que contienen a x. Esta union es cerrada y conexa. Se dice que un
espacio topologico X es totalmente disconero si las unicas componentes conexas de X son los conjuntos
unipuntuales.

La componente conexa del elemento neutro de un grupo G se denota por G°, y se dird que G° es la
componente identidad de G. Como el grupo de homomorfismos de G actua transitivamente sobre G, el
grupo G es totalmente disconexo si y sdlo si G° = {e}. Es de notar que todo grupo totalmente disconexo
es automaéaticamente Hausdorff.

Proposicion 6. Sea G un grupo topoldgico. Entonces la componente identidad G° es un subgrupo normal
cerrado, y G/G° es un grupo topoldgico totalmente disconexo de Hausdorff.

Demostracion. G° es un subespacio cerrado de G por tratarse de una componente conexa de G. Como
la funcion q(g,h) = g~ 'h es continua y G° x G° es conexo, entonces ¢[G° x G°] es un conjunto conexo
que contiene el elemento neutro. Por lo tanto ¢[G° x G°] C G°, de donde G° es un subgrupo de G. Por
otro lado, como, para todo a € G, la funcién v,(g) = aga™! es continua y G° es conexo, entonces v,[G°]
es un conjunto conexo que contiene el elemento neutro. Por lo tanto, para todo a € G, v,[G°] C G°, de
donde G° es un subgrupo normal de G.

Para mostrar que H = G//G° es totalmente disconexo, sea N = p~'H. Entonces N es un subgrupo normal
cerrado de G, por la parte anterior y las propiedades de la aplicacion cociente, que contiene a G°. Se
considera la restriccion de p a N, p, la cual es abierta, por lo tanto, dota a H de la topologia cociente
respecto a p. Sea entonces V' C N un cerrado y abierto de N que contiene a la identidad. Como G° es
conexo y contiene a e, necesariamente vG° C V, para todo v € V. De no ser asi, existiria una sepracion
de G°, lo cual es absurdo. Entonces, como V = p~1(p(V)), p(V) es abierto y cerrado en H, el cual es
conexo, entonces necesariamente H = p(V'), de donde V = N. Asi, N es conexo, luego N = G° O

Corolario 4. Sea f: G — K un morfismo de grupos topoldgicos. Si K es totalmente disconexo, entonces
f factoriza a través del morfismo abierto p: G — G/G°,

G f K

GG

Demostracion. Ya que f[G°] C K es conexo, G° esta contenido en el kernel de f. O
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1.4. Metrizabilidad de grupos topolégicos

Definicién 4. Una pseudométrica d en un conjunto X es una aplicacion d: X x X — RT U {0} tal que
d(z,z) =0, 0<d(z,y)=dy,z), dz 2)<d(xy)+dy,?2)

para todo x,y,z € X. Si d(xz,y) = 0 implica que x = y, entonces d es una métrica. Una métrica o
pseudométrica d en un grupo G se dice invariante a izquierda si la aplicacion traslacion a izquierda
Ao : G = G es una isometria del espacio métrico, o pseudométrico, (G,d), para todo a € G . En otras
palabras, una métrica es invariante a izquierda Si

d(z,y) = d(azx, ay)
para todos a,z,y € G. Una funcion |: G — RT U {0} se dice funcion de longitud si satisface que

l(e)=0, I(g)=1(g™"), gh)<lg)+I(h)

para todos g, h € G. Se sigue que el conjunto {g € G | l(g) = 0} es un subgrupo de G. Sil es una funcion
de longitud, entonces

d(g,h) =1U(g~"h)

define una pseudométrica invariante a izquierda. Esta pseudométrica es una métrica si y solo sil(g) =0
implica qué g = e.

Teorema 1. Sea G un grupo topoldgico de Hausdorff. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. La topologia en G es metrizable por una métrica invariante a izquierda.
2. La topologia en G es metrizable.

3. FEl elemento neutro tiene una base contable de vecindades.

Antes de demostrar este teorema es necesario considerar una definicién y un lema.

Definicién 5. Se dice que una vecindad de la identidad V es simétrica st V. =V, Asi, si V es una
vecindad arbitraria de la identidad, V N V™! es una vecindad simétrica de la identidad.

Lema 10. Sea G un grupo topoldgico. Supéngase que (K, ), o, es una coleccion de vecindades simétricas
de la identidad con la propiedad K, K, K, C K,1 se cumple para todo n € Z, y con {UnczK,) = G. S
g € G, se define

Ug) =inf{t >0 Gk | k>1: @ny,..oong | na,. oo ng €2t =2 oo 2% Ag € Ko Koy - o))}

Entonces 1 es una funcion de longitud continua. Mds aiin, {g € G | I(g) < 2"} C K, y, por lo tanto,
ﬂnean = {g eG | l(g) = O}

Demostracion. Es de notar que para todo elemento g de G existen nimeros nq,...,n; tales que g €
K,, ...K,,, pues la union de los K,, genera a G y todo K, es simétrico. Asi, [(g) esta bien definido.

Ahora, [ es una funcién longitud, puessi g € K, --- Ky y h € Ky, - - - Ky, entonces
gh € Kn1 e anerl e Kmsa

de donde [ satisface la desigualdad triangular por propiedades del infimo. Ademés, al ser K, simétrico
para todo n, se tiene qué I(g) = I(g~!). Finalmente, I(e) = 0, pues, e € K,, para todo n € Z.
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Por otra parte, la funcion [ es continua, notando [(g) < 2™ siempre que g € K,,. Asi, si g es un
elemento arbitrario de G y € > 0, se elige n de forma que 2" < e y afirmamos que |I(g) — I(h)| < € para
todo h € gK,,. Como {g~*h,h~lg} C K,, se tiene entonces que

I(h) =1(gg~th) <I(g) +2" A I(g) =1(hh™tg) < I(h) +2"

De donde |i(g) — I(h)| < 2™ < € para todo h € gK,,, por tanto, [ es continua.

Finalmente, notando que K,, C K, K,,K,, C K11, se supone qué [(g) < 2". Existen entonces K > 1
y enteros ni,...,ni con g € K, ---K,, y 2" + ...+ 2™ < 2" Basta entonces con demostrar que si
2™ 4 ... 42" < 2", entonces K, --- K,,, C K,. Para ello, se debe tener en cuenta que n; < n para

j =1, ., k. Entonces se va a tener qué Ky, - Ky, CK,_1---K,_1. Con esto se tiene el resultado para
k =1,2,3. Se supone qué k > 4. Si 2"t 4 ... + 2" < 2"~ entonces K,,, - -- K, C K,,_1 por la hipotesis
de induccioén, y K,,, € K,,_;, conlo cual K,,, - -- K,,, € K,,_1K,,_1 C K,,. Finalmente, para el caso en el

que on—l < 9m ... 497 < 9" Se considera el minimo r € {1, ,k} con 2n—l < 9mi4...497 Entonces
2M . 2Mr1 < 2Ly 9near L 91k < 2™ Asi) por la hipotesis de induccion Ky, - Ky, € Ky
y KnTJrl o 'Knk - Kn7| Por lo cual Knl o 'Knk c Kn—lKn,‘Kn—l C K’rL—lKn—lKn—l - Kn- Noétese
que esto se cumple de igual manera cuando r = 1 y cuando r = k. O

Demostracion. (del Teorema 1) La propiedad 1 implica la 2 directamente, asi como la 2 implica la 3.
Falta entonces demostrar que la 3 implica la 1. Se supone entonces que el elemento neutro tiene una
base contable de vecindades (V,)nen. Si n > 1, sea K,, = G. Ahora, para todo entero no positivo,
a partir de la continuidad de la aplicacién de multiplicacion, se define inductivamente una vecindad
simétrica de la identidad K,, C V_,, tal que K,,_1 K, _1K,_1 C K,. Para entender bien como se hace
esto, veamos los primeros pasos del proceso. Sea Ko = Vg N Vo_l. Debido a que la multiplicacién triple
en G, G x G x G — @, es continua en la identidad, existe una vecindad W; de la identidad tal que
WiW1 Wi C Ky. Sea K_1 = (Wl n Vl) N (W1 n Vl)il. Claramente K 1 C Vi y K 1K 1K 1 C Ky K_4
es una vecindad de la identidad y, nuevamente por la continuidad de la multiplicacion triple, existe una
vecindad Wy de la identidad tal que WoWoWy C K. Sea K_5 = (W N V) N (Wo N V2) L. Claramente
K, CVoy K oK 5K 5 C K_1. Con esto se puede formalizar la recursién. Si [ denota la funcién de
longitud definida en el Lema 10, aplicada a la coleccion (K, )nen, se tiene que e pertenece a cada elemento
de dicha coleccion, por lo cual I(g) = 0 siy solo si g = e. Asi, se tiene que la métrica inducida por la funcion
es invariante a izquierda y continua sobre G. Finalmente, si U es un abierto y g un elemento de U, entonces
existe un entero positivo n tal que gV, C U, por lo tanto, la bola By-«(g9) = {h € G | d(g,h) < 27"} esta
contenida en gK_,, C gV,, C U, con lo cual d metriza la topologia de G. O

Definicion 6. Se dice que un espacio de Hausdorff X es un espacio de Tychonoff, o completamente
reqular, o T3/, si para todo conjunto cerrado A C X y todo b € X — A existe una aplicacion continua
61X = [0,1], tal que $(b) = 0 y $(A) C {1}.

Teorema 2. Todo grupo topoldgico de Hausdorff es un espacio de Tychonoff.

Demostracion. Sean A C G un conjunto cerrado y b € X — A. Sin pérdida de generalidad se puede
suponer qué b = e. Definase K,, = G paran > 1, Kg = G — A, y de forma inductiva, similarmente a como
se hizo en la demostraciéon del teorema 1, se definen, para n < —1, vecindades de la identidad simétricas
K, tales qué K,, 1K, _1K,_1 C K,. Asi, por el Lema 10, existe una funcién de longitud continua I, con
l(e) =01y,sil(g) <1, entonces g € Ko =G — A. Asi, [(a) > 1 para todo elemento a de A. Por lo tanto,
la funciéon ¢ = min{l, 1}, es la funcién deseada. O

1.5. El Teorema de aplicaciéon Abierta y Conjuntos Magros

Durante esta seccién, se considera a X como un espacio topologico.
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Definicién 7. Un conjunto N C X se llama raro si int(N) = 0, o, lo que es equivalente, si existe un
subconjunto abierto U de X, denso en X que es disjunto de N. Un conjunto es magro si es la union
contable de conjuntos raros.

Se puede demostrar sin dificultad que todo subconjunto de un conjunto raro también es raro, qué
subconjuntos de conjuntos magros son magros, y que la unién contable de conjuntos magros es también
magro.

Otra forma de definir conjuntos magros es la siguiente: un conjunto M C X es magro si y s6lo si existe
una familia contable de conjuntos abiertos (Uy,),>0 densos en X tal que M NN,>oU, = 0.

Se dice que X es un espacio de Baire si la interseccién de toda familia contable (U, ),>o de espacios
densos en X es también densa. En particular, un espacio de Baire no es magro en si mismo.

Definicion 8. Se dice que un espacio X es o —compacto si este se puede expresar como la union contable
de subespacios compactos.

Se puede demostrar sin dificultad que o — compacidad implica compacidad local.

Proposicion 7. Teorema de aplicacion abierta
Sea f: G — K un morfismo sobreyectivo de grupos topologicos de Hausdorff. Si G es 0 — compacto y K
no es magro en st mismo, entonces f es abierta.

G/ ker(r)

Demostracion. A partir del diagrama y del hecho que p sea abierta y que f sea biyectiva, permiten
suponer entonces que el morfismo f es una biyeccién. Ahora, para mostrar que su inversa es continua, a
partir de la o — compacidad de G, se tiene que G = Uy enAy, donde A, es compacto. Para todo n natural,
si se restringe f a A,,, se obtendra una biyeccion continua, por tanto, un homeomorfismo. Mas ain, cada
f(A,) es compacto, por tanto, cerrado. Ya que K = cuppenf(A,) no es magro en si mismo, existe un
m € N tal que f(A,,) contiene un abierto V no vacio. Sea entonces U = f~(V), el cual es abierto, y al
restringir f a U se obtiene un homeomorfismo. Se sigue del Lema 1 que f~! es continua. O

Definicion 9. Se dice que un grupo topoldgico de Hausdorff G es compactamente generado si existe un
subconjunto compacto C de G que genera al grupo G.

Fécilmente se comprueba que un grupo compactamente generado es o — compacto.

Corolario 5. Sea f : G — K un morfismo sobreyectivo de grupos topoldgicos de Hausdorff. Si G es
compactamente generado y K es un espacio de Baire, entonces f es abierta.

Demostracion. Si G es compactamente generado, serd entonces o —compacto. Ademés, si K es un espacio
de Baire, K no es magro en sf mismo, cumpliendo asf las hipétesis del teorema de aplicaciéon abierta. [J

Definicion 10. Sea X un espacio topoldgico. Al complemento de un conjunto magro se le dice comagro.
Es importante notar que esto no es lo mismo que ser no magro. Todo subconjunto de X que contiene a
un conjunto no magro es también comagro, y la unterseccion contable de conjuntos comagros es comagro.
SV C X es abierto y A C X es un subconjunto arbitrario, se dice que A es comagro en'V si ANV es
comagro en el subespacio V. Para esto, no es necesario que A C V.

10
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Lema 11. Sea V un abierto en el espacio topoldgico X

1. Un congunto M CV es magro en el subespacio V si y sdlo si M es magro.

2. Si A es un subconjunto comagro de X, entonces A es comagro en V.

Demostracion. Para la primera parte, se trabaja con conjuntos raros: Sea N C V un conjunto raro en
el subespacio V. Entonces, existe un conjunto abierto y denso W C V que es disjunto de N. Esto es,
N CV CW.Asi WU (X — W) es denso en X y disjunto de N, por lo tanto, N es extrafio en X.
En el otro sentido, si la adherencia de N en V contiene un abierto no vacio U, necesariamente U C N.
Asi, extendiendo esta demostracion a uniones contables, se tiene el resultado deseado. Si en particular se
considera M = X — A magro, entonces M NV =V — A es magro en el subespacio V por la primera parte
de este lema. Asi A es comagro en V. O

Lema 12. Sea (X;);cr una coleccion de espacios topoldgicos. Sea X la union disjunta de los X;. Entonces
un conjunto M C X es magro st y solo si M N X; es magro en X; para todo i € I.

Demostracion. Si M C X es magro, entonces M N X; es magro en X; para todo ¢ por el Lema 11. Ahora,
si N C X es tal que NNXj; es raro en X; para todo i € I, se define un conjunto denso y abierto W; C X;
el cual es disjunto de N N X;. Entonces W = U;c;W; es abierto y disjunto de N, Ademas de ser denso
en X. Por lo tanto, IV es raro, de donde si M; = M N X; es magro para cada ¢ € I, entonces se puede
escribir como la unién contable de conjuntos raros en X;:M; = Up>oNy ;. Luego N,, = U;er Ny, ; €s raro
y M = Up>0lV,, es magro. ]

Definicion 11. S7 A C X, se define
O(A)=U{U C X : U es abiertoy A es comagro en U}

O(A) es abierto y puede ser vacio.

Teorema 3. Teorema de Categorizacion de Banach
ST O(A) # 0, entonces A es comagro en O(A).

Demostracion. Considérense las clases C de conjuntos abiertos de X que satisfacen las siguientes pro-
piedades: Son no vacios, disjuntos 2 a 2 y A es comagro en cada elemento de C. Si A es comagro en el
conjunto abierto U, entonces C = {U} es una de tales clases. El conjunto P de todas estas clases es no
vacio y esta parcialmente ordenado por la inclusion. Todo subconjunto linealmente ordenado L de P esta
acotado superiormente en P por UL. Asi, P con la inclusiéon es un conjunto inductivo y, por el Lema de
Zorn, P tiene elementos maximales. Si C es uno de estos, entonces W = UC es subconjunto de O(A).
Ahora, si se define K = O(4) — W, K es raro. Para mostrar esto, se demuestra que el conjunto cerrado
B = O(A) — W tiene interior vacio. De lo contrario, existiria un abierto V' C B disjunto con W, por
tanto, existiria un u en V que también pertenece a O(A), Asi, existirfa un abierto U que contiene a U en
el cual A es comagro, luego A seria comagro en VN U C por el Lema 12.2, entonces C' U {U NV} seria
més grande (en el sentido de la inclusion) que C, lo cual es absurdo, pues C es un elemento maximal. Se
concluyo entonces que B no tiene interior vacio, luego K es raro.

A es comagro en W, pues si M = W — A | se tiene que para todo elemento U de C el conjunto U N M
es magro en U por definiciéon de C, luego M es magro en W por el Lema 13. Finalmente, se tiene que
O(A) = M UW, donde M es magro en X, luego es magro en O(A) por el Lema 12.1. entonces, se tiene
qué O(A)— A= (M—-A)U(W —A). Al ser W — A magro en W, también serd magro en O(A) por el Lema
13.2. Asi, O(A) — A es la union de dos conjuntos magros en O(A), luego A es comagro en O(A). O

Lema 13. Sea G un grupo topoldgico. Entonces O(0) = G y G es magro, o O(D) = 0.

11



Grupos Topologicos

Demostracion. Se tiene que el conjunto O(f)) es invariante bajo traslacion a izquierda. Los tnicos conjun-
tos que satisfacen dichas condiciones son () y G mismo. S{ G = O((), entonces G es magro por el teorema
de Categorizacion de Banach. O

Definicion 12. Se dice que un subconjunto A de un espacio topoldgico se dice Baire medible, o casi
abierto, si existe un abierto V tal que la diferencia simetria entre A y V es magro.

Lema 14. Si A C X es Baire medible y no magro, entonces O(A) es no magro y en particular no vacio.

Demostracion. Sea V C X un abierto tal que M = (VU A) — (VN A) es magro. Ya que A no es magro
en si mismo, como A C V U M, el conjunto V no es magro.
O

Teorema 4. Sea G un grupo topoldgico. Si A, B C G son no magros, entonces O(A)O(B) C AB. Si A
es Baire medible y no magro, entonces A1 A es una vecindad de la identidad.

Demostracion. Si g € O(A)O(B), se tiene entonces que tanto O(A) como O(B) son no vacios, y que
O(A)Ng(O(B)~1# 0. Como A, y la aplicacion inversion son continuas, se tiene que

gO(B)™ = g(O(B™") = O(GB™!

Asi W = O(A) N O(gB~1) # 0. Por el lema 11 y por el teorema de Categorizacién de Banach, tanto A
como gB~! son comagros en W, por tanto, su interseccién es comagro en W. Por el Lema 13, el conjunto
vacio no es comagro en W, ya que G no es magro al contener a A y a B. Asi, ANgB~! # (), de donde
g € AB. Si A fuese Baire medible y no magro, por el lema O

Corolario 6. Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo. Si H contiene un conjunto Baire medible que
no es magro, entonces H es abierto.

Demostracion. Si H contiene a un conjunto Baire medible que no es magro, por el teorema anterior,
H~'H es una vecindad de la identidad, por tanto, contiene un abierto no vacio, de alli que sea abierto
por la Proposicién 3. O

Proposicion 8. Los conjuntos Baire medibles de un espacio topoldgico X forman una o — algebra que
contiene a todos los abiertos. Asi todo conjunto de Borel en X es Baire medible.

Demostracion. Todo conjunto abierto es Baire medible, en particular, el conjunto abierto es Baire medi-
ble. Sea entonces A C X Baire medible. Para demostrar que su complemento es Baire medible, sea U un
abierto tal que (U U A) — (UN A) es magro. Si V = X — U, notando que M = U — U es raro, se tiene que
la diferencia simétrica de dos conjuntos es igual a la diferencia simétrica de sus complementos, de alli que

(VUB)— (VNB)=UUA) -~ (UNA) C(UUA) - (UNA)UM

El cual es magro, de donde B es Baire medible. Finalmente, si (A,,),>0 es una coleccién de conjuntos
Baire medibles, para cada A,, existe un abierto U, tal que M,, = (Ay UU,,) — (A, NU,) es magro. Si A
es la unién de los elementos de la coleccién, M es la unién de los conjuntos magros y U es la unién de los
conjuntos abiertos, entonces

An_UgAn_UngMn

Implica que A — U C M, y bajo un argumento analogo, se tiene entonces que U — A C M. Por tanto,
(AUU)—(ANU)=(A-U)u(U-A) CM

Es magro. Asi, los conjuntos Baire medibles forman una o — algebra.Ademés, como todo conjunto abierto
es Baire medible, todo conjunto de Borel es Baire medible. O

12
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Definicion 13. Se dice que un espacio topoldgico X es de Lindeldf si toda cubierta abierta tiene una sub
cubierta contable.

Teorema 5. Sean G, K grupos topoldgicos y f : G — K un homomorfismo de grupos. Si K es Lindeldf
y G no es magro en si mismo, y para todo abierto U de K, f~1(U) es Baire medible, entonces f es
continua.

Demostracion. Todo cerrado en un espacio de Lindelof es de Lindeldf. Sin perdida de generalidad, se
supone que K es la adherencia de f(G). Sea V' C K una vecindad de la identidad. Sea U una vecindad
de la identidad tal que UU~! C V. Se tiene por suposicién que E = f~1(U) es Baire medible. Ahora,
como K es Lindelof y f(G) es denso, existen elementos G,, € G tales qué K = U,>0f(g,)U. De donde
G = Up>gnE. Como G no es magro, £ no puede ser magro, por tanto, E~'F es una vecindad de la
identidad por el teorema 4, y f(E~1E) C V. Se sigue entonces que f es continua en el elemento neutro
de GG, de donde es continua y es asi un morfismo de grupos topologicos. O

Definicion 14. Se dice que una aplicacion entre espacios topoldgicos es Borel medible si la pre imagen
de todo abierto es un conjunto de Borel.

Corolario 7. Si un grupo topolégico G es localmente compacto, o bien, completamente metrizable, y un
grupo topoldgico K es o —compacto, o bien, 2— contable, entonces un homomorfismo de grupos f : G — K
es continuo si y solo si f es Borel medible.

Demostracion. Si f es Borel medible, se satisfacen las condiciones del teorema 5, mientras que si f es
continua, la pre imagen de todo abierto va a ser abierto, en particular, va a ser un conjunto de Borel. [

1.6. Espacios Topologicos Vectoriales sobre Cuerpos Locales
Definicion 15. Un Valor absoluto en un cuerpo F es una aplicacion no nula
| —]:F — Rsp, con [0 =0
Que satisface la desigualdad triangular y es multiplicativa, esto es,
la+b| < |a] + |bly|ab| = [a][b]
para cualesquiera a,b € F.

Se concluye entonces que |a| > 0 para todo a € F*. Este valor absoluto determina una métrica, por
tanto, una topologia sobre F. Si |a|=1 para todo a € F*, se dice que el valor absoluto es trivial. El
campo F se dice un campo local si, dotado de la topologia heredada por un valor absoluto no trivial, es
localmente compacto.

Lema 15. Sea K un campo local. Para todo v > 0, el conjunto
BX0)={acK:l|a <7

es compacto. En particular, K es 0 — compacto

Demostracion. Sea C una vecindad compacta de 0. Entonces, existe un e > 0 tal que BX(0) C C, por lo
tanto, la bola misma es compacta. Si a es un elemento de BX(0) tal que |a| < %, el cual se puede elegir,
va que el valor absoluto no es trivial, entonces éBF(O) = B]fi‘ (0) es compacto, por tanto, BX(0) C B¥(0)

es también compacto. O
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Definicion 16. Sea K un cuerpo local. Un espacio Topoldgico Vectorial sobre K es un espacio vectorial
E sobre K el cual es un grupo topoldgico de Hausdorff, tal que la multiplicacion por escalar es continua.
Un morfismo de espacios topoldgicos vectoriales sobre K es una aplicacion continua y K — Lineal.

Teorema 6. Sea E un espacio topologico vectorial sobre un cuerpo local K.Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

= F tiene dimension finita.
= F es un espacio topoldgico vectorial isomorfo a K™ para algin m > 0

= E es localmente compacto

Demostracion. Si E tiene dimension finita y vy, ..., v, es una base para F, entonces la aplicaciéon f :
K™ — FE dada por f(z1,...,2m) = 211 + -+ + Zm¥m es un morfismo biyectivo de espacios vectoriales.
Si se dota K de la norma de cajas:

[(z1,- -y 2m)| = max{|z1], ..., |zm|}

y Ve el conjunto de los elementos de K™ con norma menor que ¢, se define entonces para § > 0 el conjunto
Ls = {z € K: |z| > §. Se supone sin perdida de generalidad que € < 1 y que existe un a € K tal que
|a] = €. Sea entonces S = {u € K: |u| = e. Entonces S, es compacto, por tanto, su imagen mediante f
es cerrada en E. Entonces existe un § > 0 y una vecindad abierta V de 0 tal que la imagen W de Ls x V
bajo la multiplicacion esta contenida en E — f(S.. Entonces, como

W =U{zV:0<|z| <}

se tiene que W es abierto. Mas atun, para todo s € Ly se tiene que sw € W, siempre que w sea elemento
de W. Entonces si u es un vector con norma 7 mayor que €, existe entonces una constante b tal que
|b| = er—!. Entonces bu € S, y |b| < 1, por lo cual f(u) no pertenece a W, de donde se concluye qué
W C f(ve). Asi, se tiene la continuidad de la inversa de f en 0, por tanto, en todo punto, con lo cual es
un morfismo

Si E es un espacio topologico isomorfo a K, se tiene directamente que es localmente compacto, pues K
es localmente compacto, luego su m-esima potencia también lo es, por lo cual el isomorfismo garantiza la
compacidad local de E.

Finalmente, se supone que E es localmente compacto. Sea W una vecindad compacta de 0 y a € K tal
que 0 < |a| < 1. Existe entonces un conjunto finito A contenido en E tal que W C A + aW. Sea F el
espacio lineal generado por A. Se tiene qué W C F + alW. Iterando esta inclusion se tiene entonces que
W C F+a™W, param > 1. Sea w € W — F, Como F es cerrado, existe una vecindad simétrica U
tal que (W +U)NF = 0, de donde w no pertenece a F + U. Por otra parte, por el Lema de Wallace
aplicado al compacto {0} x W C K x E, existe § > 0 tal que zW C U para todo z € Ls. Pero, si m es
suficientemente grande, |a™| = |a|™ < §. Luego am C U, por tanto w € F' + a™W C F + U, lo cual es
absurdo. Entonces W estd contenido en F'. Finalmente, para mostrar que £ = F', basta con notar que
para todo elemento u de E, existe un § > 0 tal que zu pertenece a W, para todo z € Ls. Asi, W genera
EyF=E. O
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2. Grupos Localmente Compactos y la Integral de Haar

2.1. Propiedades Generales de los Grupos Localmente Compactos

Definicion 17. Se dice que un grupo topoldgico G es localmente compacto (Respectivamente compacto)
st la topologia en G es Hausdorff y localmente compacta (Respectivamente compacta,).

Proposicion 9. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces un subgrupo H es cerrado si y sélo si H
es localmente compacto. Si H es un subgrupo cerrado, entonces G/H es localmente compacto

Demostracion. Un subespacio cerrado de un espacio localmente compacto es localmente compacto, cum-
pliendo Asi la primera implicacién, y en el otro sentido se tiene que un subgrupo localmente compacto
de un grupo topologico de Hausdorff es cerrado por el corolario 2.

Sea ahora H un subgrupo cerrado de G, g € G. Si V es una vecindad abierta de la identidad con adhe-
rencia compacta, entonces p(Vg) es una vecindad abierta de g, pues la aplicacion cociente p es abierta.
Asi, p(Vg) es una vecindad compacta de gH. O

Lema 16. Sea G un grupo localmente compacto y H un subgrupo cerrado de indice contable. Entonces H
es abierto.

Demostracion. Sea (gn)n>0 una colecciéon contable de elementos de G tales qué G = U9, H. Al ser G
un espacio de Baire, y las coclases g, H cerrados, existird entonces un indice m tal que g,, H tiene interior
no vacio. Por lo tanto, H = )\g, 19m H tiene interior no vacio y es abierto por la Proposicién 3. O

Lema 17. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces G tiene un subgrupo abierto o — compacto,
En particular, todo grupo conexo localmente compacto es o — compacto

Demostracion. Si C es una vecindad simétrica de la identidad y C es compacto, entonces el generado por
C, H, es 0 — compacto, pues H = CUCCUCCCU---. Como C contiene un abierto no vacio, H es
abierto. [

Proposicion 10. Sean G un grupo localmente compacto y o — compacto, (Vy,)nen una coleccion contable
de vecindades de la identidad. Entonces existe un subgrupo normal N que es compacto, con N C NypenVy
tal que G/N es metrizable

Demostracion. En esta prueba se utilizan varios resultados del Lema 10.

Como G es o — compacto, existe una coleccion de compactos (A, )nen tales qué G = UpenA,. Se define
entonces, paran > 0, L, = AgU---U A,,. Si se define a K,, = G si n > 1. Para enteros n < 0, se van a
definir de forma recursiva las vecindades de la identidad K, simétricas como sigue:

Dado K, 1, se toma una vecindad de la identidad W tal que 7,(b) = aba~! € K, para todo (a,b) €
L_,, x W. La existencia de W se tiene garantizada por el Lema de Wallace, considerando el compacto
L_,, y el hecho qué v,(e) = e. Ahora, tomando vecindades simétricas de la identidad K,, C WNV_,
tal que K, K, K, C K,4+1. S{ | denota la funcién de longitud continua dada en el Lema 10. Entonces
n = NpenK, = {g € G :1l(g) = 0} es un subgrupo compacto de G. Para demostrar que N es un subgrupo
normal, sea a € L,,, se tiene que a € L,,;s para todo s > 0. Si g € N, entonces g € K_,,,_s para todo
$> 0. Asi, v,(9) € K_m—s+1 para todo s > 0. Como K,, C K,,11 para todo n € Z, de alli que 7,(g) € N,
por lo tanto, N es normal en G.

Como I(g) = I(h) se cumple siempre que g~*h € N, se obtiene que una funciéon de longitud bien definida
len G/N, dada por [(gN) = I(g). Ya que la aplicaciéon p es cociente, [ es continua. Ademas, [(gN) = 0 si
y s6lo si g € N. Si se considera la métrica d(gIN, hN) = (g~ 'h) es continua e invariante a izquierda sobre
G/N. Falta entonces demostrar que d determina una topologia en G/N. Sea W C G/N una vecindad
simétrica de la identidad. Se afirma que existe un entero m < 0 con p(K,,) € W . Sea U = p~}(W).
Entonces U es una vecindad abierta de la identidad y N C U. Se supone que no existe un m < 0
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con K,, C U, entonces (K,, — u)n<o es una coleccién anidada de conjuntos no vacios. De ser Asi,
N(K, —u) = N — U serfa no vacio, lo cual es absurdo. Entonces existe un entero m con p(K,,) C W.
Asi, si g € G, entonces {hN € G/N : d(hN,gN) < 2™} C p(g)W. Por lo tanto, la métrica d determina
una topologia en G/N. O

Definicion 18. Se dice que un espacio topoldgico de Hausdorff no tiene subgrupos pequenos si existe una
vecindad de la identidad U tal que el dnico subgrupo de G contenido en U es el subgrupo trivial {e}, Si
G no tiene subgrupos pequenios y K es un grupo topologico, si existe un morfismo inyectivo f : K — G de
grupos topoldgicos, entonces K tampoco tiene subgrupos pequenos.

Notese que es equivalente decir que existe una vecindad de la identidad que no contiene subgrupos no
triviales cerrados, ya que G es regular.

Corolario 8. Sea G un grupo localmente compacto que no tiene subgrupos pequenos. Entonces G tiene
un subgrupo abierto metrizable.

Demostracion. Sea U una vecindad de la identidad que no contiene subgrupos triviales de G. Por el lema
17, el grupo G tiene un subgrupo abierto y o — compacto H. Por la proposiciéon 10, considerando la
colecciéon constante U, = U N H, para n € N, existe un subgrupo normal y compacto NN, que es trivial,
por tanto, H es metrizable. O

Lema 18. Sean G un grupo localmente compacto y V' una vecindad abierta y compacta de la identidad.
Entonces V' contiene un subgrupo abierto H de G.

Demostracion. Aplicando el Lema de Wallace al compacto V' x {e} C V x V| existe una vecindad abierta
de la identidad U que es simétrica, con U C V tal que VU C V. En particular, se tendrd qué UU C V.
Si se repite este proceso tantas veces como sea necesario, se tiene que el subgrupo abierto H generado
por U esta contenido en V. O

Lema 19. Sea X un espacio compacto y de Hausdorff, y x € X. Entonces el conjunto
Q(z) =n{D C X : x € DAD es cerrado y abierto}

es conezo. El conjunto Q(x) se conoce como una cuasi-componente de x.

Demostracion. Por definicion, Q(z) es cerrado y contiene a X. Se demuestra por contradiccion, sean A, B
conjuntos disjuntos y cerrados, tales que x € Ay Q(x) = AU B. Por hipétesis X es compacto y de
Hausdorff, por lo tanto, es normal, luego existen abiertos disjuntos U,V C X, con A C Uy B C V.
Sea entonces C' = X — (U U V), notando que C'y Q(X) son disjuntos. para todo ¢ € C se puede elegir
entonces un conjunto W, que sea abierto y cerrado que contenga a = pero no contenga a c. Entonces
los abiertos X — W, forman una cubierta de C, luego existe una sub cubierta finita de C. Entonces
W =W, Nn---NW,, es disjunto de C, ademas, es cerrado y abierto, por lo cual Q(z) C W. Al ser W
disjunto de C| se tiene entonces que W C U NV. Si se define entonces Y = U N (X — W) este va a ser
abierto, y Z =V N W también es abierto y contiene a B. Como X =Y UZ y Y NZ = (), el conjunto Y
es entonces cerrado, por lo cual contiene a Q(z). Se sigue entonces que B = {). O]

Lema 20. Sea X un espacio localmente compacto y totalmente disconexo. ST x € X, entonces x tiene
vecindades abiertas compactas arbitrariamente pequenas.

Demostracion. Sea V una vecindad de z. Si A = V — V, se tiene el resultado directamente si A fuese
vacio, tomando U = V. Ahora, si A # 0, teniendo en cuenta que X es totalmente disconexo, entonces
Q(z) = {z}, por el Lema 19. Entonces, para todo a € A, existe una vecindad compacta U, C V de z que
no contiene a a, la cual es abierta en V. Luego N{U, : a € A} N A = (). Asi, existen m puntos tales que
U=1U, N---NU,, es disjunto de A. Por lo tanto, U es cerrado y abierto en V, de donde se tiene el

Am

resultado, pues U es abierto en X. O
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Teorema 7. Teorema de van Dantzig
Sea G un grupo localmente compacto. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

n G es totalmente disconexo

= Toda vecindad de la identidad en G contiene un subgrupo abierto

Demostracion. Si G es totalmente disconexo, y U es una vecindad de la identidad, por el Lema 20, existe
una vecindad de la identidad V', que es compacta y abierta, con V' C U, luego por el Lema 18, existe un
subgrupo abierto H C V. Ahora, suponiendo la segunda proposicion, sea g € G — {e}. Existe entonces
un subgrupo abierto H C G — {g}, por tanto, no existe ningin conjunto conexo que contenga tanto a e
como a g. Esto es, G es totalmente disconexo. O

Corolario 9. Si un grupo localmente compacto G es totalmente disconexo y no tiene subgrupos pequenos,
G es discreto.

Demostracion. Al ser G totalmente disconexo, por el Teorema de Van Dantzing, toda vecindad de la
identidad de G contiene un subgrupo abierto, pero G no tiene subgrupos pequenios, Asi toda vecindad
de la identidad necesariamente es abierta, por tanto, todo subconjunto de G es abierto. Esto es, G esta
dotado de la topologia discreta. O

Teorema 8. Teorema fuerte de van Dantzing
Sea G un grupo compacto. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= G es totalmente disconezo.

= Toda vecindad de la identidad contiene un subgrupo normal y abierto.
Demostracion. Si toda vecindad de G contiene un subgrupo normal y abierto, se tiene por el Teorema
de van Dantzing que G es totalmente disconexo. Ahora, si G es totalmente disconexo, nuevamente por
el Teorema de van Dantzing, si U es una vecindad de la identidad arbitraria, existe un subgrupo abierto
H tal que H C U. Teniendo que G = UG/H es compacto, se concluye que G/H es finito. Si N denota

el nucleo de la accion de F sobre G/H, N tiene indice finito en G y N = N{y,(H) : a € G} es cerrado.
Ahora, como G/N es finito, sera discreto, por tanto, N es abierto. Asi, N C H C U. O

2.2. Comentarios sobre Grupos Profinitos

Un grupo compacto que satisface las condiciones del teorema fuerte de van Dantzing se conoce como
un grupo profinito. Sea (F});cr una familia de grupos finitos. Si se dota a cada grupo F; de la topologia
discreta, cada uno de estos va a ser compacto y el producto

G = H F,
i€l
es un grupo compacto y totalmente disconexo, como se demuestra a continuacién

Teorema 9. El producto de espacios totalmente disconexos es totalmente disconexo.

Demostracion. Sea (X;);c; una coleccion de espacios totalmente disconexos. Se define entonces X =
Hiel X, y se supone que C C X es conexo y no vacio. Como cada X; es totalmente disconexo, pr;(C) C X;
es para todo 7 € I un conjunto unipuntual, por lo tanto, C' mismo es unipuntual. O

Definicion 19. Sea G un grupo. Una representacion matricial de G es un homomorfismo A : G —
GL,(K). Se dice que A es una representacion fiel si es un monomorfismo.
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Lema 21. Teorema débil de Peter- Weyl
Sean G un grupo profinito y g € G — {e}. Entonces existe un entero n > 1 y un morfismo de grupos
topoldgicosp : G— G Ly, (C) con p(G) # I, donde I,, es la matriz identidad de tamano n.

Demostracion. Por el Teorema fuerte de van Dantzing, existe un subgrupo abierto N C G{g}. Entonces
F = G/N es un grupo finito con gN # N. Sea f : F — GL,(C) una representacion fiel, la cual existe
mediante el embebimiento de F en el grupo-anillo C[F], que se definird mas adelante. Entonces

p=fop:G—G/N — GL,(C)
O

Proposicion 11. Sea G un grupo profinito. Entonces existe una familia de grupos finitos (F;);cr y un
morfismo uno a uno y cerrado f : G — [[,o; Fi. Asi G es isomorfo como grupo topoldgico a un subgrupo
cerrado del producto de grupos finitos.

el

Demostracion. Si I denota el conjunto de todos los subgrupos normales y abiertos de G, se define para
cada N € I la coclase Fiy = G/N, donde fn(g) = gN. Entonces cada Fiy es un grupo finito, y la funcion
f:G—=1]]: N €IFy es un morfismo dado por el producto de los f,,. Como los subgrupos normales y
abiertos forman una base de vecindades de la identidad en G, por el teorema fuerte de van Dantzing, se
tiene que el morfismo f es inyectivo. Asi, al ser G compacto, f es cerrada. O

2.3. Integral de Haar

Sea X un espacio de Hausdorff. El soporte de una aplicacion continua ¢ : X — R es el conjunto
cerrado

supp(¢) = {z € X : (z) # 0}

Se dice que ¢ tiene soporte compacto si supp(¢) es compacto. Las funciones reales y continuas con soporte
compacto forman un espacio vectorial que se denota con C.(X). Para ¢,9 € C.(X) se escribe ¢ < ¢
si, para todo =z € X, ¢(x) < ¥(x).Las funciones no negativas en C.(X) forman un cono positivo que se
denota por

CC+:{¢€CC(X):OS¢}

Notese que C.(X) es un espacio vectorial normado respecto a la norma del supremo

|floc = sup{o(z) : x € X}

Lema 22. Sea X un espacio localmente compacto y C C X compacto. Entonces existe una aplicacion
continua ¢ : X — [0,1] con soporte compacto tal que ¢(C) C {1}

Demostracion. Para todo ¢ € C, se toma una vecindad abierta U, de ¢ con adherencia compacta. Al ser
C compacto, existen c1,...,¢, € C, con C C Uy, U---UU,, = U. Asi, U tiene adherencia compacta.
Como U es normal, existe una aplicacién continua ¢ : U — [0,1] con ¢(C) C {1} y ¢(U — U) C {0}. Si
se extiende ¢ a todo X Asignandole a x € X — U como imagen 0, entonces ¢ es continua y satisface las
condiciones deseadas.

O

Lema 23. Sean G un grupo localmente compacto y ¢ € C.(G). Para todo € > 0 existe una vecindad de
la identidad V simétrica tal que |¢(g) — ¢(h)| < € para g,h € G tales qué gh~' € V.
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Demostracion. Para todo a € G, se define una vecindad de la identidad W, tal que [¢(a) — ¢(g)| < §
siempre que g € aW,,, y también una vecindad U, tal que U,U, C W,. Como C = supp(¢) es compacto,
existen aj,- - ,a, € G tales qué C' C a1U,, U - - Uan,U,, . Tomando una vecindad simétrica de la
identidad V tal que V=1V C U,, U---UU, vy se afirma que V satisface la condicién deseada. Sea h € gV.
Si gV NnaglU,, = 0 para k = 1,...,m, entonces ¢(g) = ¢(h) = 0. Por otra parte, si gV NaxU,, # 0,
entonces g € akUakV_l, por lo tanto gV C akUakV_lV C arU,, U,,, C apW,, . Se concluye entonces que
si h € gV, entonces [¢(ax) — ¢(h)| < §, con lo cual se tiene qué |p(g) — ¢(h)| < e. O

Definiciéon 20. Sea G un grupo y R un anillo conmutativo. El grupo-anillo R[G] es el R-mddulo libre con
base G. Los elementos de R[G] son entonces combinaciones lineales . cqg, con cq € R, donde solo
una cantidad finita de coeficientes es no nula. La multiplicacion de grupo se extiende a una multiplicacion
bilineal R[G] x R[G] — R[G], la cual hace de R[G] una R-dlgebra asociativa. Esta multiplicacion estd
dada por

(Z azx> Z byy | = Z Z ayby— 1,7
zeG yeG zeGyeG

Siempre que G actia linealmente sobre un R-mddulo M, esta accion se extiende sobre R|G] y hace de M
un R[G]—mddulo. La aplicacion
e: RG] = R

chg%ch

geqG geG

se llama aplicacion de aumentacion y es un homomorfismo de dlgebras.

Observacion 1. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces G actia a izquierda sobre el espacio
vectorial C.(G) de la siguiente forma

(a)(x) = p(a™"z) = (p 0 A1) (2)

En efecto,
b(aqﬁ) == b(¢ o )\a71) = (b @) )\a—l e} )\b—l = (b o )\(ba)—l = (ba)qb

para todo a,b € G. Ahora, si se tomaa =Y, _~a.9 € R[G] y ¢ € C.(G) se tiene que

geG

ap = Z ag® 0 Ag—1

geG
Donde la suma al lado derecho de la igualdad es finita

Definicion 21. Se dice que un funcidonal lineal
I:C.(G)—=R

es una integral invariante si satisface que

1. Si ¢ € CF(G), entonces I(¢) >0
2. 8ige G yoeCQ), entonces I(gp) = I(¢)
3. Eziste una funcion ¢ € CH(G) con I(¢) > 0.

Notese que la primera condiciéon implica que I(¢) < I(v) si ¢ < 1. Ademaés, si I es una integral
invariante y s > 0, si también es una integral invariante.

Se define R[G]" = {3 c5cg9 : ¢g > 0}. Notese también que R[G] es cerrado bajo la multiplicacion,
adicion y multiplicacion por escalar no negativo. Si a € R[G] y ¢ € CF(G), entonces agp € CF(G)
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Lema 24. Sean G un grupo localmente compacto, ¢,a € CT(G). Si v # 0, entonces existe a € R[G] con
¢ < aa.

Demostracion. Sean t = |afo, s = |¢loc y U = {& € G : a(z) > %}. Entonces U es un abierto no vacio.

Como C = supp(¢) es compacto, existen g1, ...,gm € G talesqué C C g1UU---Ug,,U. para x € g, U, por

definicién de la accion se tiene qué gra(z) = a(g;, ') > L. Entonces, si se define a = 25(g1 + -+ + gin),

a va a cumplir la condiciéon deseada. O

Definicion 22. Sea G un grupo localmente compacto. Para ¢, € CF(G), con a # 0, se define su
cociente como

(¢:a)=1inf{e(a):a € RIG] A ¢ < aa}

Lema 25. Sea G un grupo localmente compacto. para funcicones ¢,v, o, € CF(G), con o, # 0.
Entonces, si g € G y s € R, se tiene que

(9¢:a)=(¢:a)=(¢:ga)
(sf:0a)=s(¢:a)

<V =(p:a)< (Y:a)
(@+v:a)<(P:a)+(Y:a)
(¢:8) < (¢:a)(a:p)

< (¢: )|l

S w A W b

- |¢loo

Demostracion. Sean a,b € R|G]T

1. Considerando que ¢ < aa si y solo si g¢ < gaa, entonces inf{e(a) : a € R[G] A ¢ < aa}
inf{e(ga) : a € R[G] A g¢p < gaa} =inf{e(a) : a € R[G] A gp < aa} = inf{e(a) :a € R[G] A ¢
gaat.

IA I

2. Considerando que s¢ < aa siy solo si g¢ < %aa, para s > 0, y que (0 : @) = 0, por un proceso
analogo al item anterior y propiedades del infimo y la funcién € de aumentacién, se concluye el
resultado.

3. Si ¢ < aa, entonces ¢ < 1) < aa, con lo cual queda demostrado por propiedades del infimo.

4. Si ¢ < aay p < ba, entonces ¢ + ¥ < aa + ba = (a + b)a, con lo cual queda demostrado por
propiedades del infimo.

5. 81 ¢ <aay a < b, entonces ¢ < abf, luego (¢ : B) < e(ab) = e(a)e(b), que se cumple para todo
a, b; entonces se cumple en particular para el infimo que satisface las condiciones de la definicién
del cociente.

6. Si ¢ < aa, entonces ¢(z) < (aa)z < €(a)|a|w para todo z € G, luego por definiciéon de cociente e
infimo, se tiene el resultado deseado.

O

Lema 26. Sea G un grupo localmente compacto. Dadas funciones ¢, € CF(G), existe una funcion
n € C.(G) tal que, para todo € > 0 existe una vecindad V' simétrica tal que

(@:a)+W:a)<(A+e(p+v:a)+e(e+1)+(n:a)
para todo o € CF(G) — {0} con supp(a) CV
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Demostracion. Existe una funcion n : G — [0,
que pertenece a la uniéon de los soportes. Si £(x)
como sigue:

Los puntos donde ¢ se anula, también se anula qg Para los = que pertenecen al soporte de ¢, se tiene qué
qS(x) ¢((w)) De la misma manera, se define ¥. Sea § > 0 tal que 6|§|005 < 3y 2§ < €2. Ahora, por un

1] con soporte compacto tal que n(x) = 1 para todo =
= ¢(z) + ¥ (x)9en(z), se definen entonces funciones ¢, ¢

lema anterior existe una vecindad de la identidad V tal que, si = 'y € V, entonces

[0(x) = oY)l [¥(z) —¥(y)| < b

Ahora, si se toman x,y en el soporte de ¢, se tiene que

|6(z) — hato(y)| = |

< 0w - o)Ew)
< S10@EW) — HDEDIIHER) - 6)E)

) €
< 2 <
< 260|¢|o + 2 [€loe < 2

Ademas, si a7ly € V y (b(AJL‘) =0 # qﬁ(y), también se cumplira la desigualdad. Para demostrar que V
satisface las propiedades deseadas, sea a € C' — ¢t (@) — {0} una funcién cuyo soporte esta contenido

en V. Sia=3 ;a9 € R[G] es tal que < ac, entonces ¢ = £ < (aa)g. St a(g'z) # 0, entonces
gL'z € V, por lo tanto ¢(z) < ¢(g) + §- Por lo tanto ¢(x) < 3° i ag(d(g) + §)a(g™ x). Asi, se concluye

qué (¢:a) < deG ag(gb(g) + £). Se tiene, mediante un razonamiento analogo, un resultado equivalente
para v, con lo cual

Gra)+(W:a) <Y ag(dlg)+6) <> ag(1+e)=ela)1+e

geG geG

Asi, se tiene el resultado deseado.

(@:a)+(@W:a)<(@+dt+en:a)l+e<(o+P:a)lt+e)+e(l+e)(n:a)

Construcciéon 1. Sea ¢y € CH(G) una funcion no nula fija. Se define entonces
(¢: )
(¢o: @)

donde ¢, v € CF (G)—{0}. Nétese que (¢o : ) > 0 por el Lema 25.6. Por este mismo lema, y la definicion
de I(¢,0),si g € G,s > 0,9 € CHG) — {0} se concluye que:

(¢, ) =

I(¢,0) < (¢:¢:0)
<<z> @ <I(¢7 )

1(8¢,a)=51(¢,a)
(¢ +¢,a) <I(d,a) +1(¢,a)

Es también de notar que, por el lema 26, existe una funcion n € CF(G) tal que para todo € > 0 existe
una vecindad simétrica V tal que, si « € CH(G) — {0} satisface que supp(a) C V', entonces

I(¢,a) + I(, ) < I(p+ v, a)(1+¢e)+e(l+e)I(n,a) <I(p+1v,a)(1+¢€)+e(l+¢€)(n: do)
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Sean ahora P = C}(G) - {0}, Q = H¢€P[ﬁ7 (¢ : ¢0)].Dada una vecindad simétrica de la identidad V
y una funcion no nula o € CH(G) con supp(a) CV, se considera (I(¢, a))pep € Q y €l conjunto Q, C Q
que consiste de dichos elementos. Dichos conjuntos satisfacen la propiedad de la interseccion finita, por
lo tanto,

N{Q, : V C Ges una vecindad simétrica de la identidad} C Q

Es no vacio. Si se toma un I que pertenezca a esta interseccion, I serd una aplicacion definida de P en
el conjunto de los niumeros reales, dada por

1(9) = pro(I) € [ﬁ (6: d0)] CR

Y I € Q, para toda vecindad de la identidad V.

Teorema 10. Todo grupo localmente compacto admite una integral invariante

Demostracion. Sea P como en la construccion anterior, ¢, v € P, s>0. Para toda vecindad de la identidad
V ytodo a € P Con supp(a) C V se satisface qué I(¢p+1, ) < I(¢p, a)+1(, ). Como I esta contenida en
la adherencia de Py, se va a cumplir qué I(¢p+) < I(¢)+1(¢)). Asi mismo, la relacion I(s¢, a) = sI(¢p, a)
implica que I(s¢) = sI(¢).

Existe una constante ¢ > 0 tal que, para todo € > 0 existe una vecindad simétrica V con I(¢, a)+1 (¢, ) <
I+ 1,0)(1 +¢€) + €(1 + €)c para todo « con supp(a) C V. Al estar I contenido en la adherencia de
Py, se tiene entonces que I(¢) + I(¢)) < I(¢p+¥)(1+¢€) + €(1 + €)e. Como se cumple para todo épsilon
positivo, se concluye qué I(¢) + I(¢) = I(¢ + ).

Ahora, como toda funcion ¢ € C.(G)—{0} se puede escribir como la diferencia de dos funciones ¢4, ¢ € P,
se va a demostrar que I(¢) = I(¢1) — I(¢2) esta bien definida. Para ello, sean ¢3,¢4 € P tales qué
¢ = ¢3 — ¢4. Entonces ¢1 + ¢4 = ¢2 + ¢3, de donde I(¢p1) + I(da) = I(¢2) + 1(¢3), luego I(¢1) — I(h2) =
I(¢3) + I(¢4). Entonces, toda extension lineal de I a C.(G) tiene que satisfacer estas formulas.
Finalmente, se tiene que I es aditiva, por tanto, un funciénal lineal. Ademés, I es invariante bajo la
accion de G por construccion, y I(¢g, ) = 1 sin importar quienes sean o y V. Luego I(¢,) = 1. O

Teniendo Asi la existencia de la integral de Haar en todo grupo localmente compacto.

Lema 27. Sean J una integral invariante sobre un grupo localmente compacto G y ¢ € C.(G). Para todo
a € R[G] se tiene que

J(a) = e(a)J (¢)
Si Ademds ¢, € CF(G) y a # 0, entonces J(a) # 0 y J(¢) < (¢ : a)J ().

Demostracion. St a =3 g aq9, entonces J(ad) = 3 aqJ(¢) por la invarianza respecto a la accion
de G. Asi, se tiene la primera parte, ahora, sean o, ¢ € C(G) — {0}. Si a € R[G] y ¢ < aa, entonces
J(¢) < e(a)J(a), de donde se tiene la segunda parte. Ademas, por suposicién, existe ¢ € CF(G) con
(J¢) > 0. Entonces por el Lema 25 existe un elemento a en el grupo-anillo con ¢ < ac, lo que implica
que 0 < J(@)e(a)J (). O

Finalmente, se demuestra la unicidad, salvo por constantes positivas, de la integral invariante, pero
antes de ello es necesario demostrar un lema.

Lema 28. Dados ¢1,¢2 € CH(G) — {0} y un real positivo €, existe una funcion a positiva con soporte
compacto tal que, para toda integral invariante J

(1=e)(¢:j:a)l(a) < K(e;)

donde j =1, 2.
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Demostracion. Sea C la uniéon de los soportes de ¢1,¢2. Si 1 es una funcién con soporte compacto
definida de G en el intervalo cerrado [0,1], tal que n(C) C {1}, dada por el Lema 22. De aqui en adelante,
j=12. Si s es un real positivo tal que € > 2s(n : ¢;), se define una vecindad de la identidad tal que
|6 (z) — ¢j(y)| < s siempre que zy~! € V. Sea § una funcion positiva con soporte compacto contenido
en V, entonces se define a(z) = B(x) + B(z7!). Se desea demostrar que

(1= €)(¢; : ) (@) < J(;)

Para ello, sea ¢ un real positivo tal que tJ(¢;) < J(«). Entonces, se define una vecindad simétrica de
la identidad W con adherencia compacta, tal que |a(z) — a(y)| < t siempre que zy~! € W. Al ser C
compacto, existe una cubierta finita de este, dada por gxW,k =1,..., m. SiUy =G —C y U = grW, se
tiene entonces una cubierta abierta de G. Asi, existe una particion de la unidad vy, . . ., ¥., subordinada a
esta cubierta, esto es, ¥y, : G — [0, 1] es continua, su soporte esta contenido en Uy, paracada k =1,...,m
Y Yopeo¥r = 1. Entonces, para todo elemento ¢ de C, Y ;- ¢x(c) = 1, y cada funcion de estas serd
positiva y tendréa soporte compacto. En particular, se tiene que

= g,
k=1

Sean x,y elementos arbitrarios de G. Siy € 2V, entonces ¢;(x) —s < ¢;(y) por lo cual ¢;(x) —s) - (za) <
(¢;) - (zar) para todo z. Si se integra esta desigualdad, se obtiene que

¢j(x) = s)J () < J(¢; - zax)

Ahora, si y € g,W, se tiene que g; 'y = (g; ')z 1y) € W, por lo tanto a(z~'y) < a(gy 'z) + t. Esto
implica qué ¥y, - (xa) < Yy - (gra)(x) +t. Si en ambos lados se multiplica por ¢;, se suma sobre k y se
integra, se obtiene la siguiente desigualdad

J(¢ <T@ ) (gra) () + £ (o))
k=1
Como se tiene que tJ(¢;) < sJ(a), se concluye entonces que
(6(x) — 28)J () <> J(¢: jbw) (gner) ()
k=1

Si ¢ = maz{0, ¢; — 25}, se tiene que

(¢} : <> T(B5k) = T (8))
k=1

Luego por el Lema 27 J(¢ : j) < (¢; : @)J(a). Como también se tiene que ¢; < ¢’ + 2sn, se obtiene
entonces que

(65 : @) < (¢ +2sm: ) < (8 : @) +2n(n ) < (¢ = @) +25(n: 6;)(¢; : )

Por lo tanto,
(1 =)@ a)J(a) < (4] 1) < J(¢;)

Que es lo que se queria demostrar. O

Teorema 11. Sea G un grupo localmente compacto y suponga que I,J son integrales invariantes sobre
G. Entonces existe un real s > 0 tal que J = sI.
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Demostracion. Basta con demostrar que, dadas dos funcidnes ¢1, ¢o positivas con soporte compacto, y
dos integrales invariantes I, J, se cumple que

Como J(¢2) < (¢2 : a)J (), se tiene que
(¢1:a) 1 J(¢1) _ J8¢)
(@2:0) = (d2:0) J(a) = J(d0)

Desigualdad que se cumple aun si cambia intercambian ¢ y ¢ por simetria. Mas atin, se obtiene también
reemplazando a J por I. Entonces, tomando inversos en ambos lados de la desigualdad, se obtiene que

I(¢1)< 1 (¢1:0a)
I(¢2) =~ 1—€(¢2: )

por lo cual se tiene para un € arbitrario que

I(¢1) <1 J(¢1)
I(p2 = (1—€)? J(2)

Y por simetria, se obtiene la otra desigualdad, de donde ambas fracciones son iguales. O

(1—¢)

Asi, se tiene garantizada la existencia y unicidad, salvo por constantes positivas, de la integral inva-
riante I sobre un grupo localmente compacto. Se dice entonces que dicha integral es la integral de Haar

y se denota por
10)= [ o
G

Ejemplo 2. A continuacion se muestra la integral de Haar en alginos grupos conocidos:

1. Si G =R es el grupo aditivo de los reales, dotado con la topologia usual, sea ¢ € C.(G). Entonces,
existe un intervalo [u,v] que contiene al soporte de ¢. Si se considera la integral de Riemann sobre
este intervalo, esta es una integral de Haar. En efecto, si se toma un intervalo [u',v'], que contenga al

intervalo [u,v], se tiene qué f; o(t)dt = f;, o(t)dt. Asi, se tiene que la integral estd bien definida.
Finalmente, se tiene la invarianza respecto a la traslacion a derecha considerando el cambio de

variable t = x — s, con el cual [ ¢(t)dt = f;:ss ¢(x — s)dx, para todo s € R. Asi, [, ¢ = [ ¢(t)dt

2. 51G=UQ) ={z €C:|z| =1} es la circunferencia unitaria, entonces la integral de Riemann
compleja coincide con la integral de Haar. En efecto,

fo (exp(2mit))dt = fo (exp(2mi(t — s)))dt

para todo s € R.

3. 51 G = R™ y X\ denota la medida de Lebesgue, la integral de Haar coincide con la integral de
Lebesgue directamente de la invarianza respecto a traslacion de la medida A.

2.4. La funcién Modular

Construccion 2. Sea G un grupo localmente compacto. El espacio vectorial real Co(G) es un R[G]—mddulo
respecto a la G-accion por izquierda g = ¢ o Ay—1 y para a € R[G], el diagrama:
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C(G) — C.(G)

%G (a) ng

conmuta. Esto es,
/ L C(G) S R
G

Es un homomorfismo de R[G]—mddulos, donde R[G] actia sobre Rmediante la aplicacion de aumentacion
€.
Si ahora se considera una estructura diferente para €l R|G|-mddulo sobre C.(G), dada por

G x C.(G) = Cu(G)

(gad)) - ¢079_1
Esta accion hace de Co(G) un R[G]—mddulo a izquierda de forma distinta. Se define

Ig((b) = L¢07g—1

Como 4 = Ag 0 pg = pg © Ag, se tiene entonces que Ig = fG ¢ o pg—1, por lo tanto Ig(¢ o Ng) = Ig(9).
Por lo tanto, I, es una integral invariante. Luego, por el teorema de unicidad, existe un real positivo s
tal que sI = I,. Se define entonces mod(g) = s. Entonces

mOd(g)/GQS:/G¢OVg—1=/G¢°Pg—1

Ahora, si g,h € G. se tiene que

Ign Z/Gcbop(gh)—l Z/Gcbopﬁlopgﬂ =m0d(9)m0d(h)/c¢

con lo cual se concluye qué mod(gh) = mod(g)mod(h). Asi, mod : G — R es un homomorfis-
mo de grupos, llamado la funcidn modular. Si se extiende mod al grupo-anillo R[G] de forma que

mod (deG agg) =Y yeq agmod(g), entonces R es un R[G]—mddulo y

/G C.(G) =R

es nuevamente un homomorfismo de R[G]—mddulos, pero para una estructura diferente sobre C.(G) y

sobre R.

Proposicion 12. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces la funcion modular definida de G en
el conjunto de los nimeros reales es un morfismo de grupos topoldgicos, el cual no depende de la integral
de haar.

Demostracion. Sea ¢ una funcion positiva con soporte compacto. Si I, J son integrales invariantes, existe
entonces por el teorema de unicidad una constante real positiva s tal que J = sI. Por lo tanto 0 #
J(p o vg-1) = sl(¢pory-1) = smod(g)I(¢) = mod(g)J(¢), con lo cual se concluye que el modulo es
independiente de la integral de Haar elegida.

Ahora, se demuestra que la funciéon modular es continua en la identidad, con lo cual sera continua en
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todo punto de G. Sean C' el soporte de ¢ y € > 0. Si U es una vecindad simétrica de la identidad con
adherencia compacta, existe una funcién continua con soporte compacto 7 : G — [0,1] con n(CU) C {1}.
Si V es una vecindad simétrica de la identidad contenida en U tal que

|¢(w)—¢(y)|/cn§e/:g¢

para todo par de puntos x e y de G tales qué z =1y € V. Ahora, si x es un elemento de V, y un elemento
de F, entonces se tiene que

6(yz) — 6(1)] /3 n < en(y) /G 6

En efecto, si y € CU, entonces 7(y) = 1y y~'(yx) = x € V. Por otra parte, si y no pertenece a CU,
entonces y no pertenece a C ni a Cz~ 1, con lo cual ¢(y) = 0 = ¢(yx).
Ahora, integrando el resultado anterior respecto a y se obtiene que

[@onr—ol [n<e[n[ o0

Si se simplifica la integral de Haar de 7 y se utiliza la definicién de modulo, se tiene que
|mod(x) — 1 <e
para todo x que pertenece a V. O

Definicion 23. Un grupo localmente compacto se dice unimodular si la funcion modular es constante en
G. Esto se tiene si y sdlo si la integral es bi-invariante, esto es,

/quopa:/gcbz/GmAa

Proposicion 13. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces G es unimodular si

Para todo a € G

1. G es abeliano.

2. G es compacto.

3. [G.G =G

Demostracion. Si G es abeliano. entonces p, = A\,-1, luego por la invarianza a izquierda de la integral
de Haar se tiene el resultado.
Si G es compacto, entonces mod(G) C R*. Como todo subgrupo no trivial de (R .-) es no acotado,

mod(G) = {1}.
Finalmente, considerando que la funcién modular es continua y que (RT.-) es abeliano, se concluye
directamente que G es unimodular. O
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