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INTRODUCCION

Introduccion

El presente trabajo tiene como objetivo estudiar los grupos topolégicos como estructura fundamental
del analisis armoénico abstracto y dar un primer paso en esta area de estudio.
Para ello, se plantearon los siguientes objetivos particulares: Conocer y entender conceptos fundamenta-
les de anélisis funcional y teoria de la medida, definir la estructura de grupo topolégico y estudiar las
propiedades de este, comprender el concepto de espacio homogéneo y sus propiedades y analizar la teoria
de representaciones unitarias como concepto basico de la teoria bésica de representaciones.
La importancia de este trabajo radica en un aspecto principal: al estudiar mateméaticas en la Escuela
Colombiana de Ingenieria se estudian varias de las areas de estudio principales de esta: el dlgebra lineal,
la teoria de conjuntos, el anélisis real, la teoria de grupos, anillos y cuerpos, la teoria de la medida, el
analisis funcional, entre otros, y en ocasiones se puede dar la impresiéon que las relaciones entre estas
son pocas, o inclusive inexistentes. Con este trabajo se pretende unificar mediante una teoria moderna
las diferentes areas de estudio de las matemaéticas que se ensenan en el programa. Se busca entonces
mostrar que existe una relacion entre algunas de ellas y conocer los fundamentos del area que las estudia:
el analisis armoénico abstracto.
La informacion para este trabajo se extrajo exclusivamente de textos de diferentes éreas, principalmente
de anélisis armoénico abstracto, pero también de analisis funcional, teoria de grupos, topologia y algebra
lineal, necesarios para contextualizar el trabajo mismo.
El proposito del texto de Folland, que es la principal fuente de informacion de este trabajo, es dar una
exposicion de ideas y teoremas fundamentales del anélisis armoénico que se pueden realizar con pocas
suposiciones sobre la naturaleza del grupo sobre el cual se esta trabajando.
Es necesario aclarar que se hicieron algunos cambios respecto a notacién para que esta coincida con la
que se maneja en el programa. También, se demuestran afirmaciones que no estan demostradas en el
material principal.
Como contexto historico, la teoria de grupos topologicos se desarrolld alrededor de 1930. La existencia
de medidas de Haar para grupos dos contables, la demostré Haar, y von Neumann demostré la unicidad
de estas. Weil fue quien dio un primer enfoque sistemético del anélisis en grupos localmente compactos
utilizando la medida de Haar, esto lo hizo al mostrar que no era necesaria la suposicién sobre la conta-
bilidad. Ademés, demostro un teorema en el cual se afirma que esencialmente los tnicos grupos medibles
dotados de una medida invariante son los grupos localmente compactos.
La existencia de medidas cuasi invariantes en espacios homogéneos G/H fue también probada en un
comienzo para espacios dos contables por Mackey, y fueron Bruhat y Loomis quienes mostraron como
obtener medidas fuertemente cuasi invariantes sin hipotesis de contabilidad.
Este trabajo se divide en tres partes, en la primera se presentan resultados necesarios para estudiar los
grupos topologicos, entre ellos se realiza un estudio general de los espacios de Hilbert, definiendo las
formas sesquilineales, las sumas directas, las isometrias y aplicaciones unitarias, también una forma de
integrar funciones vectoriales y algunos conceptos basicos de las algebras de Banach.
En la segunda se presentan resultados ya conocidos sobre los grupos topolédgicos, los cuales son funda-
mentales, como la existencia y unicidad de una medida A invariante bajo traslaciones en cualquier grupo
localmente compacto, la dotacion de L'()\) con la estructura de una *—algebra de Banach. Se hace un
interludio en el cual se estudia la relevancia de considerar que el grupo a estudiar sea o—compacto o
no. Después, se define formalmente la funcion modular y se estudian algunas propiedades de esta, las
cuales son de utilidad para definir y estudiar los conceptos de convolucién de medidas, y posteriormente
de funciones, y de espacios homogéneos.
Finalmente, se realiza una breve introduccién a la teoria béasica de representaciones, en la cual se pre-
sentan conceptos basicos de la teoria de representaciones unitarias de grupos localmente compactos: las
representaciones unitarias, los operadores entrelazados, la equivalencia de representaciones, el espacio
centralizador, los subespacios invariantes, las sub representaciones, las representaciones reducibles e irre-
ducibles, las representaciones ciclicas y, un resultado final, el lema de Schur, a partir del cual se plantean
las preguntas principales a responder respecto al anéalisis armoénico sobre un grupo G.
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Notacién y Terminologia

= T denota el grupo multiplicativo de los complejos cuyo modulo es 1.

= Xp denota la funcién caracteristica o indicatriz. Si 7 es una representacién unitaria de dimension
finita, X, denota su caracter.

= Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto, C'(X) representa el espacio de funciones
complejas continuas,Cc(X) representa el espacio de las funciones continuas con soporte compacto
y el espacio Cy(X) representa la adherencia del espacio Co(X) Estos espacios coinciden cuando X
es compacto.

= La o — algebra de conjuntos Borel es la o — algebra mas pequena que contiene a los abiertos de X
= Una medida de Borel es cualquier medida u definida en la o — algebra de conjuntos de Borel.

= Una medida de Borel es regular por fuera si el conjunto se puede aproximar en medida mediante
abiertos que lo contienen, regular por dentro si el conjunto se puede aproximar en medida
mediante compactos contenidos en este.

= Una medida de Radon en X es cualquier medida de Borel que es finita en conjuntos compactos,
regular por fuera en conjuntos de Borel y regular por dentro en conjuntos de abiertos. Las medidas
o — finitas de Radon son regulares, esto es, regulares por dentro y por fuera.

= Si X y Y son espacios de Banach, el espacio de todas las aplicaciones lineales de X en Y se denota
L(X,Y), y el espacio de aplicaciones lineales de X en si mismo se denota por £(X)

# || f|lsup denota la norma uniforme de f, dada por || f||sup = sup{|f(z)| : z € s}

= Las medidas de Haar izquierda y derecha sobre un grupo localmente compacto G se denotan con A
y p respectivamente.

= Sea V un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto C' de V se dice que es

e Convexo si para todo z,y € C la curva tx + (1 —t)y, para t € [0, 1] esta totalmente contenida
en C.

e Equilibrado si para todo « € C, |A| < 1 implica qué Az € C.

e Absorbente si la union de tC sobre todo t > 0 es C, equivalentemente, para todo = € V,
tx € C para algin t > 0,

e Absolutamente convexo si es a la vez equilibrado y convexo

= Un espacio vectorial topologico localmente convexo es un espacio vectorial topologico en el
cual el origen tiene una base local de conjuntos absorbentes y absolutamente convexos.

= Un espacio de Frechét es un espacio vectorial topologico real, completo en el sentido de los espacios
uniformes, que es localmente conexo y metrizable por una distancia invariante por translaciones.

II
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Grupos Topologicos

1. Preliminares

1.1. Formas Sesquilineales

Sean V' y X espacios vectoriales complejos. Una aplicacion T : V' — X es anti lineal si T'(au+ bv) =
@Tu + VTv para todo par de constantes a,b € C y todo par de vectores u,v € V. Una aplicacion
B : V xV — X es sesquilineal, si es lineal respecto al primer parametro y anti lineal respecto al
segundo parametro. Las aplicaciones sesquilineales definidas de V x V' en C reciben el nombre de formas
sesquilineales. Las aplicaciones sesquilineales estan completamente determinadas por sus valores en
diagonal:

Proposicion 1. LA IDENTIDAD DE POLARIZACION. Sea B : V x V. — X sesquilineal, y sea Q(v) =
B(v,v). Entonces, para todo u,v € V,

B(u,v) [Qu+v) —Q(u—v)+iQ(u+iv) —iQ(u — )]

1
4
Demostracion. Sean u,v € V

Qu+v) — Qu — v) + iQu + iv) — iQ(u — iv)
= Blu4+v,u+v)— Blu—v,u—2v)+iB(u+iv,u+iv) —iB(u — iv,u — iv)

= B(u,u)+ B(u,v) + B(v,u) + B(v,v) — B(u,u) + B(u,v) + B(v,u) — B(v,v) + iB(u, u)
+iB(u,w) + B(iv,u) + B(iv,iv) — iB(u,u) + iB(u, v) + iB(iv, u) — iB(iv, iv)

= 2B(u,v) + 2B(v,u) + 2B(u,v) — 2B(v,u)

4B(u,v)

O

Una forma sesquilineal B en V se dice hermitiana si B(u,v) = B(v,u) para todo u,v € V, y se dice
positiva si B(u,u) > 0 para todo u € V

Corolario 1. Una forma sesquilineal B es hermitiana si y solo si B(u,u) € R para todo w. Toda forma
sesquilineal positiva es hermitiana.

Demostracion. La primera parte se tiene directamente teniendo en cuenta que z € R si y solo si z = Z.
Adicionalmente, si la forma es positiva, necesariamente debe ser un nimero real, pues se defini6 en
términos del orden usual en los reales. O

Proposicion 2. DESIGUALDADES DE SCHWARTZ Y MINKOWSKI. Sea B una forma sesquilineal positiva
enV, y sea Q(u) = B(u,u). Entonces

Nl
Nl

Bu,v)? <Qu)Q) y  Qu+v): <Qu)? +Q(v)

Demostracion. Primero se demuestra la desigualdad de Schwartz. Para ello, si y = 0, se tiene trivialmente,
entonces se supone qué y # 0. Entonces para todo z € C se tiene que

0 < Qu—2v) = Q(u) — 2B(u,v) — ZB(u,v) + |2|*Q(v)
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En particular, si z = BQS’(LS), entonces se obtiene que
| B(u,v)[?
0<Qu) - —7—~—
Q(v)
Que es lo que se queria mostrar. Esta demostracion es la usual para espacios de Hilbert, igual sucede
para la desigualdad de Minkowski, por lo cual se omite. O

1.2. Sumas Directas

Sea {Hq}taca una coleccion de espacios de Hilbert. La suma directa EBaeA He es el conjunto de
todos los v = (v )aea en el producto cartesiano [], . 4 Ha tales qué > [lva || < oo. Esta condicion implica
que v, = 0 para todos, salvo una cantidad contable de indices o . @, 4 Haca es un espacio de Hilbert

con producto interno
<uv U> = Z (uav ’Ua)

acA

y los sumandos H,, estdn embebidos en este como subespacios cerrados mutuamente ortogonales.

SiH es un espacio de Hilbert y { M, }aca es una familia de subespacios cerrados mutuamente ortogonales
de H, cuyo espacio generado es denso en H , H se puede identificar como @, 4 M. Cuando se hable de
sumas directas de subespacios de un espacio de Hilbert, siempre se va a suponer que los subespacios son
mutuamente ortogonales, salvo que se especifique lo contrario.

1.3. Isometrias y Aplicaciones Unitarias

Sean Hi1 y Ho espacios de Hilbert, y T' : Hq — Ho una aplicacién lineal acotada. El operador
adjunto de T es la aplicacion T* : H; — Ha tal que (T*v,u) = (v,Tu) . T es una isometria si
|Tu|| = ||u|| para todo u € H;.

Proposiciéon 3. Una aplicacion T es una isometria si, y solo si, T*T es la aplicacion idéntica en H;.

Demostracion. Primero se supone que T es una isometria. Entonces se define el operador A = T*T — Id,

el cual satisface qué A* = A. Entonces, si u € Hi, |[Tu|| = ||lul| es equivalente a (Au,u) = 0. En efecto,
[Tl = [lull
= ( elevando al cuadrado )
[Tul|? = [|u]/?

( propiedad del producto interno )
(Tu, Tu) = (u, u)

( propiedad de la transpuesta )
(T*Tu,u) — (u,u) =0

( propiedad del producto interno )
(T*Tu —wu,u) =0

( definicion de A )
(Au,u)y =0

Entonces, si z,y € H1, se tiene qué (A(z),y) = 0. En efecto,
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0
= (Al@+y)z+y) — (Al —y),z*y) + i{A(x + iy, z +iy) — i{A(z —iy),z — iy)
z) + A(y), z) + (A(z) + A(y),y) — (Alz) — A(y),2) + (Alz) — A(y), y) +i(A(z)
),x) + (A(z) +iA(y),y) — i{A(z) — iA(y), ) — (A(z) — iA(y),y)
= 2((A(z),y) + (A(y),2)) +i(A(z),2) — (A(y), z) + (A(z),y)
+ i(A(y),y — i{A(y), z) — (A(y), z) — (A(x),y) — (A(y), y)

Asi, como para todo z,y € H1 se cumple que 0 = (A(z), y), necesariamente A es el operador idénticamente
nulo, luego T*T — Id = 0, esto es, T*T = Id.
Por otra parte, si T*T = Id, entonces
[ Tul|?

= (Tu,Tu)

= (T*Tu,u)

= (wu)

= ul®.

O

Las isometrias son inyectivas, mas no necesariamente sobreyectivas. Una isometria biyectiva es una

aplicacién unitaria. Si T es unitario, también lo es T, luego T*T y TT* son el operador identidad en
H, y Ha, respectivamente, esto es, T* = T~ 1.
Se dice que T es una isometria parcial si |Tu| = |Ju| siempre que v L N(T). Es decir, T es una
isometria parcial siempre que (T*Tu,u) = (u,u) para u L N (T). Asi, por polarizacion, se tiene que T*T
es proyeccion ortogonal sobre N'(T)+. Como R(T)+ = N (T*), se tiene también que T* es una isometria
parcial y que TT* es proyeccion ortogonal sobre R(T). Esto es, pues si T es isometria parcial, || Tu|| = ||ul|
para todo u L N (T'), entonces se debe ver que |T*u|| = |ju| para todo u L N(T*), o bien, para todo
u L R(T)*. Esto es, todo u ortogonal a todos los elementos del complemento ortogonal de R(T), por
tanto, u 1L T.

1.4. Topologias en L(H)

Si H es un espacio de Hilbert, sobre el conjunto £(?) se definen tres topologias que van a ser de
utilidad:

1. La Topologia Normada o N-Topologia es la topologia inducida por la norma

1T = supjju=1) I Tul|

2. La Topologia Fuerte o F-Topologia es la topologia inducida por las seminormas
T = |[Tul|,ueH
Una red {T,} en L(H) converge a T fuertemente si y solo si ||[Tou — Tu|| — 0, Vu € H.
3. La Topologia Débil o D-Topologia es la topologia inducida por las seminormas
T —,uveH

Una red {T,} converge a T débilmente, si y solo si (Tou,v) — (Tu,v) Yu,v € H.
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Asi, la topologia normada es la topologia de convergencia uniforme en subconjuntos acotados de H, la
topologia fuerte es la topologia de convergencia puntual en H , y la topologia débil es la topologia de
convergencia débil en H.

Ejemplo 1. Sea {e;}° una base ortonormal de H. Se definen operadores T, y Sy, en H, paran > 1

tales que
(o] o0
> ] =3
1 n
o0 o0
Sn lz akek‘| = Z AkChin
1 1

Las sucesiones {T,,} y {Sn} no son N-convergentes, y {S,} no es fuertemente convergente, pues para
n<m, [[(T, — T)enl = llenll =1 ¥ [|(Sn — Sm)e1ll = |len — eml| = V2 Por otra parte, {T,} converge
fuertemente a 0, pues siu = agey, | Thull®> =Y |ax|* = 0; y {S,} converge débilmente a cero, pues
dados u =Y ager, yv =>_ bey,

Ty

1
2

(S )| = 1D ar—npe| < IJu [Zlbklﬂ —0

1.5. Integrales Vectoriales

Sea V un espacio topologico vectorial localmente convexo y sea V* el espacio de las funciones lineales
y continuas sobre V. Sea también (X, ) un espacio de medida. Se dice que una funcion F : X — V es
débilmente integrable si ¢ o F' € L!(u) para todo ¢ € V*. Esto es, existe un vector v € V tal que

o) = [ 60 Fan

para todo ¢ € V*. Tal v es necesariamente tnico, pues los funcionales lineales y continuos separan puntos
en V. Se dice que v es la integral de F, y se escribe v = [ Fdp.

Las integrales conmutan con aplicaciones lineales y continuas en el siguiente sentido:

Sea F : X — V débilmente integrable, esto es, [ Fdu existe, y, si W es un espacio localmente convexo,
sea T :V — W.Si ¢ € W*, entonces poT € V*, por lo tanto, T o F' es débilmente integrable y

qSoT[/Fd,u] :/d)oToFd,u
T/Fd,u:/ToFd,u

Se presenta a continuaciéon un teorema de existencia, demostrado en el analisis de Rudin[pg. 108. Teoremas
3.27 y 3.29].

con lo cual [T o F existe y

Teorema 1. Sea V un espacio de Fréchet y p una medida de Radon en el espacio de Hausdorff localmente
compacto X. Si F : X — V es continua con soporte compacto, entonces [ Fdyu existe y pertenece al espacio
cerrado generado por el rango de F. Mds ain, stV es un espacio de Banach,

H/ FdMH < [1F@)du(x)

Aunque este teorema basta para la existencia de la integral vectorial débil, la condicion F' € Co (X, V)
es demasiado fuerte, por tanto, se tiene el siguiente teorema
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Teorema 2. Sea V un espacio de Banach y i1 una medida de Radon sobre el espacio localmente compacto
y Hausdorff X . Si g es una funcion escalar en L*(p) y H : X — V es acotada y continua, entonces [ gHdu
existe y pertenece al espacio cerrado generado por el rango de H, y

H/nguH < SuszXHH(x)H/|g(x)|d'u(z)

Demostracion. Sea ¢ € V*. Se tiene que ¢ o H es continua y acotada, luego gH es débilmente integrable,
esto es, o (gH) = g(¢po H) € L*(u). Méas atin, como p es de Radon, existe una sucesion {g, } en Cc(X)
que converge a ¢ en la norma de L', entonces

/ l9n (&) H(2) — g H () [dp < C / 19n() — g (@)]du(2)

Donde, si m,n — oo, el término de la derecha tiende a cero, por lo cual {f gnHdu} es de Cauchy en V.
Sea v su limite, entonces para todo ¢ € V*,

/\¢o (gnHdp1 < C/|gn — gldy

y nuevamente el término de la derecha tiende a cero. Asi,
H(v) = lim ¢ [ / ganﬂ] ~tin [ 6o (guH)du= [ 60 (gH)du

Por lo tanto, [ gHdp existe y es igual a v. Ahora, como [ g, Hdu pertenece al espacio cerrado generado
por el rango de H para todo n, también [ gHdp pertenecera a este. Finalmente, por el teorema de
existencia de Rudin en espacios de Banach, para F' = g, H, se cumple la desigualdad planteada en este
teorema para g¢,, donde al hacer tender n a infinito, también se tendra para g. O

Usualmente, cuando se hable de integrales vectoriales, X sera sobre un grupo localmente compacto G
y p sera la medida de Haar sobre G.

1.6. Conceptos Basicos de las Algebras de Banach

Un algebra de Banach es un algebra A sobre el campo de los niimeros complejos respecto al cual
es un espacio de Banach que satisface ||zy|| < ||z|/||y||, para todo z,y en A. Se dice que A es Unital si
posee el elemento neutro para la multiplicacién, que denotaremos con e.

Una Involucién sobre un élgebra A es un anti-automorfismo de A de orden 2, esto es, una aplicacion
xz — x* de A en A que satisface

(z+y)" =a"+y" (\2)" = X", (ay)" =y'a", 2™ =2

Para todo par de puntos =,y € Ay A € C. Un algebra dotada de una involucién se dice una * — algebra.
Un algebra de Banach que satisface que

lz* | = ||z
para todo x recibe el nombre de C*algebra.
No se necesita que una involucion satisfaga que [|z*|| = ||z||, aunque esto es verdadero en la mayoria
de los casos. En particular se cumple en las c*—4lgebras, pues |z|? = |lz*z| < ||2*||||z||, que implica

]| < [[=*]], lnego [lz~]| < [lz**|| = [|].

Si Ay B son algebras de Banach, un homomorfismo de élgebras de Banach de A en B es una aplicacién
lineal y acotada ¢ : A — B tal que ¢(xy) = ¢(z)¢d(y), para todo z,y € A. Si Ay B son x—algebras, un
*-homomorfismo de A en B es un homomorfismo ¢ tal que ¢(z*) = ¢(x)* para todo x € A.



Grupos Topologicos

2. Grupos Localmente Compactos

2.1. Grupos Topoloégicos

Un grupo topolégico es un grupo G dotado de una topologia respecto a la cual las operaciones del
grupo son continuas; esto es, (z,y) — xy es continua de G x G — G y x — 2~ ! es continua de G en G.
Si G es un grupo topologico, se denota el elemento unitario de G con 1. Si A C G, se definen

Az ={yz:yc A},zA={ay:yc A}, A ' ={y ' :yec A}

ysi BCG,
AB={xy:z€ ANy € B}

Se dice que A es simétrico, si A = A~!. Es de notar que ANB = () si y solosi 1 ¢ A~ B. A continuacion
se presentan algunas propiedades tutiles de los grupos topologicos, las cuales fueron demostradas en la
primera parte de este trabajo dirigido, por lo tanto, se omite su demostraciéon en este.

Proposicion 4. Sea G un grupo topoldgico.

» La topologia de G es invariante bajo traslaciones e inversion. Esto es, si U es abierto, xU, Ux y
U~ también lo son para todo x € G. Mds atin, si U es abierto, entonces UA y AU también lo son
para todo A C G.

= Para toda vecindad U de 1 existe una vecindad simétrica V de 1 tal que VV C U.
= Si H es un subgrupo de G, H también lo es.
= Todo subgrupo abierto de G es cerrado.

= Si A y B son conjuntos compactos en G, AB también lo es.

Sea ahora H un subgrupo del grupo topolégico G. Sea G/H el espacio de coclases izquierdas de H,
y sea q : G — G/H la aplicacion cociente canénico. Si se dota a G/H de la topologia cociente, es decir,
U C G/H es abierto si y solo si ¢"1(U) es abierto en G. ¢ envia entonces abiertos de G en abiertos de
G/H, pues si V es abierto en G, entonces ¢~ 1(g(V)) = VH es abierto por propiedades de los grupos
topologicos, por lo cual ¢(V') es abierto.

Proposicion 5. Sea H un subgrupo del grupo topoldgico G.

= Si H es cerrado, G/H es de Hausdorff.
= Si G es localmente compacto, también lo es G/H.
= Si H es normal, G/H es un grupo topoldgico.

Corolario 2. Si G es 11, entonces G es de Hausdorff. St G no es T1, entonces m es un subgrupo
cerrado normal y G/{1} es un grupo topoldgico de Hausdorff.

A partir de este corolario se hace evidente que no es necesario que G sea un espacio de Hausdorff, pues
se puede trabajar entonces con G/{1}. En particular, un grupo localmente compacto es un grupo
topoldgico cuya topologia es localmente compacta y Hausdorff.

Proposicion 6. Si G es un grupo localmente compacto, G tiene un subgrupo H que es abierto, cerrado
Yy o—compacto.
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2.2. Medida de Haar

Sea G un grupo localmente compacto. Se define el conjunto
CHG)={feCc(G): f>0Af#0}

Como las partes positivas y negativas de una funciéon real y continua son continuas, el espacio generado
por CL(G) es Co(G).

Una medida de Haar izquierda (analogamente derecha) es una medida de Radon p no nula sobre G
que satisface que p(zE) = p(E) para todo conjunto de Borel E y todo x € G.

Proposicién 7. Sea 1 una medida de Radon en el grupo localmente compacto G, y sea ji(E) = u(E~1).

1. p es una medida de Haar izquierda si y solo si i es una medida de Haar derecha.

2. p es una medida de Haar izquierda si y solo si [ Lyfdp = [ fdu para todo f € C’g(G) y todo
ye@q.

Demostracion. Sea G un grupo localmente compacto.

1. Sea p una medida de Haar izquierda, x € G

prE) = p(E)

( Definicion )
F((E)™ = A7)

( Propiedad invertiva )
FE12) = p(E)

Asi, como E es un conjunto de Borel, E~! también lo es, por lo tanto, fi es una medida de Haar
derecha.

2. Sea p una medida de Radon. Si 4 es una medida de Haar izquierda, sean y €e Gy f € C’g (G).

J Lyfdu
= ( Definicion traslacion )

[ fyx)dp(x)
= ( Hipotesis )

Jy-15 fyx)du(z)
( Cambio de variable yz = v )

Jy1p F@)du(y™1v)
= ( Hipotesis )

e f(0)dp(v)

Ahora, si se cumple la segunda afirmaciéon para todo f € C'g(G), se cumple entonces para todo
f € Cc(G), entonces se tiene que p = i, por la unicidad del teorema de representacion de Riesz.

O

A partir de esta proposicion se concluye que es de poca importancia si se estudia la medida de Haar
derecha o izquierda. En este texto se va a trabajar principalmente con la izquierda. A continuacion se
van a presentar teoremas de existencia y unicidad para las medidas de Haar.
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Teorema 3. Todo grupo localmente compacto posee una medida de Haar izquierda .

Proposicion 8. Si A es una medida de Haar izquierda sobre G, entonces A(U) > 0 para todo abierto no
vacio U, y [ fdX\ > 0 para toda f € CL(G).

Teorema 4. Si A y u son medidas de Haar izquierdas sobre G, existe entonces un real positivo c tal que
= cA.

Adicionalmente, el siguiente lema va a ser de utilidad en varias demostraciones futuras

Lema 1. Si U es una vecindad simétrica, entonces A(U) = p(U).

Demostracion. Recordando la construccion que se presenté en la primera parte de este trabajo, para G
un grupo localmente compacto y ¢, € C.F (G), con a # 0, se define su cociente como

(¢:a) =inf{e(a):a € RIG] A ¢ < aa}
Ahora, sea ¢p € CF(G) una funcién no nula fija. Se define entonces

(¢: )

1(¢,2) = (¢o : )

donde ¢,a € CF(G) — {0}.

Entonces, para definir la medida de Haar, se hizo lo siguiente:

Sean ahora P = CF(G) — {0}, Q = HzﬁeP[qb%:@’ (¢ : ¢o)].Dada una vecindad simétrica de la identidad V'
y una funcion no nula a € CF (G) con supp(a) C V, se considera (I(¢, a))gep € Q y el conjunto Q, C Q
que consiste de dichos elementos. Dichos conjuntos satisfacen la propiedad de la interseccion finita, por

lo tanto, o
N{Q, : V C G es una vecindad simétrica de la identidad} C Q

Es no vacio. Si se toma un I que pertenezca a esta interseccién, I serd una aplicacién definida de P en
el conjunto de los ntmeros reales, dada por

I(¢) = pro(1) € ﬁvw t¢go)| CR

Y I € @, para toda vecindad de la identidad V. Entonces, como desde un comienzo, se consideré que
las funciones I estaban dadas en términos de la funcién « soportada en una vecindad simétrica, se tiene
entonces el resultado deseado por la construcciéon misma. O

2.3. Interludio: Algunas Tecnicidades

Con el fin de no restringir artificialmente la generalidad de estos estudios, no se ha supuesto que el
grupo localmente compacto G sobre el cual se trabaja sea o — compacto. En el caso no o — compacto, la
medida de Haar no es o — finita, resultado que trae complicaciones en la teoria de la medida. En esta
seccion se presentaran estos problemas y se mostraran algunas soluciones.

Sea GG un grupo localmente compacto que no es o — compacto. Se sabe que este tiene un subgrupo H que
es abierto, cerrado y o — compacto. Sea Y un subconjunto de G que contiene exactamente un elemento
de cada coclase izquierda de H, de forma que G es la unién disjunta de los conjuntos yH,y € Y. Se tiene
entonces que la restriccién de A\ a los subconjuntos de Borel de Hes una medida izquierda en H. Mas
aun, esta restriccion determina completamente a A. En primer lugar, determina a A en los subconjuntos
de Borel de cada coclase yH, pues A(yE) = A(E). Se podria pensar que para todo conjunto de Borel

E C G se tiene que A(E) = >, oy A(ENyH), pero en realidad sucede lo siguiente.

Proposicion 9. Sea E C G un conjunto de Borel. Si E C UPy; H para algun conjunto contable {y;} C Y,
entonces N(E) = > 7" NENy,; H). Si ENyH # 0 para una cantidad no contable de y, entonces \(E) = oo.
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Demostracion. La primera parte se cumple directamente por la aditividad contable. Para demostrar la
segunda, gracias a la regularidad por fuera, basta con suponer que E es abierto, en cuyo caso se sabe que
MENyH) > 0 siempre que ENyH # . Si esto sucede para una cantidad no contable de elementos y de
Y, para algtn e existira una cantidad no contable de elementos y para los cuales A(E NyH) > ¢, con lo
cual se tiene que A(E) = o0 O

Ejemplo 2. Sea G =R x Ry, donde Ry denota el conjunto de los nimeros reales dotado de la topologia
discreta. Si se definen H =R x {0} yY = {0} x Ry, para obtener la medida de Haar \ de G simplemente
se considera la medida de Lebesgue para cada recta horizontal de la forma R x {y} y se juntan como en
la proposicion 9. En particular, nétese que Y es cerrado y A(Y) = 0o aunque la interseccion de Y con
cualquier coclase de H o cualquier conjunto compacto tiene medida 0. Esto es también cierto en el caso
general siempre que G no sea discreto. Esto demuestra que A no es reqular por dentro en Y. También
muestra que A no es exactamente el producto de la medida de Lebesgue y la medida de conteo., denotadas
por p y v respectivamente.

Existen tres teoremas fundamentales de la teoria de la medida que fallan con medidas que no sean
o — finitas: El teorema de Fubini, el teorema de Radon-Nikodym y la dualidad de L' y L. En esta
seccion se estudia sobre ellos.
Se va a utilizar el teorema de Fubini para cambiar el orden de integraciéon méas adelante, pero no hay
ningtn problema en hacer esto siempre que f se anule fuera de un conjunto o — compacto E C G x G.
En efecto, en este caso, las proyecciones E; y Fo de E también serian o — compactas, y E C E1 X Fs,
por lo cual se puede reemplazar G por el espacio o — finito E1 X FEs, para el cual el teorema de Fubini
para productos de Radon es valido (Folland[39, Teorema (7,27)]. Mas atn, esta hipotesis sobre f es valida
casi siempre cuando f esta construido a partir de funciones sobre G que pertenecen a LP()\), para algin
p < 00, para tales funciones se anulan fuera de algin conjunto o — compacto U°y; H por la proposiciéon
9. Por ejemplo, cuando mas adelante se trabaje con convoluciones, se estudiaran funciones de la forma
f(z,y) = g(x)h(z~ty). Si g se anula fuera de A y h se anula fuera de B, entonces f se anula fuera de
A X AB,y AB es 0 — compacto siempre que A y B lo sean.
A partir de esto, se va a utilizar el teorema de Fubini sin mayor verificacién. Respecto al teorema de
Radon-Nikodym, las medidas de Radon, o més bien sus extensiones de Carathéodory, que son completas
y saturadas, estdn dotadas de una propiedad denotada “Descomponibilidad”, la cual implica que una
version del teorema de Radon-Nikodym es adecuada para virtualmente todos los propésitos (Hewitt-
Ross[62,Teorema (12.7)]). Para medidas de Haar, la descomponibilidad es obtenida a partir de las pro-
posiciones 9 y 6. A pesar de esto, realmente solo se necesitaréd en las siguientes situaciones restringidas.
La primera es para dos medidas de Radon p y v definidas en un espacio localmente compacto X de Haus-
dorff son tales que v < p 'y v es 0 — finita. Por la regularidad interior se sabe que existe un conjunto
E o — compacto tal que v(X — E) = 0. Esta restriccion de p a subconjuntos de E es o — finita, luego
existe una funcion medible f : E — [0,00) tal que dv = fdu en E. Si se fija f = 0 en X — E, se tiene
entonces que dv = fdyu siempre.
La segunda situaciéon es cuando dos medidas de Radon u y v en un espacio de Hausdorfl X localmente
compacto son equivalentes, esto es, son mutuamente absolutamente continuas. En los casos que se van
a presentar mas adelante no va a ser necesario recurrir al teorema de Radon-Nikodym, pero se va a poder
producir una funcion continua f : X — (0,00) tal que [¢dv = [ ¢fdu para toda ¢ € Co(X), como se
ve en la siguiente proposicién.

Proposicion 10. Sean p y v medidas de Radon en un espacio localmente compacto y de Hausdorff X,
y sea f: X — (0,00) continiia tal que [ ¢pdv = [ ¢fdu para todo ¢ € Co(X). Entonces v(E) = [, fdu
para todo conjunto de Borel E C X.

Demostracion. Sea v(E) = fE fdp una medida de Borel sobre X. Para demostrar que 7 = v, basta con
probar que 7 es regular por fuera y que para todo abierto U, v(U) = v(U).

Sean E un conjunto de Borel tal que 7(E) < oo y € > 0. Para cada j € Z, se define V; = {z : 2772 <
f(z) < 27}. Como f es continua, V; es abierto para cada j, y la coleccion de estos forma una cubierta
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abierta de X, por lo cual se tiene que £ = UX_E;, donde E; C Vj. Al ser u regular por fuera, como
u(E;) < 2277 [ fdu = 2*790(E;) < oo, para todo j existe un abierto U; C V; tal que E; C U; y
w(U; — Ej) < €272l Entonces 7(U; E;) < 29u(U; — E;) < 2¢7 V1, de forma que U = U — 00™U; es un
abierto que contiene a F tal que (U — E) < 3e. Asi ¥ es regular por fuera. Ahora, si U es abierto, sea
P ={peCc(X):0< ¢ <1Asupp(¢) C U}. Entonces v(U) = sups [ ¢dv = supg [ ¢fdu. Como
supedf = Xy f, por el teorema de convergencia monétona para redes de funciones semicontinuas por
debajo (Folland[39, Proposicion (7.12)]), se tiene qué supe [ ¢fdp = [ Xy fdp = v(U). O

Si p y v satisfacen la proposicién anterior, se dice que son fuertemente equivalentes. Si bien los

argumentos utilizados parecen ser méas complicados de lo necesario, es de notar que la proposicién 10 no es
verdadera si se permite que f tome el valor 0. Por ejemplo, si A es una medida de Haar en el grupo R xRy,
y f(z,y) = |z|, entonces la medida v(E) = [, fd\ no es una medida de Radon, pues si Y = {0} x Ry,
entonces v(Y) = 0 pero v(U) = oo para todo abierto U que contenga a Y, por el argumento usado en la
proposicion 9.
Finalmente, se considera la dualidad de L'(x) y L° (). Cuando p no es o—finita, es falso que L>(u) =
L'(u)* con la definicion usual de L™, pero cuando p es una medida de Radon en un espacio de Hausdorff
X localmente compacto, se puede obtener el resultado mediante algunas modificaciones a la definiciéon
de L*°. Se dice que un conjunto £ C X es localmente Borel si para todo conjunto de Borel F' con
pu/F) < 0o, ENF es también de Borel. Un conjunto localmente Borel E se dice localmente nulo si para
todo conjunto de Borel F' con u(F') < oo se tiene qué p(E N F') = 0. Una afirmacion sobre los puntos de
X se dice que es verdadera localmente casi siempre(l.c.s) si es verdadera salvo quiza por un conjunto
localmente nulo. Una funciéon f : X — C se dice localmente medible si f~!(A) es localmente Borel
para todo conjunto de Borel A C C. Se redefine entonces L°° como el conjunto de todas las funciones
localmente medibles que son acotadas salvo por un conjunto localmente nulo, modulo las funciones que
son nulas localmente casi siempre. Con esta definicién, dotado de la siguiente norma

[ flloc = inf{z:|f(z)] < l.cs}
Con lo cual se tiene qué L>(u) = L*(pu)*.

2.4. La Funcién Modular

Sea G un grupo localmente compacto con medida de Haar izquierda A. Para investigar sobre la
invarianza derecha de A, se define A\, (E) = A(Ez), la cual es medida de Haar, pues de la propiedad
asociativa se concluye qué y(Ex) = (yE)x. Asi, por el teorema de unicidad se sabe que existe un real
A(x) > 0 tal que A\, = A(x)A, donde A(z) no depende de la eleccion inicial de A. La funcion A : G —
(0,00) se denota como la funcién modular de G. Se denota por Ry al grupo multiplicativo de los
ntmeros reales.

Proposicién 11. A es un homomorfismo continuo de G en R. Mds aiin, para toda f € L*(\),
[ rosir=aw [

1

Si se fija yg =y~ en esta proposicion, y se considera la sustituciéon x — xyg, se obtiene

M) [ Fa)ar@) = [ ey ax@) = [ F)drzm)
Que permite escribir el resultado de la proposicion de forma abreviada
dA(zyo) = A(yo)dA(z)

Se dice que G es unimodular si A = 1, esto es, que la medida de Haar izquierda es la misma medida de
Haar derecha.

10
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Proposicion 12. S7 K es un subgrupo compacto de G, entonces la A|K = 1.
Corolario 3. S7 G es compacto, entonces G es unimodular.
Proposicion 13. 57 G/[G, G| es compacto, entonces G es unimodular.

Proposicion 14. X\ y p son fuertemente equivalentes y

dp(z) = A(z™1)d\(z)
Demostracion. Se sabe que para f € Ceo(G) se cumple que

J Ry f(2)A( 1)df)\f fdi( ) zy)~H)dA(z)

Con lo cual el funcional f — [ f(z)A(z™!) es invariante a derecha, por tanto, su medida de Radon
asociada es una medida de Haar derecha, luego existe una constante real positiva c tal que cp es igual a
dicha medida asociada. Por la proposicion 10 se tiene que cdp(z) = A(x~1)d\(z), con lo cual basta que
mostrar qué ¢ = 1. De no ser asi, existirfa una vecindad simétrica U de 1 en G tal que |A(z7!)| < F|c—1]
en U. Esto implica que A(U) = p(U), con lo que

o= 1A) = en(@) = A©)] = | [ A6 = 1}aA@) < gle - 1A©)
Que es absurdo O

La formula dp(z) = A(z~1)d\(z) se puede reescribir de la siguiente manera, particularmente ttil para
hacer sustituciones al integrar

d\(z ) = A(e~")dA(2), dp(a~")A(x)dp(x)

En caso de que G no sea unimodular, la funcion A es no acotada, por tanto, los espacios LP(\) y
L?(p), (1 < p < 00) no son el mismo. A pesar de esto, se puede definir una forma de relacionarlos: Se
definen las aplicaciones

fla) = fla™b), Myf(x) = A(2)7 f(2)

A partir de las cuales, los operadores f — fy f — M, f son isomorfismos isométricos de LP(X) en LP(p),
pues d\(z) = dp(x~!) = A(z)dp(x). Al componer estos operadores, se obtiene un isomorfismo isométrico
lineal de LP(\) en si mismo:

M, f(z) = Myf(2) = A(2) 7 f(z7)

2.5. Convoluciones

A partir de este punto se supone que todo grupo localmente compacto G esta dotado de una medida
de Haar izquierda A fija. Generalmente, se escribira dz en vez de d\(z), [ f en vez de [ fdA, |E| en vez
de AE y L? o LP(G) en vez de LP(\).

Sea G un grupo localmente compacto y M(G) el espacio de medidas complejas de Radon sobre G. Se
define la convolucién entre dos medidas u, v € M(G) asi:

La aplicacion I(¢) = [ [ ¢(xy)dp(z)dv(y) es un funcional lineal sobre Cy(G), directamente por propie-
dades de la integral, el cual satisface qué |I@| < ||@||supllpell]|¥||. Por lo tanto, estd dada por una medida
wxv € M(G) que satisface || * v|| < ||ellllv]l, que se denota la convolucién de p y v:

ot = [ [opauine

11
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Donde el orden de integracion es irrelevante, lo tinico que importa es que el orden de las variables de
integracién para p y v coincida con el orden en el cual aparecen como parametros de ¢.
La convolucién es asociativa, pues si y,v,0 € M(G) y ¢ € Cc(G):

[odiux sl = [ [ otanintaat s o))
::]/j/]/¢(myzﬁhﬂm)dvﬁﬂd0(z>
_ / / $(yz)d(u * v)(y)do (2)
[ odltsv) +o)

Ademas, la convolucion es conmutativa si y solo si G es abeliano. En efecto, si G es abeliano se tiene
que para todo z,y € G, ¢(xy) = ¢(yx) con lo cual se tiene la conmutatividad. Por este mismo argumento
se tendria que si se supone la conmutatividad de la convolucion, entonces G sera abeliano. Si 6, € M(G)
denota la masa puntual en x € G, se tiene que

[otda s, = [ [ oturdonwis, ) = ow) = [ oas.,

Esto es, 0,0, = 0,y. A partir de esto se concluye que d, * 6, = J, * &, si y solo si zy = yx.
El hecho de que ||p * v| < ||u]/||v|| hace que M(G) sea un algebra de Banach, llamada el algebra de
medida de G. M (G) tiene una identidad multiplicativa: la masa puntual d;:

[ ot = [ [ otwniotaauty) = [ odutw) = [ oan

analogamente se tiene qué p % 6 = p. M(G) también tiene una involucién canédnica p — p*0 dada por

O analogamente

/¢du* =/¢(z !

Que es en efecto una involucién, pues

/@”HV /¢ Nd(uxv)
_ / / o((wy) ™) dfi(w)do(y)
_ / / (y~ 2~ )dp(z)dv(y)
— [ [ otwmiaw @yavw)

de forma que (p* v)* = v* * p*
En general, el algebra M(G) es demasiado grande y complicada para trabajar respecto a ella, por lo

12
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cual se prefiere considerar al espacio L!(G) como subespacio de M (G), identificando la funcién f con la
medida f(x)dz. si f,g € L'(G), la convolucién de f y g esta dada por

r) = / Fwaty

Para ver que la convoluciéon de dos funciones en L', se denota a las medidas asociadas a f y a g con uf
y p? respectivamente y basta con ver qué [ dd(p! + p9) = Ik ¢dpt*9. En efecto,

/ pd(p! + p)
_ / / &(xy)dp! (x)dps? (y)
//f (zy)dA(z)dp? (y)
/ / ¢ (ay)d(x)dA(y)

Siz=uzy

Mediante el uso del teorema de Fubini se tiene que esta integral es absolutamente convergente para
casi todo z y que ||f *g|l1 < ||fll1llg]l1, pues por la invarianza de la medida dx

[ [ 1)< [ [iswo el = [ [iswawiay =1,

La integral que define f*g(z) se puede expresar de diferentes maneras mediante las sustituciones  — yx
-1
yr—z

fxg(x)
=/f(y)g(y Lz)dy

- / Fay)gu)dy
- / g () Ay dy

- / Fay)a(y) Ay )dy

13
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La involucion sobre M(G) restringida a L' estd dada por la relacion f*(x)dxr = f(z—1). En efecto,
como (uf)*[E] = pf[E~1], entonces

- / 6(2) F* (2)dA(z)

= / ¢dp!”
Luego, por propiedades de la funciéon modular se tiene que
frz) =A@ f™)

Con la convolucién e involucion definidas, L (G) es una x—4lgebra de Banach, denotada el grupo algebra
de L'. Obsérvese que

fxg= /f(y)Lygdy = /g(y’l)Ryfdy

Lo cual se puede interpretar de dos formas: puntualmente, en la cual coincide con lo mostrado ante-
riormente, y como integrales vectoriales, donde las expresiones de la derecha se consideran integrales de
funciones de y con valores en LP. Entonces, f * g es una combinacién lineal generalizada de traslaciones
izquierdas de g o traslaciones derechas de f. Ademas, como las traslaciones izquierdas conmutan con las
traslaciones derechas, (esto es, la ley asociativa), se sigue que las convoluciones satisfacen las siguientes
propiedades respecto a traslaciones:

L.(f*g)=(L.f)*g,R.(f xg) = f*(R.g)
En efecto,
L((f 4 9)@) = (F9)= ) = [ty (B NE )y = [0 RAL.S) )y
Las convoluciones se pueden extender de L! a otros espacios LP. Se tienen entonces los siguientes resul-

tados

Proposicién 15. Sean 1 <p<oo, f€ L' yge LP

= fxg converge absolutamente para casi todo x, y se tiene que fxg € LP y || f*gllp, < [[flillgllp-
= Si G es unimodular, se satisfacen las condiciones del inciso a) para g = f
= 51 G no es unimodular y f tiene soporte compacto, g * f € LP.

= Cuando p =00, f*g es continua y, bajo las condiciones del inciso b) o ¢), g * f también lo es.

Demostracion. = A partir de la desigualdad de Minkowski para integrales, aplicada a f * g se obtiene
que

1521y = | [ f00L9C105

< [ IF@IILyglle = 1 £l llgll
) / Yy y9llp 19llp

Donde la dltima parte se concluye, pues la norma LP es invariante a izquierda.

14



Grupos Topologicos

= Sea G unimodular. De igual manera se utiliza la desigualdad de Minkowski, pero a f * g escrito de

forma alterna
g * fllp = H /Ry—lg(-)f(y)dy

= Sea K = supp(f), entonces de forma similar al inciso anterior

< [1R,~ 115 @)dy = gl
) / y)lay gllp 1

g * £l = H/R-lg DA

1 . ) _ (3)-1
)| < S 1 bl = ey [ 156800 a

< Cllgllpllfl
Donde C = supKA(y)(%)_l.

= Sip=ooy f € Cc(G), se tiene por la continuidad uniforme por derecha de f qué f*gy g= f son
continuas. Como C¢(G) es denso en L' y que f,, — f en Ly, entonces f,*g — f*g uniformemente.
En efecto,

I frxg— f*gll
_ H /fn(y)g(y—lx) - f(y)g(y_lx)dyH

| fe -]

< fn = Fllallglly

Lo cual tiende a cero. Asi, f * g es continuo para todo f € L'. Para el caso de g * f se procede como
en los incisos anteriores.

O

Proposicion 16. Sea G unimodular. Si f € LP(G) y g € LY(G) donde 1 < p,q<oco yp ' +q ' =1,
entonces f g € Co(G) y |[f * gllsup < Ifllpllgllq-

Demostracion. A partir de la desigualdad de Holder y la invarianza de integrales de Haar bajo traslaciones
e inversiones, se tiene que para todo elemento x de G

[f 9@ < IflIpllgllq

Ahora, si f,g € Cc(G), necesariamente f * g € Cc(G). Como cc(G) es denso en LP(G) y suponiendo
que f, — fen LPy g, — g en L7, entonces f, * g, — f * g uniformemente, pues

an *gn - f*g”
| / Fo@)gn(y2) — F@)a(y~ )y

= [ fa(@)gn(y™ ) = ful@)g(y™"2) + fuly)g(y™ 2) — f(y)gly ™~ a)dy]|
SWfn*g—=gull +11fn = f 4l
< fnllpllg = gnllq + 1fn = fllnllgllq
Con lo cual se tiene el resultado deseado O

Cuando G es discreto, la funcion § dada por 6(z) = 1 si x = 1, 6(z) = 0 de lo contrario, satisface
que fxd =9 f = f para todo f. Cuando G no es discreto, no existe una funciéon que satisfaga esta
propiedad. Si bien es cierto que existe una medida que lo hace, la masa puntual en el origen, se va a
construir una funcién, denotada “identidad aproximada” que satisfaga la propiedad deseada. Para ello se
establece la continuidad de las traslaciones en LP
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Proposicion 17. Si1 < p < oo y f € LP, entonces ||Lyf — fllp v [|[Ryf — fllp tienden a cero cuando
y— 1.

Demostracion. Sea V una vecindad de 1. Si g € Co(G) se define entonces K = (supp g)V UV (supp
g). Entonces K es compacto y tanto Lyg como R,g estan soportadas en él. Por esto, se tiene que
ILyg — gllp < \K|%||Lyg — g|| : oo el cual tiende a cero cuando y tiende a 1 por la proposicion 2.6, asi
como ||Ryg — g||, tiende a cero bajo la misma condicion.

Si ahora f € LP, se tiene que || Ly fll, = || fll, y que [|Ryf|, = A(y)_%”f”p < C||fllp para todo y € V.
Dado € > 0 existe una funcién g con soporte compacto tal que ||f — g|l, < €, por lo cual

IRy f = fllp <1[By(f = 9Dl + [1Byg = gllp + [lg = fllp < (C+ De+ [|Ryg — gl

Donde el ultimo término tiende a cero cuando y — 1. De esta misma manera se tiene el resultado deseado
para L, f O

Proposicion 18. Sea U una base de vecindades de 1 en G. Para todo U e U, sea Yy una funcion con
soporte compacto contenido en U, tal que vy > 0, Yy(r™1) = vy(z) y f¢U =1. 85U = {1}, o si
p=o0y [ es uniformemente continua, entonces ||f*yy — fll, = 0y f € LP. Mds aun, ||[Yuf — fllp, = 0
cuando u — {1}, siempre que 1 <p < o0, 0 sip=o00 y f es uniformemente continua por izquierda

Demostracion. A partir de las hipotesis sobre la funcion ¢y se tiene que

Frvu) = 1) = [ fye)vo @i = 1) [ dues

/ (Rof(y) — F(y))burde

Con lo cual, a partir de la desigualdad de Minkowski para integrales,

1 * ol — fp < / IRy f — fllbw (2)de < supser Ry — fll,

Donde, por la proposicién anterior, se tiene que el término de la derecha tiende a 0, y si se considera
p = oo y f uniformemente continua, se obtiene directamente el resultado. La segunda afirmacion se
cumple de forma parecida, ya que:

o F) - F(y) = / (Lo f(y) — f(0)w (2)de

Con lo cual, bajo el mismo argumento, se concluye. O

Una familia {¢y} de funciones que cumple la proposicion anterior se llama una Identidad aproxi-
mada. Existen abundantes identidades aproximadas, por ejemplo, si se considera que los conjuntos U son
compactos y simétricos, se define entonces vy = |U |gl}, o se pueden tomar las 1y continuas. Al trabajar
con estas, se dira “Sea g una identidad aproximada” en vez de decir “Sea g = ¢y y U — {1}".
Finalmente, se mencionan algunas extensiones de la nocién de convolucion. Primero si yp € M(G) y
f € LP(G) se puede definir la funcion p = f asi

pr @) = [ £ )dutw)

Mediante el argumento utilizado para demostrar la parte 1 de la proposicion 15 se ve que pux f € LP y que
s fllp < llellpllfllp- Si G es unimodular o cuando p = 1, se puede definir esta convolucion similarmente.
Si G no fuese unimodular, se tendria que L? x L' C LP y que LP x LP* C L>, donde p; es el exponente
conjugado de p, por las proposiciones 15 y 16. Una aplicacion del teorema de Riesz-Thorin permite
mostrar que LP x LY C L", y que || * g|l» < || fllp[lgllq siempre que p~' + ¢~ =771 +1
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2.6. Espacios Homogéneos

Sea GG un grupo localmente compacto y S un espacio de Hausdorff localmente compacto. Una acciéon

de G sobre S es una aplicacion continua definida de G x S — S dada por (z,s) — s tal que s — xs
es un homeomorfismo de S para cada z € G y x(ys) = (xy)s para todo x,y € Gy s € S. Un espacio
S dotado de una accién de G se denota un G-espacio. Un G—espacio se dice transitivo si para todo
s,t € S existe x € G tal que zs =t.
El ejemplo estandar de G—espacio es el espacio cociente G/H, donde H es un subgrupo cerrado de G, en
el cual G actiia mediante la multiplicacién a izquierda. Incluso se puede afirmar que estos son los tnicos
ejemplos, como se demuestra méas adelante. Si .S es un G—espacio transitivo, se fija so € S y se define
¢: G — S ast: p(x) = xsg. Sea H = {x € G : xs9g = so}. Entonces H es un subgrupo cerrado de G y
¢ es una sobreyeccion continua de G sobre S, la cual es constante en las coclases izquierdas de H, pues
¢(xH) = {xhsg : h € H} = {xs¢}. Entonces ¢ induce una biyeccion continua ® : G/H — S tal que
®oq=¢,donde q: G — G/H es el cociente canonico. Lo tinico que falta para identificar con S a G/H
es la continuidad de ®~!, lo cual no se cumple siempre. Por ejemplo, considérese G = R dotado de la
topologia discreta, actuando mediante traslaciones en R con la topologia usual. Es, sin embargo, valido
cuando G es 0 — compacto.

Proposicion 19. Con la misma notacion que en el pdrrafo anterior, si G es o—compacto, entonces ®
es un homeomorfismo

Demostracion. Basta con mostrar que ¢ es una aplicacion abierta. Para ello, sea U abiertoen Gy xg € U.
Se toma una vecindad simétrica V' de 1, que sea compacta, tal que zoVV C U. Al ser G o—compacto,
existe una coleccion contable {y,} C G tal que los conjuntos y,V cubren a G. Entonces S = U¥¢(y, V).
Cada conjunto ¢(y,V) es homeomorfo a ¢(v) pues la aplicacion s — y,s es un homeomorfismo de S,
y estos son compactos, por tanto, cerrados. Finalmente, por el teorema de categorizacién de Baire para
espacios localmente compactos de Hausdorff(Folland|[39,Ejercicio 5.32]) ¢(V') debe tener un punto interior
¢(x1), con zq € V. De ser asi, ¢(x) es entonces punto interior de ¢(zoz1V'), donde xoxflV CxVV CU,
con lo cual ¢(xg) debe ser un punto interior de ¢(U). Asi, ¢(U) es un conjunto abierto. O

Si un G—espacio transitivo S es isomorfo al espacio cociente G/H, se dird que es un espacio ho-
mogéneo, esto es, un espacio para el cual la aplicacién ¢ descrita en la proposiciéon anterior es un
homeomorfismo, por lo cual generalmente G/H se identifica con S. Esta identificacion depende del punto
base sp € S que se elija. Si se elige otro distinto, por ejemplo s, = xosg, se reemplaza entonces H por
H' = z¢Hzx, 1.y la aplicacion = — ToTTo ! induce un homeomorfismo G—equivariante entre G /Hy
G/H'.

Por esto, se considera entonces espacios homogéneos G/H, donde G es un grupo localmente compacto
arbitrario y H es un subgrupo cerrado arbitrario. El objetivo ahora es determinar si existe una medida de
Radon G—invariante en G/H, esto es, una medida de Radon p tal que p(zE) = pu(F) para todo = € G.
Esto no siempre se va a dar, por ejemplo, si se considera la recta real R, esta es un espacio homogéneo
del grupo de transformaciones afines x — ax + b de R. La tnica medida en R que es invariante bajo
traslaciones es la medida de Lebesgue, pero esta no es invariante bajo dilataciones. A pesar de esto, se
puede obtener una condicién necesaria y suficiente para la existencia de dicha medida invariante, e incluso
un sustituto en caso de que no se cumplan las hipotesis.

En lo que queda de esta seccion se considerara a G como un grupo localmente compacto dotado de la
medida de Haar izquierda dx, a H como un subgrupo de G con medida de Haar izquierda d¢, y Ag
denotara la funcion modular de G mientras que Ay la funcion modular de H. Se define entonces una
aplicacion P : Co(G) — Co(G/H) asi

Py(eH) = /H flat)de

La cual esta bien definida por la invarianza a izquierda de la medida de Haar: si 7 € H es tal que Y = xn,
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entonces

[ twerie = [ siaeras

Por otra parte, Pf es continua y supp (Pf) esta contenido en ¢(supp f).Mas atn, si ¢ € Co(G/H)
entonces

Pl(poq)- f)(aH)
- / (boq)- fl(at)de
H

= ¢(zH)Pf(zH)

con lo cual P[(¢poq)- f] = ¢ - Pf. Ahora se demuestra que P es sobreyectiva, junto con algunos lemas
que seran de utilidad méas adelante

Lema 2. Si E C G/H es compacto, existe un conjunto compacto K C G tal que q(K) = FE
Demostracion. Sea V una vecindad abierta de 1 en G con adherencia compacta. Como ¢ es una aplicacion
abierta, para todo elemento = de G los conjuntos ¢(zV') son una cubierta abierta de G, por lo tanto,

existe una sub cubierta finita ¢(z;V), j = 1,2, . n. Sea K = ¢~ 4(E) NUtz;V. Como ¢~ 4(FE) es cerrado,
K es compacto, luego ¢(K) = F O

Lema 3. Si FF C G/H es compacto, existe f > 0 con soporte compacto sobre G, tal que Pf =1 en F.

Demostracion. Sea E una vecindad compacta de F' en G/H, por el lema anterior se sabe que existe un
compacto K C G tal que ¢(K) = E. Tomando una funcién no negativa g € Cc(G), con g > 0en K y
¢ € Co(G/H) con soporte en E tal que ¢ =1 en F, se fija entonces

¢Oqg
Pgogq

=

entendiendo que la fraccion es cero siempre que el numerador lo sea. f es entonces continua, pues Pg > 0
sobre el soporte de ¢, su soporte esta contenido en el soporte de g y Pf = (¢/Pg)Pg = ¢.
O

Proposicion 20. Si¢ € Co(G/H), existe f € Co(G) tal que PF = ¢, q(suppf) = suppd y ademds si
¢ > 0 entonces f >0

Demostracion. Si ¢ € Co(G/H), por el lema anterior existe una funcién no negativa g en Co(G) tal que
Pg =1 en el soporte de ¢. Sea entonces f = (¢ o q)g. entonces Pf = ¢(Pg) = ¢, a partir de lo cual se
deducen las demés propiedades. O

Teorema 5. Sea G un grupo localmente compacto y H un subgrupo cerrado de G. Existe una medida de
Radon p G—invariante en G/H siy solo si Ag|H = Ag. En este caso p es inica salvo por un factor
constante, el cual se puede elegir de forma apropiada para obtener que

/G f(@)dz = /G P = /G y /H f(a€)dedp ()
donde f € Co(G)
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Demostracion. Sea G una medida p G—invariante. Entonces f — [ P fdyu es un lineal funcional positivo,
no nulo e invariante a izquierda sobre Cc:(G), por lo cual existe una constante ¢ > 0 tal que [ Pfdu =
¢ [ f(z)dz. A partir de la proposicion anterior, se sabe que esta formula determina completamente g, con
lo cual p es tnica, salvo por la constante arbitraria de la medida de Haar. Si se reemplaza entonces
por ¢!y, se puede suponer entonces que ¢ = 1 para que se satisfaga la igualdad deseada. En este caso,
sine€ Hy f € Cc(G) entonces

Aa(n) /G f(x)dz

= /Gf(wn’l)dff

z/G/H/Hf(xﬁn_l)dfdu(xH)

— Aun) /G y /H F(a€)dedu(eH)

= 8ao) [ flayis
Con lo cual Ag(n) = An(n).

Ahora, se supone qué Ag|J = Ap. Por el Lema 3, existe una funcion ¢ € Ceo(G) tal que Pp = 1 en
q(supp f). Se tiene entonces que

0= Pf(zH) = / f(a€)de = / Fae ) Ag (e Y)de = / FaE ) A (€ V) de

Luego, integrando a ambos lados,

0= /G /H o) f (2t~ Ag(€ ) dede
- /H [ Gotria ) aa(e dude

= | [ saoysia)anas
- /G Po(xH) f(z)dz

= /(; flx)dx

Esto significa que si Pf = Pg entonces fG f= fG g. Se sigue entonces de la proposicién anterior que la
aplicacion Pf — f o [ es un funcional lineal, positivo, G—invariante y bien definido sobre Cc(G/H). Ast,
la medida de Radon asociada es la medida p deseada. O

Corolario 4. Si H es compacto, G/H admite una medida de Radon G—invariante.

Demostracion. Se sabe que la funcién modular restringida a cualquier subgrupo compacto de de G es la
funcién constante 1. O

Cuando no existe tal medida, se puede definir una condicién mas débil que sea de utilidad. Sea mu
una medida de Radon en G/H. Para cada = € G se define la traslacion p, de p como py(E) = p(xE). Se
dice que u es cuasi-invariante si todas las medidas i, son equivalentes, y se dice que i es fuertemente
cuasi-invariante si existe una funciéon continua A : G x (G/H) — (0,00)tal que, para todo z € G y
p € G/H se tenga qué du,(p) = Az, p)du(p). Asi, cuasi-invarianza fuerte implica no solo que las medidas

19



Grupos Topologicos

p sean fuertemente equivalentes, sino que la derivada de Radon-Nikodym (du,/du)(p) es continua en
(z,p).

A continuacién se presentan algunos resultados necesarios para garantizar la existencia de medidas F-
cuasi-invariantes para un espacio homogéneo arbitrario y se muestra como construirlas mediante una
modificacion del teorema 2.49, pero antes se demuestran algunos lemas técnicos.

Lema 4. Sea V una vecindad abierta y simétrica de 1 con adherencia compacta. Fxiste un conjunto
A C G tal que:

= Para todo x € G existe a € A tal que tHNVa # 0.
» Si K C G es compacto, existe una cantidad finita de a € A tal que KH NVa # ()

Demostracion. Por el lema de Zorn existe un conjunto maximal A C G tal que si a,b € A entonces
a ¢ VbH. Para todo © € G, xH interseca algin Va, pues de no ser asi se tendria que x ¢ VaH para
todo a, lo que contradice la maximalidad de A. También, si K C G es compacto y KH NVa #

para una cantidad infinita de elementos a, existiria entonces una coleccién de elementos ai,as, - € A

y hi,ha, - € H tales que Ajh; € VK para todo j, Como VK es compacto, la sucusion ajh; tiene un
punto de acumulacién z. Tomando una vecindad simétrica W de 1 tal que WW C V, existen entonces
dos enteros distintos jy k tales que ajhy € Wz y arh; € Wz, con lo cual ajh; € Vaghy. De ser asi,
a; € VapH, que contradice la definicion de A. O

Lema 5. Eriste una funcion continua f : G — [0,00) tal que

» Para todox € G, {t: f(y) >0} NzH #0

= Para todo compacto K C G, (suppf) N KH es compacto.

Demostracion. Sean g € CZ(G) tal que g(z) = g(z=1) y g(1) >0, V = {z : g(z) > 0}. Si se elige A C C
como en el lema anterior para este V, luego se fija f(z) = ZaeAg(xafl). Por la parte dos del lema
anterior, se sabe que para todo x en cualquier compacto existe una cantidad finita de elementos en esta
suma, por lo tanto, f estd bien definida y es continua. Mas atin, como el soporte de f es U,Va C U,Va,
para todo compacto K C G se tiene que (supp f) N K H esta contenido en la union finita de conjuntos de
la forma Va, la cual es compacta. Finalmente, por la primera parte del lema anterior, se sabe que para
toda coclase zH, su interseccion con {y : f(y) > 0} = U,Va es no vacia. O

Una rho-funcion para el par (G, H) es una funcion continua p : G — (0, 00 tal que

_An(9)
- A’S@P (=)

Esta se conoce como la ecuaciéon funcional de rho-funciones.

p(z€)

Proposiciéon 21. Para todo grupo localmente compacto G y todo subgrupo cerrado H de G, existe una
rho funcion en (G, H).

Demostracion. Sea f como en el lema 4. Se define entonces

B Ag(n)
@)= | )

Esta integral converge directamente por las propiedades de f y define una funcién continua y positiva en
G. Mas ann,

f(zn)dn

_ [Balm) _ [ AclEn) .
plag) = [ 3ED fatnn = [ REESE fanyin = T4 (@)
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El teorema 6, junto con los proximos dos teoremas siguientes, garantizan la existencia de medidas
fuertemente cuasi invariantes en G/H, junto con una caracterizacion de estas.

Lema 6. Si f € Cc(G) y Pf =0 entonces [ fp =0 para cualquier rho-funcion p
Demostracion. Se tiene que
0= [ faeyic= [ flacnan(Ee e
H H

para todo x € G. Por el Lema 3, existe ¢ > 0 con soporte compacto en G tal que P¢p =1 en q(supp f),
luego

0= [ [ ole)o@ e An(e aeda
= [ [ lerotee) f@)ante Ao e)duae
= [ [ ole)otarsia)dsas
= [ r@pta)Pota(w)ds

— [ f@p()is
G
Donde gracias a ¢ se tiene la convergencia absoluta de las integrales. O

Teorema 6. Dada cualquier rho-funcion p del par (G, H), existe una medida pu F-cuasi-invariante sobre

G/H tal que
| prau= | sl
G/H e

donde f € Co(G). Ademds, v satisface que para todo x,y € G

dpty _ play)
dp (i) = p(y)

Demostracion. Se tiene por la proposicion 20 y el Lema 6 que la aplicacion Pf — [ fp es un funcional
lineal positivo, que esta bien definido en Co(G/H), por lo tanto, este define una medida de Radon p
en G/H. Ahora, por la ecuacion funcional de p funciones, se tiene que el cociente p(xy)/p(y) depende
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unicamente de las coclases yH. En efecto,

p(zy)
p(y)
= ( Propiedad Invertiva )
plyy~'zy)
p(y)
= ( Ecuacion Funcional )
Ay~ 'zy)
Ac(y=—tzy)
= ( A es homomorfismo, propiedad invertiva )

An(y Y Auly ' zy)An(y" P
Acly™'y)Acly™ay)Ag(y=1)

= ( A es homomorfismo, propiedad invertiva )
Ap(y_tad)
Ac(y~'zy)

= ( Ecuacion Funcional )

p(Gy~ag)
o(9)
= ( Propiedad Invertiva )
p(zg)

p(9)

Por tanto, este define una funcién continua A : G x (G/H) — (0, 00) dada por A(z, q(y)) = p(zy)/p(y).
Como la aplicacion P conmuta con la accion por izquierda de G, se tiene que paratodoz € Gy f € Co(G),
como P[fA(z,q(-))] = (Pf)A(z, ),

P f(p)dpz(p)
G/H

- / Pf(ap)du(p)
G/H

— Pf(p)X\(z,p)du(p)
G/H

Esto demuestra la cuasi invarianza fuerte y determina la férmula deseada para dpu, /dpu. O

Proposicion 22. Si u es una medida cuasi-invariante en G/H, entonces u(U) > 0 para todo conjunto
abierto y no nulo U.

Demostracion. Esta demostracion sigue el mismo razonamiento que en la proposicion 8, en el cual se tiene
que pu(u) =0 siy solo si p(xu) = 0, lo que implica que K C 2U y K es compacto. Entonces u(k) = 0 por
lo cual u(G) =0 O

Teorema 7. Toda medida F-cuasi-invariante en G/H surge de una rho-funcion como en el teorema
anterior, y todas estas medidas son fuertemente equivalentes.
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Demostracion. Sea u fuertemente cuasi invariante, de forma que (dp,/dp)(p) = A(z,p) donde X es una
funcién positiva y continua en G x G x H. Como, para todo z,y € G se tiene que gy = (ftz)y, la regla
de la cadena para derivadas de Radon-Nikodym implica que

Ay, p) = Az, yp)A(y,p)

localmente casi siempre en p. Como ambos lados de la igualdad son continuos en p, el conjunto donde
no se cumple la igualdad es abierto, luego por la proposicion anterior se tiene que la igualdad se cumple
siempre. Si f € Co(G) y y € G, se tiene entonces que

/ / oy )N, H)\dedu(aH)
G/H JH

= [ ] F@N et 5 Nt ded(a)
G/HJH

- / / FaE)Nt, H) dedu(eH)
G/H JH

Esto se tiene, ya que A(yz&, H) = Ay, x§H)\(x&, H) = Ny, zH)\(x&, H). Ahora, como
f = fG/H Sy @Mz, H) 'dédu(xH) es un funcional lineal positivo, invariante a izquierda sobre
Cc (@), debe existir una constante real ¢ > 0 tal que

[ | raone ) dedutatt) = ¢ [ fla)da
G/H JH G
Sea p(x) = cA\(x, H). Si se reemplaza f por fA(-, H) se obtiene que
|| raonas 1y dcdutatt) = | fla)pds
G/HJH a
De forma que se satisface la igualdad del teorema 6. Mas aun, sin € H,

/ f(@)p(en)de = Ag(n) ™ / fan)p(a)dz

G

= -1 X x -1 x

— Ac(n) /G y /H FaE)A(E, H) dedp(xH)
= Aa(m " Ant) [ y | sa)dcdntam

— Aa(n) " An(n) /G f(@)p()dz

Que se cumple para todo f, por tanto p(xn) = Ag(n)"'Ax(n)p(x). Al ser p continua y positiva, se
concluye que es una rho-funcion.

Finalmente, sea p y p’ dos medidas fuertemente cuasi invariantes, con rho funciones asociadas respecti-
vamente p y p'. Por la ecuaciéon funcional de rho-funciones, se sabe que el cociente p'(y)/p(y) depende

tnicamente de las coclases de y por tanto, define una funcién positiva y continua ¢(yH) = % en G/H.
Para f € Cc(G) se tiene que P(fp'/p) = (Pf)¢, luego
Pfdy’ = / fo'= / f'/p)p = / (Pf)odp
G/H G G G/H

Con lo cual du'/du = ¢. O
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El teorema anterior implica que todas las medidas cuasi invariantes en G/H tienen los mismos con-

juntos nulos. Mas atn, todo conjunto de medida finita respecto a una medida cuasi invariante debe estar
contenido en un conjunto o—compacto. Se sigue que todas las medidas cuasi invariantes en G/H tienen
los mismos conjuntos localmente nulos, y que un conjunto en G/H es localmente nulo si y solo si la
intersecciéon de este y cualquier conjunto compacto es nula.
Antes de enunciar el siguiente lema se deben presentar algunas definiciones: Si X es un espacio de Haus-
dorff localmente compacto, se dice que una familia de funciones ® definidas de X en [0, 0] es dirigida
si para todo ¢,1) € ® existe y € ® tal que x > maz(¢,1). Se dice que una funcion f : X — R es
semicontinua por debajo en z si para todo real y > f(x) existe una vecindad U de z tal que f(z) <y
para todo z € U. Es un hecho que f es semicontinua por debajo si y solo si f = supp ¢ para alguna
familia dirigida ® C C(G), y en este caso, [ fdv = sup [ ¢dv para toda medida de Radon v sobre X.

Lema 7. Sea f : G — [0,00] semicontinua por debajo. Entonces Pf es semicontinua por debajo y se
satisface la igualdad del teorema 6.

Demostracion. Sean f : G — [0, 00] semicontinua por debajo, y ® una familia dirigida en C(G) tal que
f = supgeca@. Para todo x € G se tiene que

Pf(zH) :/ f(xg)de¢ = sup¢€q>/ d(2€)dE) = supgecaPo(xH)
H H
Donde el conjunto {P¢ : ¢ € ®} es también dirigido, ya que P(maz)p,v) > max(P¢, P1), esto es

porque si se definen Ay = {z|d(xf) > Y(x&)} y Ay = {x€|Y(xf) > $(x)}, entonces estos son disjuntos
y H=A4UAy, por lo tanto,

P(maz(é,)) = /H mae((€), () de

= [ p(at)de + / (ag)de
Ag Ay

Con lo cual, necesariamente va a ser mayor que [ A, d(x€)dE y que inta,p(x€)dE, es decir, mayor que

maxz (P, Py). Ademas, {¢p : ¢ € @} es dirigido, con supgeadp = fp, con lo cual Pf es semicontinua
por debajo, luego

| prau=sw [ swpla)ds= [ fayp()is
G/H G/H e

P
O

Lema 8. Para todo compacto K C G existe una constante Cx > 0 tal que |U| < Cxu(q(U)) para todo
abierto U C K.

Demostracion. Sea f > 0 una funcién con soporte compacto sobre G, con f = 1 en K. Se definen entonces

cx = [inf{p(z) : @ € suppf}] ™", Cx = ||Pfllsupcn

Ya que U C ¢~ %(q(U)), se tiene entonces que

U] = /G f@)xu(@)ds < ex /G F (@) xg(wy (a(2))de

Como U es abierto, f - (xqw) © ¢) es semicontinua por debajo, luego por el lema anterior

U] < ex /G | PP 0 < Cila(@)
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Teorema 8. Un conjunto E C G/H es localmente nulo respecto a cualquier medida p cuasi invariante
si y solo si q~1(E) es localmente nulo en G respecto a la medida de Haar.

Demostracion. Sean E localmente nulo en G/H y K un compacto en G. Sea V' un abierto que contiene
a K, con adherencia compacta. Ya que ¢(K) N E es nulo, para todo € > 0 existe un abierto W en G/H
tal que ¢(K) NE C Wy w(W) < ¢/Cy, donde C57 es como en el lema anterior. Sea U = V Nng~ (W),
entonces U es abierto y ¢((E)~' N K C U, luego por el lema anterior |U| < Cpu(W) < e. Al ser €
arbitrario, se tiene entonces que |[K Ng¢~1(E)| = 0.

Ahora, se supone que ¢~ '(E) es localmente compacto en G y que K es compacto en G/H. Por el lema 3
existe una funcién f > 0 con soporte compacto en G tal que Pf = 1 en K. Sea A = ¢~ *(ENK)N(supp f),
entonces |A| = 0, luego para todo € > 0 existo un abierto U, que contiene a A, tal que |U| < ¢/ fp||sup-
Asi f - xyp es semicontinua por debajo, entonces por el Lema 7,

[ Poxwdn= [ fepw@pad <
G/H G

Se tiene por la construccion de U que f-xu > f(xEnk ©q), luego P(fxv) > Pfxenk. Se sigue entonces
que u(E N K) < ¢, donde € es arbitrario. Asi, u(E N K). O
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3. Teoria de Representaciones Unitarias

Definicién 1. Sea G un grupo localmente compacto. Una representaciéon unitaria de G es un ho-
momorfismo m : G — U(Hz) que es continuo respecto a la topologia fuerte. Esto es, w(xy) = m(x)w(y)
y n(z7t) = w(x)~t = 7(x)*, donde v — w(x)u es continuo de G en H, para todo u € Hr. Hy es el
espacio de representacion de 7, y su dimension denota la dimensiéon o grado dé 7.

Se pueden considerar de forma general representacion de G que no sean unitarias, esto es, homomor-

fismos continuos definidos de G en el grupo de operadores lineales continuos e invertibles sobre algin
espacio vectorial topoldgico. De forma general, se van a trabajar inicamente representaciones unitarias,
por lo cual al escribir “representaciones” se sobreentiende que se habla de representaciones unitarias, salvo
que se especifique lo contrario.
También es de notar que la continuidad en la topologia normada, o N-continuidad, de £(H,)es una con-
dicion demasiado fuerte para ser de interés, mientras que la continuidad en la topologia fuerte implica la
continuidad en la topologia débil, pues estas topologias coinciden en U(H,). En efecto, si {T,} es una
red de operadores unitarios que convergen débilmente a T', entonces para todo u € H, se tiene que:

I(To = T)I* = I Toul® — 2Re(Tou, Tu) + || Tul*

= 2||ul|* — 2Re(Tpu, Tu)

Donde, al tener la hipétesis de convergencia débil de {T,}, el segundo término converge a 2||TU|? vy,
como T es unitario, 2|u|?, con lo cual se concluye la convergencia fuerte de la red.

Se pueden encontrar representaciones unitarias siempre que el grupo G acttie sobre un espacio de Hausdorff
S localmente compacto. En este caso, G también actiuia sobre las funciones de S, mediante

[m(2)f)(s) = f(a™"s)

Si S tiene una medida de Radon p que es G—invariante, entonces 7 define una representacion unitaria
en L?(u), la cual es continua por el argumento dado en la proposicion 17. De forma més general, sea G
un grupo que actta sobre S, y S admite una medida p F-cuasi invariante; esto es, una medida de Radon
w tal que du(xs) = ¢(x, s)du(s) para alguna funcion positiva y continua ¢. Entonces se puede a partir de
7 obtener una representacion unitaria de G sobre L?(u) asf:

[7(2)f](s) = ¢(w,2™"s) "2 f(a"s)

Que en efecto es unitaria, pues:

() 112
- /¢(w7x_IS)_llf(x_IS)qu(S)

- / o, 5)~1 () Pdpa(s)

= [15)Pduts)

= I£1I?

Como la regla de la cadena para derivadas de Radon-Nikodym implica que ¢(zy, s) = ¢(z,ys)d(y, s) se
tiene entonces que 7(xy) = 7(x)7(y), y la continuidad de se tiene por lo mencionado nuevamente por la
proposicion 17.

El ejemplo mas béasico de estas construcciones surge al considerar la accién de G sobre si mismo mediante
traslaciones a izquierda o derecha. Las traslaciones a izquierda producen la representaciéon regular
izquierda 77, de G en L?(G); la cual estd dada por

[ro(2)f1(y) = Lo f(y) = f(27"y)
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donde L, denota la accién traslacion a izquierda. De la misma manera, la traslacion a derecha R, define
una representacion unitaria 7wz sobre L%(G, p), donde p es la medida de Haar por derecha sobre G. A
partir de dicha representacion se puede definir una representacion 7z en L?(G), es decir, con la medida
de Haar por izquierda como se muestra a continuacion:

[mr(z)fl(y) = Raf(y) = f(yx)
[7r(2)fl(y) = A(z)2 R, f(y) = A(2)® f(yx)

Donde mg y T reciben ambas el nombre de representacion regular derecha de G.

Toda representaciéon unitaria w de G en H, determina una representaciéon unitaria 7 en el espacio dual
H! de H,, la cual esta dada por 7(z) = w(x~!)’, donde ' denota la transposicién. Aunque usualmente
el espacio dual de un espacio de Hilbert es el mismo espacio, en este texto se va a considerar que H/. es
anti lineal para evitar considerar el operador transpuesto cuando se trabaje con el adjunto. Entonces, si
se considera una base ortonormal para H,, de forma que 7(z) esté representado por una matriz M (x),
entonces la matriz que representa a T(z) es la matriz inversa y transpuesta de M (x), donde al ser 7
unitario, esta matriz seria simplemente la conjugada compleja de M (z). Se dice que T es él contra
gradiente dé 7. En algunos casos, por ejemplo, cuando existe de H, en la cual todas las matrices M (x)
son reales, se tendra que T es equivalente a 7, lo cual se definird formalmente més adelante.

Si 7y y 7o son representaciones unitarias de G, un operador entrelazado para 7 y 7 es una aplicacion
lineal y acotada T : H — m — H : mo tal que, para todo z € G, Ty (x) = ma(z)T. El conjunto de todos
los operadores entrelazados de 1 y 72 se denota por C(my,m2). Se dice que 71 y 72 son unitariamente
equivalentes si C(7, ) contiene un operador unitario U tal que ma(x) = Umy(z)U L. Como no se van
a considerar otro tipo de equivalencias, normalmente se diré simplemente que 7 y w2 son equivalentes.

Ejemplo 3. La representacion regular derecha wr en L*(G,p) o #r en L?(G,\) son equivalentes, y
f— A%f es un operador entrelazado de estas representaciones.

Mds ain, mr es equivalente a la representacion regular izquierda wr,, y U f(x) = f(z~1) es un operador
entrelazado entre ellas.

En vez de escribir C(r, w) simplemente se escribira C(7). Este es el espacio de operadores acotados de
Hr que conmutan con 7(z) para todo z € G; que recibe el nombre de conmutante o centralizador de
7. C(m) es un algebra que es cerrada bajo limites débiles, por tanto, es cerrada tomando adjuntas, pues
si t € C(m) entonces T*m(z) = [w(z~'T)* = [Tw(z=1)]* = n(z)T*. Entonces, C(w) es una C*—algebra,
débilmente cerrada, de operadores sobre H, esto es, un algebra de von Neumann.

Sea M un subespacio cerrado dé H,. M es un subespacio invariante para 7 si ()M C M para todo
x € G. Si M es invariante y distinto de {0}, la restriccion de = a M,

aM = n(x)| M

define una representacion de G sobre M, llamada una sub representaciéon de w. Se va a utilizar la
notacion 7™ para la sub representacién de 7 en M. Si 7 admite un subespacio invariante no trivial, se
dice que 7 es reducible, de lo contrario, 7 es irreducible.

Si {m;}ier es una coleccion de representaciones directas, su suma directa @ m; es la representacion 7 en
H =@ H,, definida por 7(z)(>_v;) = > mi(x)vy, para v; € H,,. En este caso, los subespacios H,, como
subespacios de, H son invariantes bajo 7, y cada 7; es una sub representacion dé .

Proposicion 23. Si M es invariante bajo w, entonces M=+ también lo es.

Demostracion. Siu € My v € M=+, entonces

(m(z)v,u) = (v, m(x) " u)

Donde u' € M. Esto es, m(z)M+ Cc M*. O
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Corolario 5. Si 7 tiene un subespacio invariante M no trivial, entonces 7 es la suma directa de ™ y
ML
T

Demostracion. Este corolario se reduce a notar que M es un espacio de Hilbert, entonces M = M @ M+,
con lo cual se tiene directamente el resultado. O

Vale la pena destacar que este resultado es falso para representaciones que no son unitarias. Por
. 1t . L. . .
ejemplo, w(t) = 0 1) define una representaciéon de R sobre C2, y el tinico subespacio invariante no
trivial es el generado por (1,0).
Si 7 es una representacion unitaria de G y u € H, el subespacio cerrado M,, generado por {m(z)u : z €
G} en H, se llama el subespacio ciclico generado por u. Se tiene que M,, es invariante, bajo 7 . Si
M., = H,, se dice que u es un vector ciclico para . Se dice que 7 es una representaciéon ciclica si

tiene un vector ciclico.

Proposicion 24. Toda representacion unitaria es suma directa de representaciones ciclicas.

Demostracion. Sea m una representacion en H,. Por el lema de Zorn existe una coleccion maximal
{Ma}aca de subespacios ciclicos de Hg, mutuamente ortogonales. Si existiese un w € H, no nulo,
ortogonal a todos los M, el subespacio ciclico generado por u también seria ortogonal a estos por la
proposicion 23, lo que contradice la maximalidad. Entonces H, = @ M, y © = @ nMe O

Proposicion 25. Sea M un subespacio cerrado de H, y sea P la proyeccion ortogonal sobre M. Entonces
M es invariante, bajo 7 si y solo si P € C(r).

Demostracion. Si P € C(m) y v € M, entonces w(z)v = w(x)Pv = Pr(x)v € M, con lo cual M es
invariante. Ahora, si M es invariante, se tiene que 7(z)Pv = 7(z)v = Pw(x)v parav € M, y 7(x)Pv =
0 = Pr(x)v para v € M=, por la proposiciéon 23. Asi 7(z)P = Pr(z) O

Proposiciéon 26. LEMA DE SCHUR

= Una representacion unitaria © de G es irreducible si y solo si C(m) contiene unicamente multiplos
escalares de la aplicacion idéntica.

= Sean m y mo representaciones unitarias irreducibles de G. Si w1 y my son equivalentes, entonces
C(m1,m2) es unidimensional, de lo contrario C(my,m3) = {0}

Demostracion. = Si 7w es reducible, C contiene proyecciones no triviales por la proposiciéon anterior.
Ahora, si T € C(m) y T # clI. Entonces A = (T +T*) y B = (T — T*) pertenecen a C(7), y
por lo menos uno de ellos, sin perdida de generalidad se toma a A, no es multiplo de I. A es auto
adjunto, entonces todo operador que conmute con A, y en particular todo 7(z),conmuta con todas
las proyecciones xg(A), E C R por el teorema 1.51 del texto.

Entonces C(m) contiene proyecciones no triviales, por tanto, 7 es reducible por la proposicion ante-
rior.

= Si T € C(my,m2), entonces T* € C(my, m2) pues
T*my(w) = [ma(a™)T]" = [T(m(a7H)]" = m(a) T

Se sigue que T*T € C(m1) y que TT™* € C(m2), de forma que T*T = ¢l y TT* = cl. Esto implica que
T =00 ¢ 2T es unitario. Esto demuestra que C(1, 75) = {0} cuando 71 y 75 no son equivalentes, y

que C(mq, mo) consiste de multiplos escalares de operadores unitarios. Si Th, Ty € C(m, m2), entonces
T{lTl =TyTy € C(m1), luego T, 1Ty = ¢l y Ty = cTy, con lo cual dimC(my, ) = 1.

O
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Es de notar que el teorema 1.51 esta fuera del alcance del trabajo, por lo cual se consideré verdadero
sin mayor verificacion.

Corolario 6. Si G es Abeliano, toda representacion irreducible de G es unidimensional

Demostracion. Si 7 es una representacion de G, los operadores 7(x) conmutan entre si, por tanto, per-
tenecen a C(m). Si 7 es irreducible, se tiene que 7(x) = ¢, para todo x € G. De ser asi, todo subespacio
unidimensional de H, es invariante, por lo cual dimH, = 1. O

Las representaciones unitarias irreducibles de un grupo localmente compacto G son la base para
construir el analisis armoénico asociado a G. El teorema de Gelfand-Raikov asegura que todo grupo dado
G tiene representacion irreducible distinta de la representacion unidimensional trivial mo(z) = 1. Teniendo
esto, las preguntas basicas del analisis armoénico sobre G son las siguientes:

1. Describir todas las representaciones unitarias irreducibles de GG, en términos de equivalencias.

2. Determinar cuantas representaciones unitarias arbitrarias de G se pueden construir a partir de
representaciones irreducibles.

3. Dada una representacion unitaria especifica de G como la representacién regular, mostrar concre-
tamente como construirla a partir de representaciones irreducibles.
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