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INTRODUCCION

Resumen

En este texto se estudiard el comportamiento de los ceros no triviales de la funcién zeta de Riemann.
En la primera parte del documento se presentan algunos resultados preliminares de variable compleja y
anélisis que seran utiles en la parte principal del trabajo. Luego de esto, se comienza por dar la definicion
de la funcién zeta como suma de Dirichlet para luego mostrar sus extensiones analiticas en el plano
complejo, en esta parte algunos resultados generales sobre la funcién zeta serdan solamente mencionados,
yva que se da por hecho que el lector conoce y domina estos temas. Entre los resultados méas influyentes de
esta seccion se encuentran los relacionados con la funcién theta de Jacobi y la funcién de von Mangoldt.
En la altima parte del documento se presentan demostraciones detalladas de la formula de Riemann -
von Mangoldt y el teorema de Hardy, los cuales corroboran la existencia de infinitos ceros no triviales en
la banda critica, que es donde se plantea la hipétesis de Riemann.

Palabras clave: Funcién zeta de Riemann, hipotesis de Riemann, ceros no-triviales, tetha de Jacobi,
teorema de Hardy.

Abstract

In this text we will study the behavior of non trivial zeros of the zeta Riemann function. The first part
of the paper presents some preliminary results of complex variable and analysis that will be useful in the
main part of the work. Then we begin by giving the definition of the zeta function as the sum of Dirichlet
and then showing its analytic extensions in the complex plane, in this part some general results on the
zeta function will only be mentioned, as it is taken for granted that the reader knows and masters these
topics. Among the most influential results of this section are those related to the Jacobi theta function
and the von Mangoldt function. The last part of the paper shows detailed demonstrations of Riemann’s
formula - von Mangoldt and Hardy’s theorem which corroborate the existence of infinite non-trivial zeros
in the critical band, which is where Riemann’s hypothesis is posed.

Key words: Riemann zeta function, Riemann hypothesis, non-trivial zeros, Jacobi tetha, Hardy theo-
rem.
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INTRODUCCION

Introduccion

La hipoétesis de Riemann, formulada por primera vez por Bernhard Riemann en su tesis de doctorado:
”Sobre los nimeros primos menores que una magnitud dada” en 1859, es una conjetura sobre la distribu-
cién de los ceros de la funcion zeta de Riemann, en la que se plantea que todos los ceros no-triviales de la
funcion ¢ estan en la recta R(s) = % Esta se present6 al desarrollar una férmula explicita para calcular
la cantidad de primos menores que x. A pesar de esto, Riemann no intent6 dar una demostracion ya que
no era esencial para el proposito central de su articulo, pero sabia que los ceros no triviales de la funciéon
zeta estan distribuidos en torno a la recta R(s) = % y que todos los ceros no triviales debian estar en el
rango 0 < R(s) < 1. También en su tesis presenta una férmula para expresar el comportamiento de la
cantidad de ceros en una regién acotada de la banda critica, la cual no seria demostrada hasta 1905 por
von Mangoldt. En 1900, Hilbert incluy6 la hipétesis de Riemann en su famosa lista de los 23 problemas
no resueltos y es el tnico problema de los que propuso Hilbert que estd en el premio del milenio del
Instituto Clay de Matematicas. En 1914, Hardy demostré que existe un niumero infinito de ceros sobre la
recta critica R(s) = %; sin embargo, todavia era posible que un namero infinito de los ceros no-triviales
se encontraran en algin otro lugar de la banda 0 < R(s) < 1. Los ceros de la funcién zeta y los niameros
primos satisfacen ciertas propiedades de dualidad que muestran, usando anélisis de Fourier, que los ceros
de la funcién zeta de Riemann pueden interpretarse como frecuencias armoénicas en la distribucion de
los nimeros primos. Por esta relacién, la hipétesis de Riemann es uno de los problemas abiertos mas
importantes en la matemética actual.
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Resultados relacionados con la funcién zeta de Riemann

1. Preliminares

A continuacién se presentan los resultados maés relevantes y que seran usados en la parte principal del
texto. Entre estos tenemos resultados relacionados con funciones de valor complejo, integrales de Lebesgue,
series de Fourier y transformada de Mellin. Se dejan las referencias a los libros, que se encuentran en la
bibliografia, donde se pueden encontrar las demostraciones.

1.1. Funciones complejas

Teorema 1.1. Sea h(t,z) una funcion a valor complejo continua, definida para t € [a,b] y z € D C C,
donde D es un dominio. Si para cada t fijo, h(t, z) es analitica en D, entonces

b
H(z)= / h(t, z)dt, zeD
es analitica en D.

Demostracion. Ver [4], p. 121 O

Definicién 1.1. Una sucesion {f;} de funciones sobre un dominio D converge uniformemente a f en E
si, para todo i, existe €; tal que

Ifi(z) = f(2)] < & Vze D
donde ¢, — 0 cuando i — oo.

Teorema 1.2. Si {fr} es una sucesion de funciones analiticas en un dominio D que converge uniforme-
mente a [ en D, entonces [ es analitica en D

Demostracion. Ver [4], p. 136 O

Teorema 1.3. Sea vy una curva suave a trozos en el plano complejo. Si {f;} es una sucesion de funciones
continuas de valor complejo sobre v y {f;} converge uniformemente a f sobre v, entonces fv fi(z)d=

converge a f7 f(2)dz
Demostracion. Ver [4], p. 153 O

Teorema 1.4. (Principio de unicidad). Si f y g son funciones analiticas en un dominio D y f(z) =
9(z) para z € AC D , donde A es un conjunto con un punto de acumulacion, entonces

J(z)=g(z)  VzeD

Demostracion. Ver [4], p. 156 O

k
)|

1 son funciones en un conjunto E y existen
My, para todo z € E. Entonces [[,—, gr(2)

Teorema 1.5. Suponga que gr(z) = 1 + hi(2), con
constantes My, > 0 tales que Y My converge y |hi(z
converge uniformemente en E cuando m — oo

>
<

Demostracion. Ver [4], p.354 O

Definicién 1.2. Una sucesion {fr(2)} de funciones analiticas en un dominio D converge normalmente
a la funcién analitica f(z) en D si converge uniformemente a f(z) en cualquier disco cerrado contenido
en D.
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Teorema 1.6. Sea gi(z) con k > 1, una funcidn analitica en un dominio D, tal que [[,—, gr(z) converge
normalmente en D a G(z) = [[3—, gr(2). Entonces

G'(x) _
G(z) 2

k=

% (2)
k(%)

Q

—
<

con z € D, donde la suma converge normalmente en D.

Demostracion. Ver [4], p.355 O

Teorema 1.7. Sea zy una singularidad aislada de f. zg es un polo de orden N de f si y solo si

1) = 22

(z — 2z9)N

Donde g es analitica en zy y g(zo) # 0.

Demostracion. Ver [4], p. 191 O

Definicién 1.3. Suponga que f(z) es analitica en un dominio D. Para una curva y en D tal que f(z) # 0
en vy mos referimos a

L [ fl(z)

2mi J, f(2)

como la integral logaritmica de f(z) a lo largo de ~y. Asi, la integral logaritmica mide el cambio de logf(2)
a lo largo de la curva 7.

1
dz = 27rZ,[ydlogf(z)

Teorema 1.8. (Principio del argumento) Sea D un dominio acotado con frontera suave por partes,
y sea f(z) una funcion meromorfa en D que se extiende analiticamente a 0D, tal que f(z) # 0 en dD.
Entonces

1 f'(z)

2mi Jop f(2)

donde Ny es el nimero de ceros de f(z) en D y N es el nimero de de polos de f(z) en D, contando
multiplicidades.

dz = Ny — Nao

Demostracion. Ver [4], p. 224 O

Teorema 1.9. Sea a € Cy f una funcion compleja, entonces

—N sia es un polo de orden N

!
11_I>D(Z - a)‘];((zz)) =N sia esun cero de orden N
zZ—ra
0 sif es analitica enay f(a) #0
Demostracion. Ver [1], p. 2 O

1.2. Teorema de la convergencia dominada

Teorema 1.10. (Teorema de la convergencia mondtona) Sea f, una sucesion creciente de fun-
ciones medibles no-negativas sobre E, que es un conjunto medible. Si f, — f puntualmente sobre E,

entonces
/fdu: lim /fndu
E n— oo

Demostracion. Ver [5], p. 31 O
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Definicion 1.4. Una funcion medible no-negativa f en un conjunto medible E es integrable sobre E, si

/Efd,u<oo

Teorema 1.11. (Teorema de la convergencia dominada) Sea f, una sucesion creciente de fun-
ciones integrables que convergen casi siempre a una funcion a valor real medible f. Si existe una funcidon
integrables g tal que | f,| < g para todo n € N, entonces f es integrable y

[ tin =t [
n—oo
Demostracion. Ver [5], p. 44 O

Para lo siguiente la funcion f estara definida como una funcion f : X X [a,b] — R y se supondra que
la funcion © — f(z,t) es medible para cada t € [a, b].

Corolario 1.1. Suponga que para algin to € [a,b]
f(xat()) = tlig}) f(l'vt)

para cada v € X y que existe una funcion integrable g en X tal que |f(z,t)| < g(x). Entonces
[ @ twydnte) = tin [ 5. 0dutz)
t—to

Demostracion. Sea t,, una sucesion en [a,b] que converge a tg, con t,, # to para todo n € N, si definimos
fo(x) = f(x,t,) para todo x € X por las hipotesis, junto al teorema de la convergencia dominada se
sigue el resultado. O

Corolario 1.2. Supongamos que la funciont — f(x,t) es continua en [a,b] para cada x € X y que eziste
una funcion integrable g en X tal que |f(z,t)| < g(x). Entonces la funcion F definida por

F(t) = [ £(o.0dn(z)
es continua para todo t € [a,b]

Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema anterior. O

Corolario 1.3. Suponga que para algin ty € [a,b] la funcion x — f(x,ty) es integrable en X, que %

existe en X X [a,b] y que existe una funcion integrable g en X tal que |%(w,t)| < g(x). Entonces la
funcion F definida en el corolario anterior es diferenciable en [a,b] y

0= [ 10w = [ L

Demostracion. Ver [5], p 46 O
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1.3. Series de Fourier y transformada de Mellin

Definicion 1.5. Sea .7 el espacio vectorial de la funciones infinitamente diferenciables f : R — C que
decaen en el infinito mds rapido que cualquier funcidn potencia negativa, es decir

S = R=>C:fesC®y lm [zf"f(z) =0VYneN}

Este espacio es llamado el espacio de Schwartz
Entonces para todo f € . se define la transformada de Fourier de f como la funcion

f = [ e () da (1)

— 00

Proposicion 1.1. La integral (1) converge para todoy e R y f € &

Demostracion. Como f esté en el espacio de Schwartz, existe una constante C' > 0 tal que | f(z)| < C|z|~2
para |z| > 0, esto implica que

) 1 )
Fw) < / |27 f(2)|dar < /_ fla)do+2 /1 Co-2du

— 0o
Donde las tltimas dos integrales existen, por lo tanto la transformada de Fourier converge O

Lema 1.1. Si f € .7, b> 0 y h(z) = f(bx) entonces

i =37 (3)

Demostracion. Calculamos h(y) directamente de la definicion

(y) = / e=2 Y (b da

[ e

/00 e 2™ f(u)du

Proposicion 1.2. Si f € 7 estd dada por f(x) = e~ entonces f = f
Demostracion. Notemos que

f'y) = (ZJ/O; eI f()dx = —2mi /O:O eI g f () d

Donde diferenciar dentro de la integral es correcto ya que

d

‘ - (e—zmacye—mcz ) ‘ < |27Tx€_7m2
Y
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la cual es una funcion integrable, asi que es posible usar el corolario 1.3
Ahora integrando por partes obtenemos que

f/

o0 771'12

. 1 > .
27rie27”"”y(2e”2)' + 27Ti/ 727riye*2m"”y67
—27
— 00

—27

— 00

—27Ty/ e 2™ f (1) dx

— 00

727ryf

por lo tanto f satisface la ecuacion diferencial

la cual tiene solucién

f'y) = —2myf(y)

fly)=Ce™

Para encontrar el valor de C, haciendo y = 0 obtenemos

Se concluye que

como se deseaba

C = f(0)= /oo e dy = 1

— 00

foem

Proposicion 1.3. (Férmula de suma de Poisson). Si f € .7 entonces

Y fmy= 3 fim)

m=—0oQ m=—0oQ

Demostracion. Definimos

Fl@)= ) f(z+n)

n=—oo

entonces F'(x) es 1—periodica y tiene representacion en serie de Fourier

G(LE): Z Cke27rikm

k=—o0

donde los coeficientes ¢ se pueden calcular como

Ck

/1 i f(x+n)e*2”k"”d:v
0

n=—oo

o0 1
Z / f(x+n)e—2ﬂikxdx
0

n=—oo

— i /”+1 f(x)ef%imdw

n=—oo

/_oo f(w)e—%rikxdx
Fk)

dzr
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Donde la segunda ecuacién estd justificada porque f € . implica que existen constantes C,, > 0 tales
que |f(z)] < Cy,]z|~™ para todo m € N, por lo tanto para ng lo suficientemente grande

Yo lf@+n)< Y Culetnlm

|n|>ng [n|>ng

para todo m € N asi que la cola de la serie se hace arbitrariamente pequefia. Esto implica que F'(x)
converge absolutamente y uniformemente en todos los sunconjuntos compactos. De lo anterior se tiene

que podemos escribir
o0

Fle)= Y (ke
k=00
En particular si = 0 obtenemos
FO)= > fn)=> f(k)
n=-—oo k=00
que es lo que se queria demostrar. O

Definicién 1.6. Sea f(t) una funcion definida en el eje real positivo 0 < t < co. La transformada de
Mellin M es la operacion que envia la funcion f en la funcion F definida en plano complejo por la
relacion:

MIf:s] == F(s) = / " foye e @)

La funcion F(s) es llamada la transformada de Mellin de f. En general la integral existe solamente para
valores complejos de s = a + ib tales que a; < a < ag, donde a; y as dependen de la funcion f(t) que se
va a transformar.

Proposicion 1.4. (Relacion con transformada de Laplace y de Fourier) La transformada de
Mellin estd estrechamente relacionada con una forma extendida de la transformada de Laplace. El cambio
de variable dado por t = e~* transforma la integral (2) en:

Fls) = /_ Z Fe)e= " dx

luego de hacer un cambio de funcion g(x) = f(e™%) se tiene que la anterior integral es la transformada
bilateral de Laplace de g definida por:

Llgisl = [ glore s

—00

lo cual se puede escribir simbdélicamente como
M(fis] = L[f(e™); 5]
Para obtener la transformada de Fourier, es posible escribir s = a 4+ 273 para algin 5 € R, por lo cual
(o]
F(s) = / fle™®)e " dx
—o0
o0
— / f(efz)efaa:efi%rﬁmdl,
—00
que se puede escribir simbdélicamente como

M[f(t); a+i2mfB] = Ff(e™*)e™"; B]
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donde F representa la transformada de Fourier definida por
Aol = [ pa)e

con lo cual hemos visto que la transformada de Mellin se puede expresar en términos de las transformadas
de Laplace y de Fourier.

Teorema 1.12. (Foérmula de inversion) Una forma de invertir la transformada de Mellin es empezar
a partir del teorema de inversion de Fourier, el cual dice que si f = F[f; 8] es la transformada de Fourier
de f, la funcion original se recupera por

f@ = [ F@)ernas
st aplicamos esto a .
F(S) _ / f(e—w>e—aze—i27r,8zdx

obtenemos que
f(efm)efaz _ / F(S)eﬁﬂ—ﬁzdﬁ

fit)y=t""1 /_OO F(s)t?™8ap

a+i00
ft) = i/ F(s)t™%ds

211 —i00

1.4. Orden de una funcién

Definicién 1.7. Diremos que una funcion f(t) tiene el mismo orden de g(t), f(t) = O(g(t)) si existe
C>0yty €R tales que |f(t)| < Clg(t)| para todo t tal que |t| > to.

Teorema 1.13. Para funciones de variable compleja se tiene que O(R(f(2))) = O(S(f(2))) = O(f(2)).

Demostracion. Se sigue de las desigualdades |R(f(2))] < |f(2)] v |S(f(2))] < |f(2)] O
Teorema 1.14. Silim; ?,((2 =A con AeR y f(t) = O(h(t)) entonces g(t) = O(h(t))
9(t)

Demostracion. Como lims_, o = A, existen B > 0y t; > 0 tal que para todo ¢ tal que [t| > t; se

f
satisface que

g(t) ’

=—~|<B

’f @1~
por lo tanto si f(t) = O(h(t)) existen C' > 0y ¢t € R tales que |f(t)] < C|h(t)| para todo ¢ tal que
[t| > ta, con lo cual si to = max{t1,t2} tenemos que

lg(t)| < BIf(t)]
< BCA(t)]

para todo t tal que [t| > ¢, esto es g(t) = O(h(t)) que es lo que se queria demostrar. O
Definicién 1.8. Decimos que f(t) = g(t) + O(h(z)) si O(f(z) — g(z)) = h(x).
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Teorema 1.15. Parat > 0 si f(t) = g(t) + Ot~ ') y limy—00 t(g(t) — h(t)) = B con B € R entonces
f) =h(t)+0@™).

Demostracion. Por hipotesis existe C' > 0 tal que t|f(t) — h(t)] < Cy x>0, D > 0 tales que si t > x
entonces t|g(t) — h(t)] < D, por lo cual si t > x

tf(#) = h()] = tlf(t) — g(t) + g(t) — h(D)]
< tf(E) —g(B)] +tlg(t) — h(D)|
<C+D

esto es f(t) — g(t) = O(t™!) que es lo que se queria demostrar. O

1.5. Criterio de Condensacién de Cauchy

Teorema 1.16. Sea > a, una serie de términos positivos y decrecientes. La serie > a, converge si y
solo si la serie condensada > 2™agn converge.
Demostracion. Sean s, y 1, las sumas parciales de > ay, y > 2"agn respectivamente. Esto es
Sp =a1 +az+az+ ...+ ay
Tn = 2ag + 4a4 + 8ag + ... + 2" agn
Consideremos primero s,. Como la serie es decreciente, tenemos que
ss=a1+az+az3<ar+artar=a+n

st=a1+as+as+ag+as+ag+ar <ay+ 2ay+4ags = a1 + 12
515§a1+2a2+4a4+8a8:a1+r3

Se tiene que s7 — s3 < 4ay, S15 — s7 < 8ag y de forma general
n
Son4+1_1 — San_1 S 2 aon

paran = 1,2, ..., por lo tanto obtenemos que

n

Son+1_1 = E (82k+1,1 - 8219,1) + 51
k=1

< Z (2na2n) + 51
k=1

=r,t+ar

Lo cual muestra que la suma parcial de >_ a,, se puede acotar por la suma parcial de Y 2"agn, para esto
notemos que

27! términos 2"~ 1 términos

2”a2n = 2a2n + 2a2n + ...+ 2a2n S 2a2n—1+1 + 2a2n—1+2 + ...+ QCLQn

usando nuevamente el hecho de que la serie es decreciente tenemos que
T = 2a9 + 4ay4 + 8ag... + 2" azn
< 2as + (2a3 + 2a4) + (2a5 + 2a¢ + 2a7 + 2as) + ... + (2a9n-141 + ... + 2a9n)
S 2@1 + 2@2 + ...+ 20,271
= QSQH

Lo cual muestra que la suma parcial de Y 2™asn se puede acotar por la suma parcial de > a,. De lo
anterior se sigue que la serie Y a,, converge si y solo si la serie condensada ) 2™aqn converge. O
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2. Definicién de la funcién Zeta y sus continuaciones analiticas

Sea s = o 4 it, con {o,t} C R un namero complejo . Consideremos la serie de Dirichlet:

o0

111
ZE_H?JF?JF... (3)
n=1
Como
/°° 1 Jhz[FFsic=1  Joosio<1
1 a° Ill__:siayél Losio>1
1
Entonces floo — converge si y solosi 0 > 1. Y como f(x) = - es una funcién real monétona decreciente,
lod x

por el criterio de la integral tenemos que la serie
o0 oo
1
D=2
n=1 n=1
o 1

converge para o > 1. Asi que )~ | — converge absolutamente para o > 1.
Mas atin , (3) converge uniformemente para o > R > 1 ya que si k € Z™T, entonces

1
n®

1 &1
2wl

n=1

IN
]
q"_‘

n
n=k+1
=1
> ow
n=k+1
K
<> -3
- nft nk
n=1 n=1
:ek

Donde ¢ — 0 cuando k — oo, ya que > o~ | -4 converge. Ademas como >, _, -1 son funciones analiticas
para R(s) > 1 entonces » .~ T%R define una funcién analitica en este dominio. Los resultados anteriores
se pueden condensar en el siguiente teorema.

Teorema 2.1. La funcion

(=Y — (4)

ns
n=1

Es una funcion analitica en el dominio {s € C: R(s) > 1}, que converge absolutamente para R(s) > 1y
uniformemente para RN(s) > R, con R > 1. Esta funcidn se conoce como la funcion zeta de Riemann.

Teorema 2.2. (Producto de Euler) Si s = o +it, con {o,t} CR y o > 1 entonces

«-TI(5)

p

donde el producto se hace sobre todos los primos.

Demostracion. Ver [1], p. 5 O
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Lema 2.1. Para o > 1 la serie Y, ﬁ es convergente.

Demostracion. Usaremos el criterio de condensaciéon de Cauchy, por lo cual basta demostrar que la serie

S (2,12)72_1 es convergente. En efecto,
. @ ) oy —
lim ~—— =2 lim ———
e A noee (27)7 -1
11
—9 lfm 2 GO
n—oo | — 1
(27)n T
2
=0

o0 2’!7.
n=2 (@7)7 -1

1 < o, por lo tanto lo mismo aplica para >, , ——. O

y 2179 < 1siysolosi 1 < o, usando el criterio del cociente se sigue que > es convergente si

Teorema 2.3. Si s =0 +it, con {0,t} CR y o > 1 entonces la sucesion {HZL_1 81} converge
P — meN

S
uniformemente a H}zo:l Spikl donde py denota el k—ésimo niumero primo.
Py —

; 1
Demostracion. Si escribimos g (s) = Spk . entonces gi(s) = 1+ hy(s) donde hy(s) = L ademas
Py — Py —

1
pp — 1

11
lppl —1  pf—1

|hi(s)| =

=

teniendo en cuenta que

=1 =1
;pg—lggn"—l
1

donde Y77, —*— es una serie convergente si ¢ > 1, obtenemos que >, ; —— también es convergente, se

n=2 no—1 pi—1
. m Pk . 0 Dj. _ ;
sigue por el teorema 1.5 que ¢ [[,_; — converge uniformemente a [ [~ , ——"— para s = o +1it,
Pi = 1) men pi— 1
con {o,t} CRy o> 1. O

Corolario 2.1. Para todo s € C con R(s) > 1 se tiene que

y que

donde A(n) es la funcién de von Mangoldt la cual estd definida por

A(n) logp sin=p" para algin primo p
n)=
0 en otro caso

10
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S
Demostracion. Las funciones gi(s) = Spk 7 son analiticas en {z € C: R(s) > 1} y en el teorema anterior
P —
tro m P if t x P te domini lo tant
se mostro que < [[,-; p-1 converge uniformemente a [],~ ; e en este dominio, por lo tanto
meN

también converge normalmente en {z € C: R(s) > 1}, del teorema 1.6 se sigue que

¢'(s) _ N logps
¢(s) ;pi—l

para todo s € C con R(s) > 1. De lo anterior también se tiene que

con lo cual queda demostrado. O

Corolario 2.2. ((s) # 0 para todo s € C con R(s) > 1

-1
Demostracion. Sea p un primo. Como <1 - pl> # 0 para todo s € {z € C: R(s) > 1} entonces

<<s>=H(1—pﬂ)_l¢o

p

para todo s € {z € C: R(s) > 1} O

Procederemos a extender la funcién zeta de Riemann a dominios méas amplios, primero se mostrard una
forma de extenderla al semiplano (s) > 0, luego nos centraremos en dos posibles extensiones equivalentes
al plano complejo, que nos permitiran deducir la ecuacién funcional de la funcién (.

2.1. Extension al semiplano R(s) > 0

Teorema 2.4. La funcion ((s) = *5 — sfloo ;sﬁ}l dx es una funcion analitica en R(s) >0 cons#1y

posee un polo simple en s = 1 el cual tiene residuo 1.

Demostracion. Ver [1], p. 7 O

11
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2.2. Extensiones al plano complejo
Ahora procedemos a extender la funcién ¢ a una funciéon meromorfa en el plano complejo por medio
de la funcién I'. Recordemos que una funcién f es meromorfa en un dominio D si f es analitica en D

excepto en singularidades aisladas, las cuales son polos de la funcién. Sea s € C, tal que R(s) > 1y
n € N. Como I'(s) = [ e"t*~1dt, si t = na entonces dt = ndx. Asi que

F(s):/oOO e~ (nz)* 'ndx

o0
= / e "5 Inddy
0

o0
:ns/ e "t ldy
0

F(S) —_ /OO 6_nm$s_1dl'
0

Por lo que

Luego

= F(S) _ = /OO —nx sfld
Z s ; . e X X
_ Nhlnoo Z / e pS— 1d1‘

n=1

oo N
= lim E e " ldy
N—oo [
n=1

oo o0
= / E e sy
0 n=t1

La tultima igualdad esta justificada por la convergencia uniforme de > >, e~ "* en R, 00) para R > 0.
Ademaés, como Y > e = 1171, ya que |e~?| < 1 para todo = > 0, entonces para R(s) > 1:

b

Para que ¢ sea una funcién meromorfa en C , es necesario que esta ultima integral también lo sea, pero
esta diverge para R(s) < 1. Por lo tanto primero vamos a considerar la siguiente integral, para la cual
estaremos interesados en su analiticidad, su independencia del camino de integracién en el que se define
y la relaciéon con la funcién ¢ por medio de la integral de la ecuacién anterior.

Teorema 2.5. Sea 2z € C—[{z € C:z=2mik , k€ Z}U[0;00)], s € C y {d,e} C R tales que 0 < € <
s—1

d<2m. Sig(s,z)= y C(d,¢) es el camino indicado en la figura 1, entonces

I(s) = /(1(5,6)9(872)d2

1

es una funcion entera.

12
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C(6,€)

\ 4

Figura 1: Camino de integracion C(J,¢)
Demostracion. Ver [1], p. 11 O
Teorema 2.6. La integral I es independiente del valor de € y §

Demostracion. Considere {01, d2,€1,e2} C R tales que 01 < d2 ye1 < €2y 0 < ¢ < §; < 27 parai € {1,2}.
Sea A el contorno compuesto por C,(d1,€1) y Cy (02, €2), donde n > ez, que es recorrido como en la figura
2: Como g es analitica para z € D y A C D, entonces por el teorema de Cauchy

Oz/g(s,z)dz

A

-/ oo,z + [ gs2dzs [ glszdst [ g
—C,,,(zig,eg) L2 Cn(51751) L1

<
_/L2 er —1 +/Ll e —1

a—1,|8|27 a—1_,|8|27
</ Mie‘dﬂ_k/ |Z|7€|dz
L, lef =1 L, lefl=1

Como

s—1 s—1

dz dz

/ng(s,z)dz+/ng(s,z)dz

a—1

—€1 (2 2y |8l2n € (2 2\ ezt |8)2n
_ (n*4+y*)z e dy+ (n*+y*) = e dy
en —1 e —1
—€2 €1
a—1 a—1
€1 (n2 + (_U)Z)Te|ﬁ|27r €2 (n2 +y2)Te|,ﬁ\2‘n’
= - (—du) + - dy
/52 en —1 o en —1
€2 (2 2y ezt |B)2n
=2 (W+y) = e dy
e —1
€1

13
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C(6,€)

\ 4

\

Figura 2: Contorno de integraciéon A

y ademas n > €9, entonces

€2 (912 ozl |Bl2r
’/ g(s,z)dz+/ g(s, z)dz <2/ (n)—edy
Lo L, €1

e —1

2(2n2) 7 elfl2m

==y (e-a)

Si n — oo el lado derecho de esta desigualdad tiende a 0 y por lo tanto fL2 g(s,2)dz + le g(s,2)dz
también lo hace. Entonces si n — oo en la ecuacién de deducida a partir del teorema de Cauchy tenemos

que
0= 7/ g(s, z)dz +/ g(s,2)dz
C,L((Sg,ez) Cn(él,ﬁl)
es decir,
[ sadi= [ gl
Chn(d2,€2) Chn(d1,€1)
Luego la integral fc(é o g(s,2)dz no depende de € o 4. O

Teorema 2.7. Para R(s) > 1 se tiene que

 2miems¢(s) | 2miem Y L
1(s) = r(l1—s) I'(l—s)

Demostracion. Ver [1], p. 14 O

14
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Teorema 2.8. La funcion _
I'(l—s)e™""*
() = L= )

211

()

es una extension meromorfa en el plano complejo de (4) con un polo simple en s =1 y residuo 1.

Demostracion. Ver [1], p. 17

O

Otra forma de extender la funciéon ¢ se mostrara a continuacion, para esta usaremos nuevamente la

funcion T' y la funciéon Theta de Jacobi.

Sea s € C con R(s) =0 > 1,n € N, de la definicién de la funcion Gamma tenemos que

S o s
F() :/ etz ldt
2 0

haciendo t = n?7z obtenemos

Por lo tanto

o0

730 g §(s)f/0 nglngle*” ™ dx
o <, Hx) —1

sz(S ((s) —/0 x?‘l( (x>2 )dm
La pentltima igualdad esta justificada por la convergencia uniforme de >’ e
R >0.
Donde -

Ha) = Z e e
n=—oo

es la funcién theta de Jacobi.

Teorema 2.9. La funcion theta de Jacobi, satisface la ecuacion funcional
1 -1
x29(x) =d(z )
para x >0

Demostracion. Fijemos x > 0y definamos

—n*7e on [R,00) para
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podemos reescribir esta funcién como h(t) = f(x2t) donde f(t) = e, por el lema 1.1 y por la
proposicién 1.2 tenemos que

~ 1 - Y
i =—i( %)
€Tz €Tz
1 Y
()
€Tr2 €2
1 2
= Te Tz
€Tr2
usando la formula de suma de Poisson tenemos que
oo o0
>, htm)= > h(m)
m=—oo m=—o0
o) 2 00 1 .
—mzm’ __ o 77r%
R s
m=—o0 m=—o00
> 2 1 s 1 2
—mxm® _ —mTxrTm
> ool
m=—oQ m=—0o0

229(z) = (z~ )

con lo cual queda demostrado.

Teorema 2.10. La funcion ¢ satisface la ecuacion

) [ 1S B

Demostracion. Evaluando la funcién I' en 5 donde s = o +it, 0 > 0 se tiene que

F(5> :/ e t3lat
2 0

si realizamos la sustitucién t = n?7z donde n € ZT se obtiene que
S o0 2 s
F(Q) :/ e~ (n2re) 2 n2ndx
0

S o s_q 2
n °T 3 T :/ 2 e M Ty
0

por lo cual al hacer la suma sobre todos los n y teniendo en cuenta que ¥(z) € . obtenemos

=

[N

_s S o s - —n?rx
rgJoa- [ (e
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1 1 oo .
/ ﬁx’%x%ﬂ(x)dxfl/ x%’lder/ x31<19(x) 1>d:c}
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con lo cual queda demostrado. O

Teorema 2.11. Las funciones I'(s) y ((s) satisfacen que T'(s) =T'(5) y ((s) = {(3)

Demostracion. Se tiene que

2|
—
»
S~—
I
=g
wlol N|w | Wl
SN—"
—N
V2l
—~
VA
| =
=
_|_
—
8
N /;\
|
[MIFY
|
(SIS
+
8
[N
|
—
N———
7 N\
<
—~
5
[\3 S~— [\3 S~—
|
—
N——
QU
8
—

Vs ]. o s _ 1 E] 19(.% — ].
=== + rT272 412 dx
L) ss—1) i
=¢(3)
con lo cual queda demostrado. O

2.2.1. Ecuacion funcional

Una vez que se tiene la extension meromorfa de la funcion ¢, es posible empezar el estudio de los ceros
de esta funcion. Para esto, es necesario conocer la ecuacién funcional de la funcién zeta de Riemann.

Teorema 2.12. Para s € C—Z%, la funcidn ( satisface la ecuacion funcional

C(s) = 2w sin( )0 (1 = )G(1 - ) (8)

Demostracion. Ver [1], p. 18 O
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3. Ceros de la funcién (

Por el Corolario 2.2 , para (s) > 1, {(s) # 0. Por otro lado, si (s) < 0, por la ecuacién funcional
tenemos que 2°7° ! sin(5F)I(1 — s)¢(1 — s) = 0 si y solo si sin(3) = 0 .Esto se debe a que I'(z) # 0
para z € Cy ((1 —s) # 0 cuando R(1 — s) > 1. Luego en esta region, ((s) = 0si s = —2k con k € Z™.
A partir de esto podemos clasificar los ceros de la funciéon ¢ en dos:

Definicion 3.1. Los ceros de ¢ determinados por la funcion sin(%) son conocidos como los ceros
triviales

Definicién 3.2. Los ceros no-triviales de la funcion ¢ pertenecen a la region {z € C:0 < Re(s) < 1}.
Esta region se conoce como la region critica o la banda critica de la funcion C.

Teorema 3.1. Los ceros no-triviales de ¢ son simétricos respecto a R(s) = %

Demostracion. Ver [1], p. 21 |

Teorema 3.2. No hay ceros no-triviales de ¢ en la recta R(s) =1 ni en la recta R(s) =0
Demostracion. Ver [1], p. 23 d

Recapitulando, tenemos que la regién libre de ceros no-triviales, senalada en verde en la figura 3, se
divide en dos:

1. R(s) > 1, donde no existen ceros de la funcion ¢

2. R(s) < 0, donde solo existen ceros triviales y estos son de la forma —2k con k € Z*

Mas atn, los ceros no triviales poseen una simetria alrededor de la recta (s) = % . Resumimos estos
hechos en la figura 3.

Figura 3: Region critica de ¢

Conjetura 3.1. Hipdtesis de Riemann Todos los ceros no triviales de ((s) estdn en la linea critica

3.1. Férmula de Riemann - Von Mangoldt

Conociendo que la region critica es donde se desenvuelve la hipotesis de Riemann enunciaremos
teoremas sobre el comportamiento de los ceros en esta region.

18
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Definicién 3.3. Denotamos N(T') el nimero de ceros de la funcidn ¢ en el rectingulo definido por
{o+iteC:0<0<1,0<t<T}, es decir

NT)=#{c+iteC:0<0<1,0<t<T,((c+it) =0}
Definicion 3.4. Por conveniencia y claridad definimos la funcion & como
S s (s
£(s) 1= (s — DT ( 2 )c(s) )
Como la funcion ¢ tiene un polo simple en s = 1 se sigue que £(s) es una funcidn entera y los ceros de

&(s) coinciden con los ceros de ((s) en la banda critica, por lo cual trabajar con esta funcion nos serd de
utilidad. Ademds & se puede reescribir como

£(6) = (= D (5 4 1))
Teorema 3.3. La funcion £(s) satisface la igualdad

§(s) =€(1 —s) (10)

por lo tanto, & es simétrica respecto a la recta R(s) = % .Adicionalmente
&(s) =¢&(5) (11)

Demostracion. Para demostrar la ecuacion (10) usaremos (6) que involucra la funcién theta de Jacobi.

e L = IR
=36 (552) r?i;){u et () (e
()il (o)

s

—

Y

N

Il Il Il
Yool m N ®

o — —

N w [y

\ |

—_ —

S~— N—

21‘ 3

N\m‘ o

= =
7N N
o w N ®

Con lo cual queda demostrado. O

Para demostrar el siguiente teorema necesitaremos los siguientes lemas

, 2 2.1 2,1 ,
Lema 3.1. lim7_ %[log(% + %)5 - log(%)é] = % y im0 T[% arctan(%) - =-
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Demostracion.

in T ioe (2 T B oo (12 B on T2l (B L 1
im — —+—] - — = lim — ——
e 2 | B\16 " 4 %%\ 5 4 | 8\ 2 T2

1

1 1 25

T 4 u—0 %f’qul 4

25

16
, 3 2T 3 o113 21 3
lim T|-arctan| — | — —| = lim — |- arctan [ = — | — —
T—o0 4 5 8 u—0u |4 S5u 8

. 2
Lema 3.2. La serie 220:2 (nQ”T)Z es convergente.

Demostracion. Usaremos el criterio de condensaciéon de Cauchy, por lo cual basta demostrar que la serie
0 n 2™)? _ \"\® 8"
Yoo 2 (RS Yoo @ r1y? es convergente. En efecto,

gnt1 (4 1)2
A TTI2

lim (4+8+1) 8 lim TSRV

n— o0 @i n— 00 (4" +1)2

an 1 \?
- 8( S | 1)

2
g.(1>
1
<1

. . . . n , 2
por lo cual usando el criterio del cociente se sigue que y -, (4"+1§72nl0g2 converge asi que Y -, (CEES)Esryem

también converge .

Lema 3.3. Existe C > 0 tal que para todo s =2+ it , t € R se satisface que %,((;)) ’ <C
Demostracion. Usando el corolario 2.1 tenemos que
¢'(2+it) Z|logpk\ i 1ngk =, log <i logn
C(2+it) < [py — 1 p; pi—l_nZQnQ—l

donde la tltima serie es convergente, para ver esto usaremos el criterio de condensacion de Cauchy, asi

2" log 2"
que basta ver que la serie Y7, (271)0% converge. Para eso notemos que
gn 1 Jog 201 (27)2 — 1 1)(4n — 1
lim 2o 10827 (271, (n DM 1)
n—oo (27+1)2 -1 2nlog2n n—oo (47Tl —1)

20
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n+l 4" —1

=2 m

=9.1.2

<1
por lo cual usando el criterio del cociente se sigue que > >, (227;1)02g2"1 converge, con lo cual queda
demostrado que existe C' > 0 tal que para todo s =2 + it , t € R se tiene que |<C/((SS)) ’ <C. O

El siguiente teorema permite expresar el comportamiento de la cantidad de ceros no triviales en el
conjunto {oc+it € C: 0 <o < 1,0 <t < T}, en particular si T — oo la formula muestra que N(T') — oo
lo cual corrobora la existencia de infinitos ceros no triviales en la banda critica.

Teorema 3.4. (Formula de Riemann - Von Mangoldt) Para N(T') definido anteriormente tenemos
que

r 1 g(z) L + O(logT)

N(T) = 5 log(g 2
s s s

Demostracion. En lugar de trabajar con ((s), haremos uso de la funcion £(s). Ya que &(s) tiene los mismos
ceros que ((s) en la banda critica y £(s) es una funcion entera asi que podemos aplicar el principio del
argumento a £(s) en lugar de ((s). Sea R el contorno rectangular orientado positivamente con vértices
—1,22+4¢T y —1 4 ¢T. Por el principio del argumento, tenemos que

N(T) = 5 Ararg(€(s)

Si dividimos R en tres subcontornos como se muestra a continuacién.

e m e .- e T = -

e e e e e e e e

Figura 4: Contorno R divido en L1, Lo, L3

Sea L; el segmento de linea horizontal desde —1 a 2. Sea Lo el contorno que consiste en el segmento de
linea vertical desde 2 hasta 2 + i7" y luego el segmento de linea horizontal desde 2 + i7" hasta % + 4T
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Finalmente sea L3 el contorno que consiste en el segmento de linea horizontal desde %—f— iT hasta —1+4T
y luego el segmento de linea vertical desde —1 + 7" hasta —1. Ahora

Ararg(é(s)) = Ar, arg(§(s)) + Az, arg(€(s)) + A, arg(§(s))

Por lo cual debemos hallar como cambia el argumento de £(s) a lo largo de cada contorno.
Para empezar no hay cambio en el argumento a lo largo de L, ya que los valores de £(s) son reales en ese
contorno y por lo tanto todos los argumentos de £(s) son cero. Entonces

Ap, arg(§(s)) =0
De la ecuacion funcional de £(s) y la ecuacién (10) tenemos que
E(o+it)=&(1—o—it) =&(1 — o +it)

asi que el cambio del argumento de £(s) cuando s se mueve a lo largo de L3 es el mismo cambio en
el argumento de £(s) cuando s se mueve a lo largo de Ly. Por lo tanto junto a lo anterior mencionado
obtenemos

N(T) = 5-9A1, arg(€(s)) = —Av, ara(€(s)) (12

al usar la relacion 2I'(z) = I'(z + 1) tenemos que

£(s) = (s — m—ér(; + 1) ¢(s)
asi que
Av, arg(€(s)) = A, arg(s — 1) + A, arg(n ) + Ay, arg (r (2 " 1)) T Ay, arg(C(s))
Procedemos a calcular cada uno de estos cambios por separado,
Ap, arg(s — 1) = arg(— +iT) — arg(1)

1
= arg(—§ +14T)

7T+ ¢ 1
i retan [ —
5 arcta; 5T

% +o(rY

ya que arctan (21T> = O(T~1). Ahora consideramos

Ap,arg(m™2) = Ap, arg(e”21°87)
_ arg<e—%(%+iT) log7r) . arg(e—%logﬂ)

_ arg(e(—i—i%) logﬂ-)

Tl
——logm
B g

Ahora usaremos la formula de Stirling para dar una estimacion asintotica de I'(s) (ver ecuacion (5) del
capitulo 10 de [6]):

1 1
logT'(s) = (s — 5)1ogs —s+ 3 log 2 4+ O(|s| ™)

22



Resultados relacionados con la funcién zeta de Riemann

la cual es valida cuando |s| tiende a oo y el argumento satisface —m + § < args < w + § para todo § > 0
fijo.
s 1/1 . 2
At (1) =wr (g (g +r) 1) et (5 1)
T

3 T 5 T 5 T 1
_Cx e < e . Y . - 1
\;{(4 Z2>log <4 Z2) 4" 2log2 o )}

T 25 17\ 3 5 T\ T »
—210g< +>+4arg<4+12)—2+O(T )

T

2

5 T2 3 2T T
log ( Z+ ) +Zarctan? - §+O(T_1)

Donde la ultima igualdad es consecuencia del lema 3.1 y el teorema 1.13
Juntando todo esto resultados obtenemos que

N(T) = %ALQ arg(£(s))

= Mo agts - 1)+ g arsr ) + A (13 41) ) + At

1 T T T 3 T
= W{g +0(T™4 - 510g7r+ —log=+-m—=+0(T ) +AyL, arg(((s))}

272 8 2
T, T T 7

= —1 - — 4= T 7!

5 108 o 27T+8+S( )+ O( )

donde ) ) )
S(T) = 1 Ararg(e(s) = parge (5 +17)

nétese que también S(T') se puede reescribir como
1 1
S(T) = - {arg((Q +ZT> - arg§(2)]

= % [Slog@(i —|—2'T> — glogC(Q)}

$+i
Slog ()27

2
o e,
“/h )

para estimar la dltima integral teniendo en cuenta que Lo consiste en los segmentos [2;2 4 T y
[2 4 iT; £ 4 iT] podemos escribir

1 ¢(s) L [P s) 1 [EHT ()
) ds = =S ds + =S d
) O / O /M Oh

N~ |-

se observa que la primera integral es acotada ya que

AL R T

S

n=1
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_ i/:-&-iT A(n)ds‘

donde la primera igualad esta justificada por la convergenica uniforme y el dltimo valor es una cota
postiva ya que ((s) es analitica en 2 y ¢’(2) es negativo. Con lo cual inicamente queda estimar la integral
del intervalo [2 + iT’; 2 + iT.

Haciendo uso de la funcién £(s), la cual se puede escribir como

£(6) = (s = D05+ 1))

y también

donde A, B € Ry p recorre todos los ceros no triviales de ((s) (Férmula de Hadamard).
Al tomar logaritmo y derivar en ambas igualdades obtenemos que

g5 11 1T +1) | ()
€s) 51 27T aTan) T

§'(s) ( 1
fo ~ P2 m
por lo tanto al igualar ambas expresiones resulta que

¢(s) 5 L 1 15 +1) 11
<(s)—B+21°g”‘s_1—2r<;+1)+2( —> (13)

Tomando t > 2y 1 <o < 2 se tiene que

C’(s)] 1 [ 1 } {11”(;4—1)} { ( 1 1)]

—-R =—B—--logn+N +R - R - =

[C(S) 2 % -1 20(3+1) 2,,: s—p p
B—flogw+ +Alloth§R<

1 1
gAglogt—Z%<s_ )
P

PP
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donde la primera desigualdad esta justificada ya que el término que involucra la funcién I' tiene orden
O(]s|) y por tanto también O(logt) (ver ecuacion (5) del capitulo 10 de [6]). Al tomar s = 2+ iT en la
ecuacion anterior y usando el lema 3.3 se obtiene que

Z%(sip - ;) < AglogT+§R[m} < AslogT
P

Si p = B+ i es un cero no trivial de ((s), se tiene que ?R(%) >0y

1\ 23 1
%(SP>_(26V+CTw224+(T7P

por lo cual

1 1
- <R —2) < A43l0gT
4+ (T —v)* (S—p p) 5ok

usando el teorema 1.13 y la anterior desigualdad resulta que

s <®(55 - ) = otox)

1+ (T —7)? S—p

asi que
1
—_— 1
ZP: T+ (@ —qp - Oleed)

Usando nuevamente (13) con s y 2 4 it donde ¢ > 2 no es la coordenada de ningin p,

¢'(s) B_A,_?logﬂ‘— 1 _1F’(;+1)+Z( 1 _1)
p

¢(s) s—1 2T(5+1) s=p P
Y / it
(2 4t 1 1 12+ 1 1
C(2 +it) 2 L+it 2T(2+Y) . 2+it—p p

al restar obtenemos

ds) _d2+dt) 1 1 1F’(;§+1) 1T( +Z< 1 )

C(s)  C(2+it) 3—1+1+it_2F( +1)+§ o 2+it—p

como t > 1 se tiene que % < logt, usando el lema 3.3 y la formula de Stirling se sigue que

) one 1
<<s>_0(lgt)+;<s—p 2+z‘t—p)

Para términos que cumplan que |y — t| > 1 tenemos que

11 ‘_ 2 o ‘
s—p 2+4+it—p| |(s—p)2+it—p)
_ |2 — o]
V- BE 22 =B+ (1)
3
Ty —tf?

y nuevamente por el teorema 1.13 obtenemos que O( \’yEtP) =0O( 1+(T177)2) por lo tanto

> (;pﬂ;_p) = O(logt)

[y—t|>1
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y para |y — t| < 1 se tiene que |2+ it — p| > 1 asi que

S L~ Ologt)

[y—t|>1 2Hit=p

juntando todo esto

por lo tanto

o %JriTC/(S) :|_ (\|: $+HIT 1 :|
\y|:/2+iT C(s)ds =0(logT)+ S /2+iT Z s—pds

ply—tl<1
O(logT) + Z Aarg(s—p)
pyly—t|<1
= O(logT)
va que |Aarg(s — p)| < en [2+4T; 5 +4T] ,es decir
T T T 7
N(T) = —log — — — 7!
(T) = o-log - — 5+ 2 +S(T) + O(T)
T T T 7
= —log — — — log T
5108 5 — 5 +8+O(og )+ 0T
T T T
=—log—— — logT
5. log o — 5+ O(logT)
con lo cual queda demostrada la formula de Riemann - von Mangoldt. O

3.2. Teorema de Hardy

El siguiente teorema es uno de los resultados mas importantes a favor de la hipétesis de Riemann.
Corrobora ademas el comportamiento de N(T') cuando T — oo encontrado en el teorema anterior y
establece una de las condiciones necesarias para que la hip6tesis sea verdadera, para poder demostrarlos
necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 3.4. £(3 +it) € R para todo t € R.

Demostracion. Este resultado es consecuencia de las igualdades (10) y (11), ya que

1 1
£(5 +it) =¢(1 = (5 +1it))
1
=&(5 —it)
1
=§(§+zt)
esto es £(5 +it) = (5 + it), por lo tanto &(5 + it) € R para todo t € R. O

Lema 3.5. La funcidn £(% + it) satisface £(% + it) = O(Jt|3e~%1t).
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Demostracion. Recordemos que

€(s) = 2(s - 1>w%r(§)<<s>

por lo cual debemos estimar el comportamiento de F(%)C (s), para esto notemos que al usar la expresion
de ((s) del teorema 2.4 obtenemos que

’C(%+it)|: 2 it (1+it)/100 {z} dx’

—14it 2 ratit

< 1+\%+it|/ z”3dx
1

Lo
=1+ |5 +it]2
<242t
< 4Jt|

si [t| — oo, esto es (% +it) = O(|t|). También se tiene que [I'(3 +4L)| = O(e= ) si [t| — oo, en efecto
teniendo en cuenta el teorema 1.13 y la formula de Stirling existe A > 0 tal que

1t 1 ¢ 1 ¢ 1 ¢t 1 1
— — — J— — — —) - — — 7= — <
‘?R(F(4+12)) §R(( 4—|—z2)log(4+12) 1 z2+210g27r)‘_A|t \

1t 1 1t t 1t 1 1
111|F(Z+Z§)| +Zh’l’1+l§| +§a]f'g (Z+Z§) +Z - 510g27’(’

T, 11 —1
ez arctan(2t)ez—§log27r < eA|t |

<At

1t (|1 .t
’F(4+12)H4+Z2

F(Z _’_25) B 7%arctan(2t)eC|t_1|

IN

+Z§

_1
1 t ‘ t‘4
e

Al

N N N

1t -1
e 2a1rctan(2t)eC|i& |

=
I
+
0
IN

d

1—\(7 +Z'*) < Ce—%arctan(Qt)

I(<+iz)| < De il

donde B = e~ 11310827 ] gexta desigualdad estéd justificada ya que e?l*”'| es acotada si |t| — oo y la
tltima desigualdad es consecuencia de que e~z #<t@n(2t) — O (e~ %),
De estos dos resultados se obtiene que

1 t 1 t 1

1 1 St
‘5(2 +it)’ = ‘(4 +i§)(— 3 +it)n—1—lir(4 +i§)C(§ +z‘t)‘
1 2] .1t 1.
:‘8—2‘7r F(4+12)H§(2+zt)’
LY =
gD(8+2|)e_4|t|t|
= M|t[Pe~ T
esto es £(1 + it) = O(|t|>e~%1*1), con lo cual queda demostrado. O

Lema 3.6. La funcion

h(z) = / G +i >27%+”dt
T
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es analitica en W = {z € C: —F <argz < T }.

Demostracion. Notemos que para z € W fijo h(z) converge, en efecto

RECREURS TNy g '|z—%+ﬂ|dt
B }tQ iy
5 +zt -1

Be—Fltl
§M|z’%|/ "f‘%pw;dt
—0o0

1 o0 .
:M\z—a\/ e 1) 27| dt

0 .
/ —te4f‘z”|dt—|—/ te_zt‘z”‘dt]
0 N |
/ te” 4 t‘z_’t’dt—&—/ te_zt‘z’t’dt]
0 0
oo o0
:M|z_%| / Zt targzdt+/ te—Zte—targzdt:|
0 0

_ M|Z—%| / 7t 77argz)dt+/ tet(1+argz)dt:|
0 0

/ *‘”dw/ tebtdt}
LJO 0

1
=M|z"2

I
=
IS
=

I
=
IS

=

S
[

S
o

donde a = § —argz , b= 7 + arg z son valores positivos ya que —7 < argz < 7. Ahora

/ €z + ’t 7%+itdt
t2
1 .
= / G z—%+“dt + /Oo (G +it) it)z_%”tdt
o t2 o t*+3
=9(2) + f(2)
veamos que f(z),g(z) son analiticas en W, en efecto para n € N sea

/ ig + it) kit

por el teorema 1.1. f,,(z) es analitica en W para todo n € Ny {f, }nen converge normalmente a f(z) ya

que
CE(E+it) 1y, ‘
z)— fn(2)| = N e e A
CETACTEA Y o
i o0
§M|z_§|/ te~tdt

1
< M; |:Z + b2:| B_bn

_671
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teniendo en cuenta que |z_%\ estd acotada en subconjuntos compactos de W y €, — 0 si n — oo. Por
lo tanto f(z) es analitica en W, andlogamente se obtiene el resultado para g(z) con lo cual se sigue que
h(z) es analitica en W. O

Teorema 3.5. (Teorema de Hardy) Hay infinitos ceros de la funcion ((s) en la linea critica.

Demostracion. Para poder realizar la demostracion haremos uso de la transformada de Mellin la cual nos

dice que si
:/ fttdt
0

a+1i00
ft) = L/ F(s)t™*ds

270 Jq—ioo

entonces

ahora recordando la ecuacion (9) y la ecuaciéon

o= [T (M
() Jo 2
que se obtuvo en la deduccion de la ecuacion (7) se obtiene que
2 R -
S _ [ s (21,
s(s—1) 0 2
725(8) :/ us_l(ﬂ(iﬁ) — l)du
s(s—1) o
2 o0
&z/ u T I(u )—1—7 du
s(s—1) 0
al usar esta igualdad en 1 — s y teniendo en cuenta la igualdad (10) obtenemos
26(1 = s) /OO (1— )—1( )
= A Y(wu?) —1— = )du
A9 -1 .
2 oo
ﬁz/ u” | Hu )—1—7 du
s(s—1) 0 u
Aplicando la féormula de inversion de Mellin obtenemos

ﬁ(u2)—1—l— ! /HOO 208) g (14)

u  2mi ico S(s—1)

donde ¥(u?) — 1 — L esta definida para u € R, si extendemos est funciéon a una funcién de variable
compleja se obtiene que la funcién

1
9(z?) —1— =
() -1-
estd definida en donde 9¥(z%) = f;_oo e~ ™% egte definida, esto es, donde la serie converja. Para ver

en que region del plano complejo se satisface esta condicién notemos que

n=-—0o0 n=1

L1 . . 2 .
para que la dltima serie sea convergente es necesario que |e” ™" | < 1 ya que en ese caso se obtiene que

00
§ |e—7'rz E —rrz n

oo
—7TZ
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en donde esta ultima serie es una serie geométrica convergente. Por lo tanto si escribimos z = a + b con
a,b € R se tiene que
2
le™™ | <1
2 2 -
|e—7r(a —b +zab)| <1
2_p2

—m(a

) <1

—% < arctan (7) <

=1

™
4

Por lo cual 9(z?) esta definida en W = {2z € C: —Z < argz < T} y ademés es analitica en ese dominio.
Notemos que 9(z?) y sus derivadas se aproximan a 0 cuando z se aproxima a e‘% (por ejemplo a lo largo
de |z| = 1 en W). En efecto, usando la ecuacién funcional z29(22) = 9(z~!) tenemos que

7T< <
—— <argz
1 g

o0
2 —mn?2? _mn?i —nn?i
¥(z%) = E e e™ e
n=-—oo
o0
_ E 6771'77,2(2271‘)(71)77,
n=-—o0o

= ..+ 677716(,2271‘) o 677r9(z27i) + 6771'4(,227@‘) _ efﬂ(zzfi) +1-— efﬂ(z27i) + 677r4(z27i) . 677r9(z27i) +

€—7r16(22—i) . e—7r9(22—i) . e—Tr4(z2—i) - e—ﬂ(z2—i) —m(2%—i) e—7r4(z2—i) . e—7r9(z2—i) _

— —1—e

+ 2( + 677'{'16(2271') + 67774(2271') +1+ 677'{'4(2271-) + 677{'16(227’0”.)
—9(2% —4) + 29(4(z% — )

1 _ __ w16 __ 79 ___ w4 _ 7r _ 7r ___ m4 ___ 79
= — _|...e 4z°-9 +e 4(22—4) +e 4(22—4) +e 4(22—4) + 1+e 4(22—4) +e 4(22-4) +e 4(22—4) + ...

__rm4 __x __ T P
e—e Foi—e i — 1 —e 2 —e 22—

1 e —nn2
- Z €129
(2% =)

nimpar

=

Como uFe % se aproxima a 0 cuando u — O‘f para todo entero k se sigue que 9(2?) y todas sus derivadas
se aproximan a 0 cuando z se aproxima a e7 en el dominio 1. Retomando la ecuacién (14) al hacer la
sustitucion s = % + it del lado derecho y al extender la funcién a variable compleja se obtiene la funcion

0o 1 .
_l/ §(2+it)zfé+itdt
iy — 0 t2+z
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la cual es analitica en z € W por el lema 3.6., por lo tanto como las extensiones de cada lado de la
igualdad (14) son analiticas en W y la igualdad se cumple para todo z € R* el cual es un conjunto de
puntos de acumulacion de W por el teorema 1.4 se sigue que la igualdad es cierta para todo z € W, esto

es
1 1> &5 +it ,
922)—1—-= = _7/ Mz—%“tdt (15)
z T ) 2473
Si aplicamos el operador z%z a ambos lados de (15) obtenemos
d2 ) 1 L[> d (&(5+it) 1,

00 1 :

o A2\ 1241

H(z) = %/ zf(i —H’t) 23ty
H(z) = l/ 5(3 +z’t>zé+“dt

T J—-c0

donde es valido usar el operador dentro de la integral ya que el lado derecho de la ecuaciéon al ser una
funcién analitica de z tiene representacion como una serie de potencias en la cual la convergencia es
uniforme por lo cual es valido derivar término a término. Ademaés

z

H(z) = Zj;z<z9(z2) 1 1>

por como se define H(z) se tiene que esta funcion y todas sus derivadas se aproximan a 0 cuando z se
aproxima a e'1, esto se debe a que H(z) y sus derivadas son combinaciones de términos de la forma
2F9(2%) y ¥(2?) al igual que sus derivadas se aproximan a 0 cuando z se aproxima a e’i. Usando la serie
de Taylor de la funcion exponencial obtenemos

1 1 [ 1 -
zEH(z):f/ §(+it>z”dt
T J_ o \2

1 (1 = (itlog 2)"
—;/ §<2+Zt>zn' dt

-0 n=0
= Z cn(ilog 2)™
n=0
donde ) - )
Cn = — ¢ = +it ) that
! J_o T\ 2

como £(s) es simétrica respecto a la linea critica se tiene que
1 e 1
ntl = ———— — 4t |2t
Cantl 77(2n+1)!/_oo€(2+2>
:1—/0 13 1Jrz't t2"+1dt+/oog 1+it gt
TCn+ 1| J_o "\ 2 0 2
1 A > /1
S — — Z gt ) (=) g / Z gt |2t g
@n+ 1) | /oo§<2 Z)( ) TR

1 o /1 o /1
[ - it t2n+1dt / - it t2n+1dt
@n+ )| /0 g(2“) +O o t?

31




Resultados relacionados con la funcién zeta de Riemann

=0
para todo n € N, ademas

2 S T
an—m/o £(2+Zt>t dt

Supongamos que el teorema de Hardy es falso. Entonces teniendo en cuenta el lema 3.4. la funcién € (% +it)
tiene un nimero finito de ceros y (4 + it) no cambia de signo a partir de algin T > 0. Por ejemplo si
&(3 + it) es positivo para t > T, entonces

m(2n)leay, /°° I\,
—— — it |t?dt
5 ; ¢ 2-!—@
T+2 1 [e%e] 1
:/ £<+it)t2”dt+/ §(+it>t2"dt
0 2 T2 \2
T+2
> / 5( +it)t2”dt
0
T+2 1
( +it)t2”dt+/ §<+z‘t)t2"dt
T+1 2

T+2 1
t2”dt+/ £<+it)(T+1)2”dt

N = N = N

2

T?"dt + A(T +1)*"

I
f 2+Zt)

= A(T +1)*" — BT*"

donde la tltima desigualdad esta justificada porque la funcion (3 + it)t*™ +|£(5 +it)|T?" es positiva en
el intervalo [0, T'| para todo n € N, ademas las constantes

T 1 T+2 4
Az/ f(—&-it)’dt,B: f(—i—it)dt
0 2 T+1 2
son positivas , por lo tanto existe N € N tal que ¢y, > 0 para todo n > N . Anélogamente si se supone

que 5(% + it) es negativo para t > T entonces existe N € N tal que ¢, < 0 para todo n > N.
Teniendo en cuenta que

o
Z%H(Z) = Z can(ilog 2)?"
n=0

al hacer z — ¢'% ambos lados de la igualdad deben tender al mismo valor, si hacemos la sustitucion
w = ilog z obtenemos

oo
e" T H(e ™) = Z Conw?™
n=0

al derivar esta expresion 2N veces se obtiene

— e2H(ew’)) = dapw "
2N
dw n=N+1

donde las constantes da,, tienen todas el mismo signo. De la sustitucién se obtiene que si z — ' entonces
w — —7 por lo tanto se debe cumplir que

o0
lim § dopw®™

w——7

a*N w .
lim m <€_2H(€_1w)) =
4 n=N-+1

i
w——g
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pero
oo
lfm > dypw® # 0
w——F N1
va que todos los términos de la serie tienen el mismo signo y son todos distintos de 0. Por otro lado

d2N o i
Jim g (€T ) =0

va que derivar respecto a w se puede ver como el operador

A

4 3%

dwk_zajz dzi
j=i

donde las ¢ € C, con lo cual el limite anterior es en efecto 0 ya que H(z) y todas sus derivadas tienden
a 0 cuando z — €',

La contradiccion a la que hemos llegado se debe a suponer que el teorema de Hardy es falso, por lo tanto
hemos demostrado el teorema de Hardy. O
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Conclusiones

Con este trabajo se pudo evidenciar la necesidad de representar de distintas formas la funcion zeta de
Riemann. Para los resultados obtenidos fue fundamental la representacion que involucra la funcién theta
de Jacobi, ya que es esta la que permite no trabajar directamente con la funciéon zeta de Riemann a la
hora de contar la cantidad de ceros en la region critica y entender el comportamineto de estos sobre la
linea critica. Es de recalcar que para el estudio de este tema se necesitaron resultados sobre integraciéon
con medida, series de Fourier y transformada de Mellin, lo cual evidencia claramente la complejidad
del problema ya que involucra distintas ramas de las mateméaticas ademas del andlisis complejo. Como
trabajo futuro se propone investigar la conexion que posee la funcién zeta con la teoria de nameros.
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