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Resumen

En este trabajo se estudian las funciones holomorfas del disco unidad y sus

propiedades relacionadas a la dinámica en puntos en el interior y el borde del

disco. Este estudio se realizará usando la métrica pseudo hiperbólica, en par-

ticular hacemos uso de las bolas pseudo hiperbólicas. Definimos y estudiamos

ĺımites angulares y la relación entre diferentes resultados acerca de la dinámica

de estos iterados.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Teniendo en cuenta el trabajo Algunas consecuencias del Lema de Schwarz,

este trabajo continua el estudio de las funciones holomorfas el disco y estudiar

algunas propiedades de la función generadora de probabilidad, para ello a

continuación se mencionan aquellos resultados y definiciones necesarios para

la teoŕıa trabajada junto con los esquemas o referencia de sus demostraciones.

1.1. Preliminares y notación

Definición 1.1.1 (Mapeos iterados): Sea X un conjunto y f : X −→ X

una función. Definimos fn como la n-ésima iteración de f cuando n es entero

no negativo por :

fn =

id si n = 0,

f ◦ fn−1 si n > 0.

Definición 1.1.2 (Función holomorfa): Sea f : D −→ C y A ⊆ D, f es

holomorfa en Asi para todo z0 ∈ A existe un abierto U ⊂ A tal que z0 ∈ U y

f ′(z) existe para todo z ∈ U .

Definición 1.1.3 (Transformación conforme): Sea f : D −→ C una fun-

ción compleja y A ⊆ D, f es conforme en z0 ∈ A si f es diferenciable en z0 y

f preserva el ángulo formado entre śı por dos curvas diferenciables en z0.

1
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La relación de ”ser conformemente equivalente”denotada por C está definida

por

D1CD2 ←→ Existe un mapeo conforme f : D1 −→ D2

Es fácil ver que C es una relación de equivalencia.

Definición 1.1.4 : Se consideran como conjuntos conformemente equivalentes

la Esfera de Riemann Ĉ, Plano complejo C y el Disco unidad-unitario ∆ =

{z ∈ C : |z| < 1}.

Notación 1.1.1: El conjunto de todas las funciones holomorfas en D que toma

valores en el conjunto Ω ⊂ C será denotado por Hol(D,Ω). Se usará Hol(D)

para denotar el conjunto Hol(D,D).

Nota 1.1.1: Si f y g están en Hol(D), entonces Φ = f ◦ g está también en

Hol(D), donde Φ(z) = f(g(z)).

Teorema 1.1.1 (Fórmula Integral de Cauchy):

Si f ∈ Hol(D,C) entonces para cada curva cerrada γ ∈ D y cada z ∈ D\γ.

1
2πi

∫
γ
f(ζ)
ζ−z dζ =

f(z) si z está dentro de γ

0 en otro caso.

(Para ver una demostración, consultar [4] página 113).

Notación 1.1.2: ∆r(z0) es el disco centrado en z0 y de radio r

Teorema 1.1.2 (Principio del módulo máximo): Si una función f es ho-

lomorfa y no constante en un dominio dado D, entonces |f | no alcanza su

máximo en D. Esto es, que no existe z0 ∈ D tal que |f(z)| ≤ |f(z0)| para todo

z ∈ D. (Para ver una demostración, consultar [3] página 88)

Teorema 1.1.3 (Lema de Shwarz): Sea f ∈ Hol(∆) tal que f(0) = 0. En-

tonces
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(1) |f(z)| ≤ |z| para todo z ∈ ∆

(2) |f ′(0)| ≤ 1

Más aún, si existe z0 ∈ ∆, z0 6= 0 tal que se tiene la igualdad en (1), o se tiene

la igualdad en (2), entonces f es una rotación, es decir, f(z) = eiαz, para algún

α ∈ [0, 2π]. (Para ver una demostración, consultar [2] página 11)

Este lema implica que una función holomorfa del disco unidad en el disco

unidad que fija el origen, mantiene las distancias fijas o las contrae.

Teorema 1.1.4 (Principio del punto fijo de Brouwer): Sea F : D → D

continua, D ⊆ Rn. Si D es convexo, cerrado, acotado y no vaćıo entonces F

tiene un punto fijo en D, es decir existe z0 ∈ D tal que F (z0) = z0. (Para ver

una demostración, consultar [6] página 31)

Teorema 1.1.5 (Propiedad de unicidad): Sea D un dominio en C, y sean

f , g funciones definidas sobre D para las cuales existen expansiones en serie

para cada punto de D. Si f y g coinciden en una sucesión de puntos distintos

en D con un punto ĺımite en D, o si tienen expansión en serie idéntica en un

solo punto de D, entonces f ≡ g (en D). (Véase [2] página 8)

Teorema 1.1.6 (Desigualdad del valor medio en varias variables): Sea

A ⊆ Rn abierto y conexo, f : A → Rn derivable en A, entonces para todo

{a, b} ⊆ A existe c ∈ A tal que:

||f(b)− f(a)|| ≤ ||Df(c)|| ||b− a||

donde Df(c) es el jacobiano de f evaluado en c. (Para ver una demostración,

consultar [7] página 121)

Teorema 1.1.7 (Teorema del punto fijo de Banach): Sea (D, d) un es-

pacio métrico completo y sea F : D → D una contracción estricta en (D, d)

en el sentido que:

d(F (x), F (y)) ≤ q.d(x, y), x, y ∈ D
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para algún 0 < q < 1.

Entonces F tiene un único punto fijo en D. Más aún, para cada x ∈ D la

sucesión de {F n(x)} converge a este punto fijo. (Véase [1] página 8)

Teorema 1.1.8 (Teorema de Vitali): Si {fn} ⊆ Hol(D,C) está acotada en

el interior de D, es decir para todo fn existe M > 0 tal que para todo z ∈ D

| fn(z) |< M . Si {fn} converge para un conjunto de puntos con punto ĺımite

en D, entonces {fn} converge localmente uniformemente en D a alguna f ∈

Hol(D,C). (Véase [1] página 8)

Teorema 1.1.9 (Teorema de Riemann en singularidades removibles):

Sea z0 una singularidad aislada de f(z). Si f(z) es acotada cerca de z0 entonces

f(z) tiene una singularidad removible en z0. (Véase [3] página 172)

Teorema 1.1.10 (Teorema de Montel): La familia F esta uniformemente

acotada en el interior de D si y solo si esta es compacta en la topoloǵıa de

convergencia local uniforme en D, es decir, cada sucesión {fn} ⊆ F contiene

una subsucesión la cual converge localmente uniforme en D. (Véase [1] página

6)

Proposición 1.1.1: Sean (X, d) un espacio métrico y (xn)n∈N una sucesión de

puntos en X. ĺım
n→∞

xn = x ∈ X si y solo si para toda subsucesión (xnk)k∈N de

(xn) existe una subsucesión (xnkj )j∈N de (xnk) tal que ĺım
j→∞

xnkj = x.

Demostración: (⇒) Si ĺım
n→∞

xn = x ∈ X entonces toda subsucesión (xnk)k∈N

de (xn) converge a x, aplicando nuevamente el mismo argumento entonces

toda subsucesión (xnkj )j∈N de (xnk) converge a x en particular la subsucesión

idéntica (xnk)k∈N de (xnk) converge a x.

(⇐) Supongamos que (xn)n∈N no converge a x, entonces existe ε > 0 tal

que para k ∈ N existe nk > k tal que | xnk − x |> ε, tomando la sucesión

(xnk)k∈N vemos que (xnk) es una subsucesión de (xn) que no tiene subsucesiones

convergentes ya que para ε > 0 y s ∈ N xns ∈ (xnk) y | xns − x |> ε.
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1.2. Acerca de puntos fijos de automorfismos

en ∆

En el trabajo [2] se trabajan caracterizaciones de los automorfismos del disco

y sus dinámicas en puntos y en esta parte introductoria retomaremos parte del

trabajo y concluimos con dos resultados necesarios en la teoŕıa posterior.

El término automorfismo se refiere a un isomorfismo de un objeto matemático

en él mismo. Para nosotros el término estará delimitado en un contexto en

especial:

Definición 1.2.1: Un automorfismo del disco unidad es una función holomorfa

f : ∆ −→ ∆ y además biyectiva. El conjunto de todos los automorfismos del

disco unidad se denotará por Aut(∆). ((Aut(∆), ◦) es un grupo donde ◦ es la

operación de composición de funciones y la identidad del grupo es id∆(z) = z).

Nota: Como consecuencia del Lema de Shwarz tenemos que los automorfismos

del disco unidad que fijan al origen son rotaciones.

Definición 1.2.2: Se define la transformación de Möebius ma(z) en el disco

unidad por:

ma(z) :=
z + a

1 + az
(1.1)

donde a ∈ ∆.

Usando la anterior notación y el lema de Schwartz podemos probar el Lema

1.2.1.

Lema 1.2.1 (Lema de Pick): Si F ∈ Hol(∆). Entonces para todo par z y

w en ∆ se tiene que:

|m−F (w)(F (z))| ≤ |m−w(z)| (1.2)

Si la igualdad se verifica en la desigualdad anterior, entonces F es un auto-

morfismo de ∆. (Para ver una demostración, consultar [2] página 14)
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Nota 1.2.1: Si además suponemos F (0) = 0 en el Lema 1.2.1, entonces tene-

mos la hipótesis del Lema de Shwarz, es decir este Lema es una generalización

del Lema de Shwarz.

Observación 1.2.1 (Notación): ∆r = {z ∈ ∆ : |z| < r}, Ωr(a) := ma(∆r),

donde Ωr(a) es conocida como la bola pseudo hiperbólica.

Por el Lema de Pick y la proposición anterior tenemos una descripción del

comportamiento de las funciones f ∈ Hol(∆) en los dominios Ωr(a), r ∈ (0, 1)

y a ∈ ∆. Ya que si F ∈ Hol(∆) entonces:

F (Ωr(a)) ⊆ Ωr(F (a)) (1.3)

Definición 1.2.3: Se define la métrica pseudo-hiperbólica d : ∆ × ∆ → R+

por :

d(z, w) :=| z−w
1−wz |=| m−w(z) | (1.4)

esta métrica será de importancia en el desarrollo de este trabajo ya que varios

resultados se pueden escribir en términos de la métrica como lo es el Lema

de Pick además de estar vinculada en el estudio de la dinámica en secciones

posteriores.

Observación 1.2.2: Las demostraciones de las proposiciones 1.2.1, 1.2.2 y

1.2.3 se pueden encontrar con detalle en el trabajo [2].

Proposición 1.2.1: Si ζ ∈ ∆ es un punto fijo de F ∈ Hol(∆). Entonces F

deja la bola pseudo-hiperbólica Ωr(ζ) invariante; en otras palabras para cada

r ∈ (0, 1)

F (Ωr(ζ)) ⊆ Ωr(ζ) (1.5)

Una consecuencia adicional del lema de Pick-Shwarz es que si ζ ∈ ∆ es un

punto fijo de F ∈ Hol(∆) entonces:

|F ′(ζ)| ≤ 1 (1.6)
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La igualdad se tiene en las afirmaciones anteriores si y solo si F es un auto-

morfismo de ∆.

Proposición 1.2.2 (Puntos fijos de los automorfismos de ∆):

Si F ∈ Aut(∆) entonces se puede representar de la siguiente forma:

F (z) = eiϕ
z − a
1− az

(1.7)

Para algún a ∈ ∆ y ϕ ∈ R.

Entonces para F ∈ Aut(∆), la ecuación F (z) = z es equivalente a la ecuación

cuadrática.

az2 + (eiϕ − 1)z − eiϕa = 0 (1.8)

o

az2 + (e−iϕ − 1)z − e−iϕa = 0 (1.9)

Entonces:

(i). Si a = 0, de (1.7) tenemos que:

F (z) = eiϕz

Es decir F es una rotación alrededor del origen y tiene como único punto fijo

z = 0 en ∆ siempre que ϕ 6= 0; y tenemos que si ϕ = 0 entonces F (z) = z por

lo cual F tendrá infinitos puntos fijos en ∆.

(ii). Si pensamos en el contra rećıproco de (i), podemos afirmar que si F no es

la identidad y no es una rotación alrededor del origen entonces a 6= 0, por lo

tanto z = 0 no es una ráız de la ecuación anterior. Luego, podemos multiplicar

por −e
iϕ

z2
en ambos lados de la igualdad y obtenemos:

a(1
z
)2 + (eiϕ − 1)1

z
− eiϕa = 0

En otras palabras, z 6= 0 es una ráız de la ecuación anterior si y solo si 1/z

es una ráız de la ecuación. Consecuentemente, la ecuación tiene máximo una

solución dentro de ∆, además, si asumimos que la ecuación tiene una solución
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unimodular, entonces es única o la segunda solución también tiene módulo 1.

De (i) y (ii) podemos dar una descripción de un automorfismo F según sus

puntos fijos:

1. F tiene un solo punto fijo en ∆ (Y el otro por fuera).

2. F tiene un solo punto fijo en ∂∆ y ningún punto fijo en ∆.

3. F tiene dos puntos fijos diferentes en ∂∆

Definición 1.1.4:

Si F está descrito por (1) diremos que F es Eĺıptico

Si F está descrito por (2) diremos que F es Hiperbólico.

Si F está descrito por (3) diremos que F es Parabólico.

Proposición 1.2.3: Si F ∈ Aut(∆) no es un automorfismo eĺıptico, entonces

la sucesión de iteraciones {F (n)}∞n=0 es convergente. Aún más, si F no es la

identidad, entonces el ĺımite de esta sucesión es una constante unimodular, la

cual es un punto fijo de F en la frontera de ∆.

Demostración:

Si F es un automorfismo hiperbólico entonces

F (n)(z) = L−1(λnL(z))

donde L(z) = z−ζ1
z−ζ2 y λ := 1−aζ2

1−aζ1 donde {ζ1, ζ2} son puntos fijos de F

tales que | ζ1 |=| ζ2 |= 1. Por un resultado previo (véase [2] página 29),

tenemos que para cada z ∈ ∆:

i. Si |λ| < 1 entonces la sucesión {F (n)}∞n=0 converge a ζ1 = L−1(0).
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ii. Si |λ| > 1 entonces la sucesión {F (n)}∞n=0 converge a ζ2.

De i. y ii. se deduce que en el caso en que F es un automorfismo hi-

perbólico {F (n)}∞n=0 converge a una constante unimodular, la cual es un

punto fijo de F en la frontera de ∆.

Si F es un automorfismo parabólico entonces

ζ
F (n)(z)−ζ = n e

iϕ−1
eiϕ+1

+ ζ
z−ζ

para todo z ∈ ∆ y n ∈ {0, 1, 2, ...}, donde ζ es el único punto fijo de F

tal que | ζ |= 1.

i. Si F es la identidad entonces ϕ = 0, luego ζ
F (n)(z)−ζ = ζ

z−ζ , por lo tanto

F (n)(z) = z y la sucesión converge.

ii. Si F no es la identidad entonces ϕ 6= 0, luego:

1
|F (n)(z)−ζ|

= 〈 |ζ| = 1 〉

| ζ
F (n)(z)−ζ |

= 〈 Definición anterior 〉

|n eiϕ−1
eiϕ+1

+ ζ
z−ζ |

≥ 〈 |a+ b| ≥ |a| − |b| 〉

|n eiϕ−1
eiϕ+1

| − | ζ
z−ζ |

≥ 〈 |ζ| = 1, |nz| = n|z|, |eiϕ + 1| ≤ 2 〉

n |e
iϕ−1|

2
− 1
|z−ζ|

donde esta ultima expresión diverge cuando n→∞.

Por lo tanto |F (n)(z)−ζ| → 0 o de manera equivalente F (n)(z)→ ζ, luego

{F (n)}∞n=0 converge a una constante unimodular, la cual es un punto fijo

de F en la frontera de ∆.
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Proposición 1.2.4 : Sean F ∈ Hol(∆) y ζ ∈ ∆ punto fijo de F . Entonces:

i) Para cada r ∈ (0, 1) y n = 0, 1, 2, ..., se satisface la siguiente condición de

invarianza:

F (n)(Ωr(ζ)) ⊆ Ωr(ζ) (1.10)

donde Ωr(ζ) = {w ∈ ∆ : |w − 1−|ζ|2
1−r2|ζ|2 | <

1−r2
1−r2|ζ|2}.

ii) Si F no es la identidad entonces el punto ζ ∈ ∆ es el único punto fijo

de F en ∆. Más aun, si F no es la identidad las siguientes proposiciones son

equivalentes:

a) Para cada z ∈ ∆, la secuencia {F (n)}∞n=0 (la órbita) converge a ζ cuando n

tienda a infinito.

b) El mapeo F : ∆ 7→ ∆ no es un automorfismo de ∆.

c) |F ′(ζ)| < 1

Demostración: i) Por inducción:

n = 0. Si n = 0 entonces F es la identidad, por lo tanto:

F (0)(Ωr(ζ))

= 〈 Definición de función identidad 〉

Ωr(ζ)

⊆ 〈 A ⊆ A 〉

Ωr(ζ)

= 〈 F (ζ) = ζ 〉

Ωr(F (ζ))

En el caso de n = 1 el lema de Pick anteriormente demostró que

F (Ωr(ζ)) ⊆ Ωr(ζ)

n > 1. Supongamos que para n = k la proposición es cierta (es decir

F (k)(Ωr(ζ)) ⊆ Ωr(ζ)), ahora:
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F (k+1)(Ωr(ζ))

= 〈 Definición de composición 〉

F (F (k)(Ωr(ζ)))

⊆ 〈 Hipótesis de inducción, F es función 〉

F (Ωr(ζ))

⊆ 〈 Lema de Pick 〉

Ωr(ζ)

ii) Supongamos que F tiene dos puntos fijos diferentes, digamos ζ1 y ζ2, ζ1 6= ζ2,

entonces podemos escoger r1 y r2 en (0, 1) tales que ζ2 /∈ Ωr1(ζ1), ζ1 /∈ Ωr2(ζ2) y

Ωr1(ζ1)∩Ωr2(ζ2) = Ω 6= ∅, como Ωr1(ζ1), Ωr2(ζ2) son conexos y su intersección

es no vaćıa, entonces Ω es conexo, Ω ⊆ ∆ porque es la intersección de dos

subconjuntos de ∆, por lo tanto Ω es acotado y además

F (Ω)

= 〈 Definición de Ω 〉

F (Ωr1(ζ1) ∩ Ωr2(ζ2))

⊆ 〈 F es función, entonces F (A ∩B) ⊆ F (A) ∩ F (B) 〉

F (Ωr1(ζ1)) ∩ F (Ωr2(ζ2))

⊆ 〈 F es continua, luego F (A) ⊆ F (A) 〉

F (Ωr1(ζ1)) ∩ F (Ωr2(ζ2))

⊆ 〈 Lema de Pick: F (Ωr(ζ)) ⊆ Ωr(ζ) 〉

Ωr1(ζ1) ∩ Ωr2(ζ2)

⊆ 〈 Definición de Ω 〉

Ω

aśı F (Ω) ⊆ Ω, entonces se sigue del Principio del punto fijo de Brouwer que

existe ζ3 ∈ Ω tal que F (ζ3) = ζ3 el cual es diferente de ζ1 y ζ2. Repitiendo

este argumento podemos hallar una sucesión {ζn}∞n=1 ⊆ ∆ tal que F (ζn) = ζn.

Por la propiedad de unicidad esto implica que F (z) = z para todo z lo cual

contradice la hipótesis de que F no es la identidad.

Para demostrar las equivalencias lo realizaremos mediante una cadena de im-

plicaciones.
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a)⇒b): Por contradicción. Si F ∈ Aut(∆) y F tiene un punto fijo ζ ∈ ∆

entonces F es un automorfismo eĺıptico, luego F es una rotación alrededor

de ζ (véase [1] página 27) y por lo tanto la sucesión {F (n)}∞n=0 no converge

para todo z ∈ ∆ (De hecho la sucesión solo converge para ζ).

b)⇒c): Nuevamente por contradicción. Si |F ′(ζ)| ≥ 1, entonces |F ′(ζ)| =

1 porque F es un holomorfismo. Consideremos el holomorfismo G =

m−ζ ◦ F ◦mζ donde mζ(z) :=
z + ζ

1 + ζz
y m′ζ(z) :=

1− |ζ|2

(1 + ζz)2
, ahora:

G(0)

= 〈 Definición de G 〉

m−ζ ◦ F ◦mζ(0)

= 〈 mζ(0) = ζ, F (ζ) = ζ, m−ζ(ζ) = 0 〉

0

Además:

|G′(0)|

= 〈 Regla de la cadena 〉

|m′−ζ(F (mζ(0))) ∗ F ′(mζ(0)) ∗m′ζ(0)|

= 〈 Definición de mζ y la expresión obtenida para m′ζ 〉

| 1− |ζ|2

(1− |ζ|2)2
∗ F ′(ζ) ∗ (1− |ζ|2)|

= 〈 Simplificando términos 〉

|F ′(ζ)|

= 〈 Hipótesis 〉

1

Por el lema de Schwarz se tiene que G es una rotación y por lo tanto

F = mζ ◦ rϕ ◦m−ζ

lo cual implica que F es un automorfismo eĺıptico.

c)⇒a): Como F ′ es una función continua en ∆, existe un disco ∆r(ζ) ⊂

∆ centrado en ζ y con radio r > 0 tal que
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|F ′(z)| < 1

para todo z ∈ ∆r(ζ), la clausura de ∆r(ζ). Por la desigualdad del valor

medio en varias variables se tiene que para todo {z, w} ⊆ ∆r(ζ) existe

uz,w ∈ ∆r(ζ) tal que

|F (z)− F (w)| ≤detJF (uz,w) |z − w|

≡ 〈 detJF (uz,w) = |F ′(uz,w)|2 〉

|F (z)− F (w)| ≤ |F ′(uz,w)|2 |z − w|

⇒ 〈 |F ′(uz,w)| < 1 entonces |F ′(uz,w)|2 < |F ′(uz,w)| 〉

|F (z)− F (w)| ≤ |F ′(uz,w)| |z − w|

Como ∆r(ζ) es compacto y F ′ es continua existe q = max{|F ′(z)| : z ∈

∆r(ζ)}, luego :

|F (z)− F (w)| ≤ q |z − w|

⇒ 〈 q < 1 〉

|F (z)− F (w)| < |z − w|

⇒ 〈 w = ζ, F (ζ) = ζ 〉

|F (z)− ζ)| ≤ |z − ζ|

Aśı F es un auto mapeo de ∆r(ζ) el cual es una contracción estricta. El

teorema del punto fijo de Banach implica que {F (n)}∞n=0 converge a ζ para

todo z ∈ ∆r(ζ). Utilizando el teorema de Vitali se tiene que {F (n)}∞n=0

converge para todo z ∈ ∆

Corolario 1.2.1: Suponga que F ∈ Hol(∆) mapea ∆ estrictamente en su

interior, es decir, para algún r ∈ (0, 1)

|F (z)| ≤ r

para todo z ∈ ∆. Entonces F tiene un único punto fijo ζ ∈ ∆, |ζ| ≤ r, y para

cada z ∈ ∆ la orbita {F (n)}∞n=0 converge a ζ cuando n tiende a infinito.

Demostración: Como |F (z)| ≤ r para todo z ∈ ∆ entonces F no es la

identidad, luego por la proposición anterior parte ii). se tiene que ζ es único,

además
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|ζ| = |F (ζ)| ≤ r

Aśı |ζ| ≤ r. Como F mapea ∆ estrictamente en su interior, entonces F no

es biyectiva y por lo tanto no es un automorfismo y por las equivalencias

anteriores se concluye la convergencia de la órbita.

1.3. Comportamiento en ∂∆ de automapeos

holomorfos

Estudiaremos los iterados de una bola pseudo hiperbólica bajo una aplicación

holomorfa donde el centro de dicha bola es aplicado a ∂∆

Definición 1.3.1: Para un punto ζ ∈ ∆ y K > 1− |ζ|2 se define el conjunto

D(ζ,K) como

D(ζ,K) = {z ∈ ∆ : |1−zζ|
2

1−|z|2 < K}

Veremos que para un punto ζ ∈ ∆ el conjunto D(ζ,K), K > 1− | ζ |2, es

exactamente la bola pseudo hiperbólica Ωr(ζ) centrada en el punto ζ con radio

r =
√

1− 1−|ζ|2
K

.

Note que D(ζ,K) tiene sentido incluso si ζ es un punto frontera. En este caso

los cálculos que se presentan más adelante muestran que para cada K > 0 el

conjunto D(ζ,K) es geométricamente un disco en ∆, centrado en 1
1+K

ζ con

radio K
K+1

< 1 es decir:

D(ζ,K) = {z ∈ ∆ : | z − 1
1+K

ζ |< K
K+1
}

Dicho disco es tangente internamente a la frontera de ∆ en el punto ζ. Este

disco es llamado un horociclo en ∆.

Más concretamente tenemos lo siguiente
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Proposición 1.3.1: Para ζ ∈ ∆ y K ≤ 1− | ζ | el conjunto

D(ζ,K) =

{
z ∈ ∆ :

| 1− zζ |2

1− | z |2
< K

}
Cumple que:

(i) Si ζ ∈ ∆ entonces los conjuntos Ωr(ζ) y D(ζ,K) coinciden donde r =√
1− 1−|ζ|2

k
.

(ii) Si ζ ∈ ∂∆ entonces para cada K > 0 el conjunto D(ζ,K) es un disco

centrado en ζ
K+1

con radio K
K+1

Demostración

(i) Sea z ∈ D(ζ,K) entonces

| 1− zζ |2< 1−|ζ|2
1−r2 (1− | z |2)

≡ 〈 Expandiendo | 1− zζ |2, propiedad distributiva 〉

1− 2Re(ζz)+ | z |2| ζ |2< 1−|z|2−|ζ|2+|z|2|ζ|2
1−r2

≡ 〈 Multiplicando ambos lados por (1− r2) 〉

(1− r2)(1− 2Re(ζz)+ | ζ |2| z |2) < 1− | z |2 − | ζ |2 + | z |2| ζ |2

≡ 〈 Propiedad distributiva 〉

1− 2Re(ζz)+ | z |2| ζ |2 −r2 + 2Re(r2ζz)− r2 | z |2| ζ |2< 1− | z |2

− | ζ |2 + | z |2| ζ |2

≡ 〈 Si k ∈ R, entonces, Re(kz) = kRe(z), asociando convenientemente 〉

| z |2 −2Re(ζz)+ | ζ |2< r2(1− 2Re(ζz)+ | z |2| ζ |2)

≡ 〈 Factorizando | z − ζ |2, | 1− ζz |2 y despejando r2 〉
|z−ζ|2
|1−ζz|2 < r2

≡ 〈 Tomando ráız en ambos lados de la desigualdad 〉
|z−ζ|
|1−ζz| < r

Aśı z ∈ Ωr(ζ).

(ii) Sean K > 0 y ζ ∈ ∂∆ y z ∈ D(ζ,K) aśı

| 1− zζ |2< K(1− | z |2)

≡ 〈 Expandiendo | 1− zζ |2 〉

1− 2Re(ζz)+ | z |2| ζ |2< K(1− | z |2)

≡ 〈 Propiedad distributiva, | ζ |= 1 〉
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| ζ |2 −2Re(ζz)+ | z |2< K −K | z |2

≡ 〈 Factor común | z |2 〉

| z |2 (K + 1)− 2Re(ζz)+ | ζ |2< K | ζ |2

≡ 〈 Diviendo en ambos lados por K + 1, Re(kz) = kRe(z) 〉

| z |2 −2Re(z ζ
K+1

) + |ζ|2
K+1

< K|ζ|2
K+1

≡ 〈 Ordenando convenientemente 〉

| z |2 −2Re(z ζ
K+1

) < − |ζ|
2

K+1
+ K|ζ|2

K+1

≡ 〈 Suma de fracciones (Heterogéneas) 〉

| z |2 −2Re(z ζ
K+1

) < (K(K+1)|ζ|2−|ζ|2(K+1)
(K+1)2

≡ 〈 Sumando y restando | ζ |2 convenientemente 〉

| z |2 −2Re(z ζ
K+1

) < (K(K+1)|ζ|2−(K+1)|ζ|2+|ζ|2−|ζ|2
(K+1)2

≡ 〈 Sumando en ambos lados |ζ|2
(K+1)2

〉

| z |2 −2Re(z ζ
K+1

) + |ζ|2
(K+1)2

< (K(K+1)|ζ|2−(K+1)|ζ|2+|ζ|2
(K+1)2

≡ 〈 Factorizando, | ζ |= 1, operando 〉

| z − ζ
K+1
|2< K2+K−K+1−1

(K+1)2

≡ 〈 Simplificando 〉

| z − ζ
K+1
|2< K2

(K+1)2

≡ 〈 Tomando ráız en ambos lados de la desigualdad 〉

| z − ζ
K+1
|< K

K+1

aśı z pertenece al disco centrado en ζ
K+1

de radio K
K+1

.

Proposición 1.3.2 (Lema de Julia): Sea F ∈ Hol(∆) y sea ζ ∈ ∂∆. Suponga

que existe una sucesión de {zn}∞n=1 ⊂ ∆ convergente a ζ cuando n tiende a∞,

tal que los ĺımites

α = ĺım
n→∞

1− | F (zn) |
1− | zn |

(1.11)

y

η = ĺım
n→∞

F (zn) (1.12)
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existen (es decir son finitos); entonces, para cada z ∈ ∆ las siguientes desigual-

dades se tienen

| 1− F (z)η |2

1− | F (z) |2
≤ α
| 1− zζ |2

1− | z |2
(1.13)

En otras palabras, para cada K > 0 tenemos la siguiente inclusión;

F (D(ζ,K)) ⊆ D(η, αK) (1.14)

Observación 1.3.1: La condición (1.11) y (1.12) nos dice en particular que

zn → ζ y F (zn) → η pero la convergencia de la sucesión zn a η no puede ser

mas rápida que la convergencia de la sucesión {F (zn)} a ζ.

Demostración: Se tiene de (1.11) y (1.12) que | η |= 1; esto es por:

| η |= 1− ĺım
n→∞

1− | F (zn) |= 1− ĺım
n→∞

(1−|F (z)|)(1−|zn|)
1−|zn| = 1− α(1− | ζ |) = 1.

Para {z, w} ⊂ ∆ se define la función

σ(z, w) =
(1− | w |2)(1− | z |2)

| 1− wz |2
(1.15)

Es claro que se puede escribir la desigualdad de Pick-Schwarz de la forma

σ(z, w) ≤ σ(F (z), F (w)) (1.16)

puesto que
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|F (z)−F (w)|2

|1−F (z)F (w)|2
≥ |z−w|2
|1−zw|2

≡ 〈 Expandiendo | F (z)− F (w) |2 y | z − w |2 〉

|F (z)|2−2Re(F (z)F (w))+|F (w)|2

|1−F (z)F (w)|2
≥ |z|2−2Re(zw)+|w|2

|1−zw|2

≡ 〈 Suma y restando convenientemente 〉

1−1+|F (z)|2|F (w)|2−|F (z)|2|F (w)|2+(|F (z)|2−2Re(F (z)F (w))+|F (w)|2)

|1−F (z)F (w)|2

≥
(1−1+|z|2|w|2−|z|2|w|2)+(|z|2−2Re(zw)+|w|2)

|1−zw|2

≡ 〈 Asociando convenientemente 〉

1−2Re(F (z)F (w))+|F (z)|2|F (w)|2−(1−|F (z)|2)(1−|F (w)|2)

|1−F (z)F (w)|2

≥
(1−2Re(zw)+|z|2|w|2)−(1−|z|2)(1−|w|2)

|1−zw|2

≡ 〈 Factorizando 〉

|1−F (z)F (w)|2−(1−|F (z)|2)(1−|F (w)|2)

|1−F (z)F (w)|2
≥ |1−zw|2−(1−|z|2)(1−|w|2)

|1−zw|2

≡ 〈 Separando en fracciones y simplificando 〉

1− (1−|F (z)|2)(1−|F (w)|2)

|1−F (z)F (w)|2
≥ 1− (1−|z|2)(1−|w|2)

|1−zw|2

≡ 〈 Restando 1 y multiplicando por −1 en ambos lados 〉
(1−|z|2)(1−|w|2)
|1−zw|2 ≤ (1−|F (z)|2)(1−|F (w)|2)

|1−F (z)F (w)|2

≡ 〈 Definición de la función σ 〉

σ(z, w) ≤ σ(F (z), F (w))

para todo F ∈ Hol(∆) y {z, w} ⊂ ∆. En particular, tenemos:

σ(z, zn) ≤ σ(F (z), F (zn))

para cada z ∈ ∆ y todo n = 1, 2, 3, ..., . Escribiendo esta desigualdad expĺıci-

tamente y haciendo unas simples operaciones obtenemos

| 1− F (zn)F (z) |2

1− | F (z) |2
≤ (1− | F (zn) |2) | 1− znz |2

(1− | z |2)(1− | zn |2)
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haciendo tender n a infinito obtenemos

|1−ηF (z)|2
1−|F (z)|2 ≤ α (1+|η|)|1−ζz|2

(1+|ζ|)(1−|z|2)

≡ 〈 | η |=| ζ |= 1 〉

|1−ηF (z)|2
1−|F (z)|2 ≤ α |1−ζz|

2

1−|z|2

Por último faltaŕıa ver que se cumple la contenencia

Sea w ∈ F (D(ζ,K)). entonces, existe z ∈ D(ζ,K) tal que w = F (z). Veamos

que w ∈ D(η,K):
|1−wη|2
1−|w|z2

= 〈 w = F (z) 〉
|1−F (z)η|2
1−|F (z)|2

≤ 〈 (1.13) 〉

α |1−zζ|
2

1−|z|2

≤ 〈 z ∈ D(ζ,K) 〉

αK

Que era lo que se buscaba aśı w ∈ D(η, αK)

Definición 1.3.2 (Número de Julia en ζ): Para F ∈ Hol(∆) y ζ ∈ ∂∆, se

define el número de Julia α(ζ, F ) por la fórmula:

α(ζ, F ) = ĺım inf
z→ζ

1− | F (z) |
1− | z |

(1.17)

donde z tiende a ζ sin restricciones en ∆. Si α(ζ, F ) es finito, adaptando la

demostración del Lema de Julia se tiene que

| 1− ηF (z) |2

1− | F (z) |2
≤ α(ζ, F )

| 1− ζz |2

(1− | z |2)
(1.18)

Donde η = ĺım
n→∞

F (zn) y {zn} es una sucesión sobre la cual el ĺımite inferior

(1.17) se alcanza.

Nota 1.3.2: La demostración de la existencia del ĺımite η anterior y la exis-

tencia de su módulo se encuentra en el Corolario 1.3.1 como consecuencia de

(1.17).

Observación 1.3.1: La desigualdad (1.13) significa que para cada K > 0,

bajo las condiciones (1.11) y (1.12), F mapea el horociclo con radio R = K
K+1
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centrado en ζ
K+1

en el horociclo con radio r = αK
αK+1

centrado en η
αK+1

.

Proposición 1.3.2: Muestre que si F es un mapeo holomorfo no constante,

entonces el número α en (1.17) debe ser positivo.

Solución: De (1.18) tenemos que:

|1−ηF (z)|2
1−|F (z)|2 ≤ α |1−ζz|

2

(1−|z|2)

⇒ 〈 1− | ηF (z) |≤| 1− ηF (z) |, | 1− ζz |≤ 1+ | ζz | 〉

(1−|ηF (z)|)2
1−|F (z)|2 ≤ α (1+|ζz|)2

(1−|z|2)

⇒ 〈 | z.w |=| z | . | w |, | ζ |=| η |= 1 〉
(1−|F (z)|)2
1−|F (z)|2 ≤ α (1+|z|)2

(1−|z|2)

⇒ 〈 Diferencia de cuadrados y propiedad simplificativa 〉
1−|F (z)|
1+|F (z)

≤ α 1+|z|
1−|z|

⇒ 〈 Como F ∈ Hol(∆): 1± | F (z) |> 0, 1± | z |> 0 〉

0 < α

Observación 1.3.3: El hecho de que el ĺımite α en (1.11) exista para un

sucesión zn → ζ ∈ ∂∆ implica la existencia del ĺımite η ∈ ∂∆ de (1.12). En

efecto si zn → ζ, | F (zn) |→ 1 cuando n → ∞ entonces si tomamos una

subsucesión de {F (zn)} tenemos que F (znk) = eiϕnk | F (znk) |, como ϕnk ∈

[0, 2π] entonces existe una subsucesión nβk de nk tal que ϕnβk
→ β ∈ [0, 2π],

luego

ĺım
k→∞

F (znβk
) = ĺım

nk→∞
e
iϕ
n
β
k | F (znβk

) |

⇒ 〈 Propiedad del producto de ĺımites 〉

ĺım
k→∞

F (znβk
) = ĺım

nk→∞
e
iϕ
n
β
k ĺım
k→∞

| F (znβk
) |

⇒ 〈 Implicación de la existencia de α en (1.11) 〉

ĺım
k→∞

F (znβk
) = ĺım

nk→∞
e
iϕ
n
β
k

⇒ 〈 Continuidad de la función ez 〉

ĺım
k→∞

F (znβk
) = eiβ

Por lo tanto cada subsucesión de {F (zn)}∞n=1 tiene una subsucesión la cual

converge a algún punto unimodular. Escojamos dos subsucesiones y tomemos
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sus puntos ĺımites, digamos η1 y η2, | η1 |=| η2 |= 1. Si η1 6= η2 para un

K lo suficientemente pequeño podemos encontrar dos horociclos D(η1, αK)

y D(η2, αK) cuya intersección sea vaćıa, sin embargo de (1.14) para cada

z ∈ D(ζ,K) el elemento F (z) deberá estar en ambos horociclos D(η1, αK)

y D(η2, αK) lo cual es una contradicción a que su intersección es vaćıa, luego

η1 = η2 y el ĺımite (1.12) existe.

Hemos probado que cada subsucesión de {F (zn)}∞n=0 tiene una subsucesión

que converge a un punto común η lo que implica que la sucesión {F (zn)}∞n=0

converge a η.

De hecho mostraremos que α existe (y aśı también η) para cada sucesión {zn}

convergiendo a ζ a lo largo de direcciones no tangenciales.

Definición 1.3.3: Para un punto ζ en el ćırculo unidad ∂∆ y κ > 1 una región

de aproximación no tangencial a ζ es el conjunto

Γ(ζ, κ) = {z ∈ ∆ :| z − ζ |< κ(1− | z |)} (1.19)

Discusión de la región de aproximación no tangencial

A continuación realizaremos un breve estudio a esta región no tangencial con

el fin de entender algunas de sus propiedades y una mejor comprensión a

resultados posteriores.

Sea ζ ∈ ∂∆ y 0 < r < 1 dado. Consideremos la circunferencia de radio r

centrada en el origen y los segmentos que van desde el punto ζ y son tangentes

a la circunferencia.

entonces por la propiedad geométrica de los segmentos tangentes tenemos que:

| z1 |= r

⇒ 〈 Teorema de Pitágoras 〉

| z1 |2 + | z1 − ζ |2= 1

⇒ 〈 Reorganizando 〉

| z1 − ζ |2= 1− | z1 |2

⇒ 〈 Tomando ráız en ambos lados y racionalizando 〉

| z1 − ζ |=
√

1+|z1|
1−|z1|(1− | z1 |)
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Figura 1.1: Circunferencia de radio r y segmentos tangentes

Aśı para cada κ > 1 tenemos la circunferencia de radio r donde r = 1− 2
κ2+1

de lo que se deduce κ =
√

1+r
1−r . Del cálculo anterior tenemos que existen z1 y

z2 tales que | z1 |=| z2 |= r y

| z1 − ζ |=| z2 − ζ |=

√
1+ | z1 |
1− | z1 |

(1− | z1 |) =

√
1+ | z2 |
1− | z2 |

(1− | z2 |).

Entonces si consideramos el sector singular ∠z1OP tenemos que para un punto

β en el interior del sector angular se sigue de la ley de los cosenos que

Figura 1.2: Puntos de tangencia z1, z2 y sector circular
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12 =| β |2 + | β − ζ |2 −2 | β || β − ζ | cos θ

⇒ 〈 Si θ ∈ [π
2
, π), −1 < cos(θ) < 0 〉

1 >| β |2 + | β − ζ |2

⇒ 〈 Despejando | β − ζ | 〉

| β − ζ |<
√

1+|β|
1−|β|(1− | β |)

como la funcion f(x) = 1+x
1−x es monótona creciente para todo x 6= 1 ya que

f ′(x) = 2
(1−x)2

entonces

1+ | β |
1− | β |

≤ 1+ | z1 |
1− | z1 |

= κ

luego | β − ζ |< κ(1− | β |), es decir β ∈ Γ(ζ, κ). De manera análoga esta

propiedad se cumple para cualquier punto β en el sector ∠z2OP .

Ahora si consideramos un punto en el segmento Oζ entonces este punto estará

dado por la parametrización rζ donde r ∈ [0, 1), entonces:

| rζ − ζ |

= 〈 Factorizando ζ, | ζ |= 1 〉

| r − 1 |

= 〈 r ∈ [0, 1) 〉

1− | r |

< 〈 κ > 1 〉

κ(1− | r |)

entonces rζ ∈ Γ(ζ, κ) para r ∈ [0, 1). En el caso en que r ∈ (−x, 0], determi-

nemos el valor de x para el cual rζ ∈ Γ(ζ, κ), entonces:

| rζ − ζ |

= 〈 Factorizando ζ, | ζ |= 1 〉

| r − 1 |

= 〈 r ∈ (−x, 0] 〉

1+ | r |

= 〈 Multiplicando y dividiendo por 1− | r | 〉
1+|r|
1−|r|(1− | r |)
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donde en lo anterior es necesario que 1+|r|
1−|r| < κ para que rζ ∈ Γ(ζ, κ), entonces

| r |< 1 − 2
κ+1

, luego x = 2
κ+1
− 1 y se obtiene que para r ∈ ( 2

κ+1
− 1, 1),

rζ ∈ Γ(ζ, κ).

Por último veamos que el conjunto Γ(ζ, κ) es convexo. Sean β1, β2 en Γ(ζ, κ),

y sea rβ1 + (1− r)β2 para r ∈ (0, 1) un punto en el segmento que une a β1 y

β2, entonces:

| rβ1 + (1− r)β2 − ζ |

= 〈 Asociando convenientemente 〉

| r(β1 − ζ) + (1− r)(β2 − ζ) |

≤ 〈 Desigualdad triangular 〉

| r(β1 − ζ) | + | (1− r)(β2 − ζ) |

< 〈 r > 0, 1− r > 0, {β1, β2} ⊆ Γ(ζ, κ) 〉

κr(1− | β1 | +κ(1− r)(1− | β2 |)

= 〈 Simplificando y factorizando 〉

κ(1− (r | β1 | +(1− r) | β2 |))

como

| rβ1 + (1− r)β2 |≤ r | β1 | +(1− r) | β2 |

entonces

1− | rβ1 + (1− r)β2 |≥ 1− (r | β1 | +(1− r) | β2 |)

teniendo en cuenta lo anterior se deduce que

| rβ1 + (1− r)β2 − ζ |< κ(1− | rβ1 + (1− r)β2 |)

es decir Γ(ζ, κ) es convexo.

De la convexidad del conjunto y los comentarios anteriores tenemos una aproxi-

mación a la región de aproximación no tangencial dada por la siguiente figura:
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Figura 1.3: Subconjunto de la región de aproximación no tangencial obtenida

de la discusión

A continuación damos una representación de como seŕıa la forma completa de

una región de aproximación no tangencial dada por una computadora.

Figura 1.4: Región de aproximación no tangencial a un punto frontera (Tomada

de [1] página 20)

Definición 1.3.4: Diremos que una función f ∈ Hol(∆,C) tiene un ĺımite

no tangencial (o angular) L en el punto ζ ∈ ∂∆ si f(z) → L cuando z → ζ,

z ∈ Γ(ζ, κ) para cada κ > 1. Denotamos en este caso

L = ∠ ĺım
z→ζ

f(z).
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Corolario 1.3.1:Sea F un holomorfismo no constante en ∆, y sea ζ ∈ ∂∆.

Suponga que hay una sucesión zn que converge a ζ, tal que

ĺım inf
zn→ζ

1− | F (zn) |
1− | zn |

= α <∞. (1.20)

Entonces:

(i) α > 0;

(ii) El ĺımite no tangencial

η := ∠ ĺım
z→ζ

F (z),

el cual es un punto en ∂∆ existe;

(iii) Para cada K > 0 la siguiente inclusión se tiene

F (D(ζ,K)) ⊆ D(η, αK).

Demostración:

(i) Se tiene de la proposición 1.3.2.

(ii) Veamos que el ĺımite η existe. Como el ĺımite α en (1.20) existe entonces

para cada sucesión {zn} → {ζ} existe una subsucesión {znk} de {zn} tal que

ĺım
znk→ζ

1− | F (zn) |
1− | zn |

= α

lo cual por propiedades de ĺımites implica que ĺım
znk→ζ

| F (znk) |= 1 y de la Obser-

vación 1.3.3 se tiene que existe una subsucesión {znβk} tal que ĺım
k→∞

F (znβk
) = η

donde η es una constante unimodular para la cual se satisface (1.17) y (1.18).

Ahora, dado ε > 0 sea K tal que D(η, αK) está contenido en el ε-disco centrado

en η. A continuación, sea S un sector en ∆ con vértice en ζ. Entonces existe

δ tal que

S1 = S ∩ {z ∈ C :| z − ζ |< δ} ⊆ D(ζ,K)

Entonces por (1.18) tenemos

| F (z)− η |< αK
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Figura 1.5: Comportamiento en la frontera de un holomorfismo de ∆ (Tomada

de [1] página 22)

y por lo tanto

| F (z)− η |< ε

para z ∈ S1(Véase figura 1.5)

(iii) Se tiene como consecuencia de (1.14) y (1.18)

Finalmente, se presenta una afirmación muchos más fuerte establecida por

Carathéodory.

Proposición 1.3.3 (El teorema de Julia-Carathéodory): Sea F ∈ Hol(∆)

y sea ζ ∈ ∂∆. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) ĺım inf
z→ζ

1−|F (z)|
1−|z| = α <∞., donde el ĺımite es tomado cuando z se aproxima

a ζ sin restricciones en ∆;

(ii) ∠ ĺım
z→ζ

F (z)−η
z−ζ := ∠F ′(ζ) existe para un punto η ∈ ∂∆;

(iii) ∠ ĺım
z→ζ

F ′(z) existe, y ∠ ĺım
z→ζ

F (z) = η ∈ ∂∆

Además:

(a) α > 0 en (i);
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(b) los puntos frontera η en (ii) y (iii) son los mismos;

(c) ∠ ĺım
z→ζ

F ′(z) = ∠F ′(ζ) = αζη.

Nota: El valor ∠F ′(ζ) es llamo la derivada angular de F en ζ.

Hay varias demostraciones del teorema de Julia-Carathéodory, sin embargo en

este trabajo la realizaremos teniendo en cuenta los dos siguientes resultados

clásicos.

Proposición 1.3.4 (Principio de Lindelöf):

Sea ζ ∈ ∂∆ y sea f ∈ Hol(∆,C) acotada en cada región de aproximación no

tangencial a ζ. Si para alguna curva continua γ ∈ ∆ terminando en ζ existe el

ĺımite

L = ĺım
z→ζ

f(z), z ∈ γ,

entonces el ĺımite angular

∠ ĺım
z→ζ

f(z) = L

también existe. (Véase [1] página 23)

Proposición 1.3.5: Sea ζ ∈ ∂∆ y sea f ∈ Hol(∆,C. Suponga que el ĺımite

L = ∠ ĺım
z→ζ

f(z) := f(ζ)

existe (es finito). Entonces

∠ ĺım
z→ζ

f(z)− f(ζ)

z − ζ
existe si y solo si

∠ ĺım
z→ζ

f ′(z)

existe y ambos coinciden. (Véase [1] página 23)

Demostración de la proposición 1.3.3: Se realizara mediante una cadena

de implicaciones.

((iii)⇒ (ii)) Por hipótesis ∠ ĺım
z→ζ

F (z) = η ∈ ∂∆ y ∠ ĺım
z→ζ

F ′(z) existe, entonces

por la proposición 1.3.5 se cumple (ii).

((ii)⇒ (i)) Para r ∈ (0, 1) se tiene que 1− r > 0, ahora

1−|F (rζ)|
1−r

≤ 〈 | z | − | w |≤| z − w |, | ζ |= 1 〉
|η−F (rζ)|
|ζ−rζ|
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entonces

ĺım inf
z→ζ

1−|F (z)|
1−|z|

≤ 〈 z → ζ mediante la sucesión z = rζ 〉

ĺım inf
r→1−

1−|F (rζ)|
1−|rζ|

≤ 〈 Propiedades ĺım inf 〉

ĺım
r→1−

1−|F (rζ)|
1−|rζ|

≤ 〈 Teniendo en cuenta la desigualdad anterior 〉

ĺım
r→1−

|η−F (rζ)|
|ζ−rζ|

= 〈 Propiedades ĺımites 〉

| ĺım
r→1−

η−F (rζ)
ζ−rζ |

= 〈 Hipótesis (ii), existe κ > 0 talque rζ ∈ Γ(ζ, κ) 〉

| ∠ ĺım
z→ζ

η−F (z)
ζ−z |

Por lo tanto ĺım inf
z→ζ

1−|F (z)|
1−|z| es finito, es decir que se cumple (i).

((i)⇒ (iii)) Si se cumple (i), el corolario 1.3.1 implica que existe

∠ ĺım
z→ζ

F (z) := η ∈ ∂∆ (1.21)

Entonces debemos ver que (i) y (1.21) implican (ii) y por la proposición 1.3.5

se cumpliŕıa (iii).

Para este fin observamos que para cada κ > 1 y z ∈ Γ(ζ, κ):

|1−ηF (z)|2
1−|F (z)|2

≤ 〈 Por el lema de Julia tenemos 〉

α |1−ζz|
2

(1−|z|2)

= 〈 | z |2= z.z 〉

α (1−zζ)(1−zζ)
(1−|z|2)

= 〈 Propiedad distributiva 〉

α (1−zζ−zζ)+|z|2|ζ|2)
(1−|z|2)

= 〈 | ζ |= 1 〉
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α (|ζ|2−zζ−zζ)+|z|2)
(1−|z|2)

= 〈 Propiedad distributiva 〉

α (z−ζ)(z−ζ)
(1−|z|2)

= 〈 | z |2= z.z 〉

α |z−ζ|.|z−ζ|
(1−|z|2)

≤ 〈 z ∈ Γ(ζ, κ) 〉

α | z − ζ | κ 1−|z|
(1−|z|2)

= 〈 Diferencia de cuadrados 〉

α | z − ζ | κ 1−|z|
(1−|z|)(1+|z|)

≤ 〈 Propiedad simplificativa, 1+ | z |≥ 1 〉

α | z − ζ | κ

Por otro lado :

|F (z)−η|
1+|F (z)|

= 〈 | F (z) < 1, entonces 1− | F (z) |6= 0 〉
|F (z)−η|(1−|F (z)|)

(1+|F (z)|)(1−|F (z)|)

= 〈 Diferencia de cuadrados, | η |= 1 〉
|F (z)η−ηη|(1−|F (z)|)

1−|F (z)|2

≤ 〈 ηη =| η |2= 1, | z | − | w |≤| z − w |, | F (z)η |=| F (z) | 〉
|F (z)η−1||1−F (z)η|

1−|F (z)|2

= 〈 | F (z)η − 1 |=| 1− F (z)η | 〉
|1−F (z)η|2
1−|F (z)|2

De lo cual tenemos

|F (z)−η|
1+|F (z)| ≤

|1−F (z)η|2
1−|F (z)|2 ≤ α | z − ζ | κ.

Esto último implica que

|F (z)−η|
|z−ζ| ≤ ακ(1+ | F (z) |) ≤ 2ακ
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para cualquier z ∈ Γ(ζ, κ). En otras palabras, la función f(z) := F (z)−η
z−ζ es aco-

tada en cada región de aproximación no tangencial a ζ. Luego, para terminar

la demostración es suficiente mostrar la igualdad

ĺım
r→1−

η − F (rζ)

ζ − rζ
= αζη

La cual por la proposición 1.2.3 considerando la curva γ(r) = rζ, r ∈ [0, 1]

implicaŕıa la existencia de la derivada angular y aún mas la parte (c) de la

proposición 1.3.2. Como | ζ |= 1 entonces ζ−1 = ζ, por lo tanto es suficiente

con mostrar la siguiente igualdad

ĺım
r→1−

η − F (rζ)

1− r
= αη (1.22)

Por el Teorema de Riemann en singularidades removibles, como f(z) es acotada

en cada región de aproximación no tangencial a ζ, la singularidad aislada ζ de

la función f(z) es removible, luego

ĺım
z→ζ

F (z)− η
z − ζ

(1.23)

existe.

De hecho, mientras α es el ĺımite inferior en (i) tenemos

ĺım
r→1−

|η−F (rζ)|
1−r

≥ 〈 | η − F (rζ) |≥ (1− F (rζ)) 〉

ĺım
r→1−

1−|F (rζ)|
1−r

≥ 〈 Propiedad ĺım inf 〉

α

(1.24)

Ahora, haciendo z = rζ en (1.13) obtenemos:

|1−F (rζ)η|2
1−|F (rζ)|2 ≤ α |1−(rζ)ζ|2

1−|rζ|2

≡ 〈 Ordenando adecuadamente, | ζ |= 1, | η |= 1 〉
|η−F (rζ)|2

(1−r)2 ≤ α 1−|F (rζ)|2
1−r2

De lo cual:
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ĺım
r→1−

|η−F (rζ)|2
(1−r)2

≤ 〈 Desigualdad anterior 〉

α ĺım
r→1−

1−|F (rζ)|2
1−r2

= 〈 1+ | F (rζ) |> 0, 1− r > 0, 1 + r > 0 〉

α ĺım
r→1−

1−|F (rζ)|2
1−r2

1+|F (rζ)|
1+|F (rζ)|

(1−r)(1+r)
(1−r)(1+r)

= 〈 Diferencia de cuadrados, ordenando adecuadamente 〉

α ĺım
r→1−

1−|F (rζ)|
1+|F (rζ)|

(1+|F (rζ)|)2
(1+r)2

1−r2
(1−r)2

= 〈 Propiedades del producto de ĺımites 〉

α ĺım
r→1−

1−|F (rζ)|
1+|F (rζ)|

1−r2
(1−r)2 ĺım

r→1−

(1+|F (rζ)|)2
(1+r)2

= 〈 ĺım
r→1−

| F (rζ) |= 1 〉

α ĺım
r→1−

1−|F (rζ)|
1+|F (rζ)|

1−r2
(1−r)2

= 〈 Multiplicando y dividiendo por 1− | F (rζ) | 〉

α ĺım
r→1−

(1−|F (rζ)|)2
1−|F (rζ)|2

1−r2
(1−r)2

≤ 〈 1− | F (rζ) |≤| η − F (rζ) | 〉

α ĺım
r→1−

|η−F (rζ)|2
1−|F (rζ)|2

1−r2
(1−r)2

≤ 〈 Consecuencia de (1.13) con z = rζ 〉

α2 ĺım
r→1−

|1−rζζ|2
1−r2

1−r2
(1−r)2

= 〈 Simplificando términos, ζζ =| ζ |= 1 〉

α2 ĺım
r→1−

(1−r)2
(1−r)2

= 〈 Calculando el ĺımite 〉
α2

Ahora

ĺım
r→1−

|η−F (rζ)|2
(1−r)2 ≤ α2

⇒ 〈 Propiedades de los ĺımites, f(x) =
√
x es continua 〉

ĺım
r→1−

|η−F (rζ)|
1−r ≤ α

(1.25)
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De (1.24) y (1.25) tenemos que

ĺım
r→1−

| η − F (rζ) |
1− r

= ĺım
r→1−

1− | F (rζ) |
1− r

= α (1.26)

y

1

= 〈 (1.26) 〉

ĺım
r→1−

|η−F (rζ)|
1−r

1−|F (rζ)|
1−r

= 〈 Simplificando 〉

ĺım
r→1−

|η−F (rζ)|
1−|F (rζ)|

= 〈 | η |= 1 〉

ĺım
r→1−

|1−ηF (rζ)|
1−|F (rζ)|

≥ 〈 Re(1− ηF (rζ)) = 1−Re(ηF (rζ)), Re(ηF (rζ)) ≤| ηF (rζ) | 〉
ĺım
r→1−

|1−ηF (rζ)|
Re(1−ηF (rζ))

≥ 〈 | 1− ηF (rζ) |≥ Re(1− ηF (rζ)) 〉

ĺım
r→1−

|1−ηF (rζ)|
|1−ηF (rζ)|

= 〈 Calculando el ĺımite 〉

1

De lo anterior se concluye que

ĺım
r→1−

| η − F (rζ) |
1− | F (rζ) |

= ĺım
r→1−

| 1− ηF (rζ) |
1− | F (rζ) |

= ĺım
r→1−

| 1− ηF (rζ) |
Re(1− ηF (rζ))

= 1. (1.27)

Retomando vemos que

η ĺım
r→1−

η−F (rζ)
1−r

= 〈 Propiedad distributiva, ηη =| η |2= 1 〉

ĺım
r→1−

1−ηF (rζ)
1−r

= 〈 Expresión en forma polar 〉

ĺım
r→1−

|1−ηF (rζ)|
1−r ei arg(

1−ηF (rζ)
1−r )

= 〈 La múltiplicación por un escalar no afecta el argumento 〉

ĺım
r→1−

|1−ηF (rζ)|
1−r ei arg(1−ηF (rζ))



34 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Nótese sin embargo que (1.27) implica que

ĺım
r→1−

Arg(1− ηF (rζ)) = 0 (1.28)

ya que si Re(1− ηF (rζ))→| 1− ηF (rζ) | entonces:

ĺım
r→1−

|1−ηF (rζ)|
Re(1−ηF (rζ))

= 1

⇒ 〈 Propiedades del producto de ĺımites 〉

ĺım
r→1−

|1−ηF (rζ)|2
(Re(1−ηF (rζ)))2

= 1

⇒ 〈 | z |2= (Re(z))2 + (Im(z))2 〉

ĺım
r→1−

(
(Re(1−ηF (rζ)))2

(Re(1−ηF (rζ)))2
+ (Im(1−ηF (rζ)))2

(Re(1−ηF (rζ)))2

)
= 1

⇒ 〈 Simplificando, propiedades de los ĺımites 〉

ĺım
r→1−

(Im(1−ηF (rζ)))2

(Re(1−ηF (rζ)))2
= 0

⇒ 〈 Continuidad de la función f(x) = x2 〉

ĺım
r→1−

Im(1−ηF (rζ))
Re(1−ηF (rζ))

= 0

⇒ 〈 Continuidad de la función arcotangente 〉

ĺım
r→1−

arctan
(

Im(1−ηF (rζ))
Re(1−ηF (rζ))

)
= 0

⇒ 〈 Definición Arg(z) 〉

ĺım
r→1−

Arg(1− ηF (rζ)) = 0

Entonces

η ĺım
r→1−

η−F (rζ)
1−r

= 〈 arg(z) = {Arg(z) + 2kπ : k ∈ Z} 〉

ĺım
r→1−

|1−ηF (rζ)|
1−r ei(Arg(1−ηF (rζ))+2kπ)

= 〈 Propiedades del producto de ĺımites 〉

ĺım
r→1−

|1−ηF (rζ)|
1−r ĺım

r→1−
ei(Arg(1−ηF (rζ))+2kπ)

= 〈 (1.26), ez es continua y (1.28) 〉

αei2kπ

= 〈 ei2kπ = 0 para todo k ∈ Z 〉
α
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Recordando, como | η |= 1 entonces η = η−1, aśı

ĺım
r→1−

η − F (rζ)

1− r
= αη

que es precisamente lo que queŕıamos demostrar.

Por último, con respecto a los comentarios tenemos que:

(a) Como consecuencia de la proposición 1.3.2.

(b) Como

∠ ĺım
z→ζ

F (z)− η

= 〈 Multiplicando y dividiendo por z − ζ 〉

∠ ĺım
z→ζ

F (z)−η
z−ζ (z − ζ)

= 〈 Propiedades producto de ĺımites, ∠F ′(ζ) existe 〉

∠F ′(ζ)∠ ĺım
z→ζ

z − ζ

= 〈 Calculando el ĺımite 〉

0

De lo que se concluye que ∠ ĺım
z→ζ

F (z) − η = 0 y aśı los puntos frontera η en

(ii) y (iii) son el mismo.

(c) Se tiene de (1.22) y la proposición 1.3.4.

1.4. Puntos fijos de mapeos holomorfos de ∆.

El teorema de Wolf-Denjoy

Definición 1.4.1: Diremos que F es convergente en potencia si la sucesión

S = {F (n)}∞n=1 converge uniformemente en cada subconjunto contenido estric-

tamente en ∆. Si el ĺımite de la sucesión es una constante ζ ∈ ∆ entonces este

es llamado un punto atractor de S.

Por la proposición 1.2.4, si F ∈ Hol(∆), F no es la identidad y ζ es un punto

interior a ∆ entonces este es un único punto fijo de F .

En esta sección estudiaremos la dinámica de los auto mapeos holomorfos de

∆ sin punto fijos en el interior. Un simple caso de esta situación se puede

observar en los automorfismos de ∆ sin puntos fijos en el interior donde estos
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tienen que ser hiperbólicos, donde sus dos puntos fijos deben estar en ∂∆ o

parabólicos, donde un punto fijo se encuentra en ∂∆ y ninguno en ∆ (véase

[2], página 26). El contenido de un resultado a destacar el cual esencialmente

fue obtenido simultáneamente por J. Wolf y A. Denjoy es que este hecho se

mantiene para cualquier mapeo holomorfo de ∆ sin puntos fijos en el interior.

En otras palabras, cada F ∈ Hol(∆) el cual no tiene puntos fijos en ∆ es

convergente en potencia a su punto fijo en la frontera en el siguiente sentido:

ĺım
n→∞

F (n)(z) = ζ ∈ ∂∆

y

ĺım
r→1−

F (rζ) = ζ.

Nosotros hemos mencionado que un auto mapeo holomorfo de ∆ puede tener

diferentes puntos fijos en la frontera ∂∆ de ∆. Entonces, una pregunta adi-

cional es como reconocer cual de estos es el atractor. La clave para responder

esto proviene del Lema de Julia y el Teorema de Julia-Carathéodory donde

el valor de la derivada angular define tal punto (véase la Proposición 1.4.2 a

continuación). Una consecuencia del Lema de Pick-Schwarz nos dice acerca de

la condición de invarianza en vecindades de un punto fijo interior de ∆ (Propo-

sición 1.2.4). Para mapeos sin puntos fijos un resultado similar fue establecido

por Wolf donde discos pseudo-hiperbólicos fueron reemplazados por horociclos

en un cierto punto frontera de ∆:

Proposición 1.4.1 (Lema de Wolf): Sea F ∈ Hol(∆) sin puntos fijos en ∆.

Entonces hay un único punto unimodular ζ ∈ ∂∆, tal que para cada K > 0 y

n = 0, 1, 2, ..., el horociclo

D(ζ,K) =

{
z ∈ ∆ : φζ(z) :=

| 1− zζ |2

1− | z |2
< K

}
tangente internamente a ∂∆ en ζ, es F (n)-invariante, es decir

F (n)(D(ζ,K)) ⊆ D(ζ,K). (1.29)

Demostración: De hecho, es suficiente con mostrar que hay una sucesión

{zn}∞n=1 convergiendo a ζ, la cuál satisface las condiciones del Lema de Julia,

es decir, el ĺımite:

α = α(ζ, F ) := ĺım inf
z→ζ

1− | F (z) |
1− | z |
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existe. Más aún mostraremos que 0 ≤ α ≤ 1 y ∠ ĺım
z→ζ

F (z) = ζ.

Entonces nuestra afirmación resulta como una consecuencia de la Proposición

1.3.3.

Tome cualquier sucesión arbitraria {rn}∞n=0 ∈ (0, 1) incrementando a 1, y con-

sidere los mapeos Fn = rnF. Como rnF mapea ∆ estrictamente en su interior,

por el Corolario 1.2.1 Fn tiene un único punto fijo ζn ∈ ∆. En el paso a una

subsucesión, podemos asumir que {ζn}∞n=0 converge a un punto ζ ∈ ∆. Si

ζ ∈ ∆, entonces por continuidad tenemos

ζ = ĺım
n→∞

ζn = ĺım
n→∞

rnF (ζn) = F (ζ)

contradiciendo la hipótesis de que F no tiene puntos fijos en ∆.

Consecuentemente | ζ |= 1. En adición

1− | F (ζn) |
1− | ζn |

=
1− 1

rn
| ζn |

1− | ζn |
≤ 1

para todo n = 1, 2...

Una vez más, pasando a una subsucesión por el Teorema de Bolzano - Weiers-

trass concluimos que el número de Julia

α(ζ, F ) = ĺım inf
z→ζ

1− | F (z) |
1− | z |

existe y es menor o igual que 1, esto junto con la Proposición 1.3.2 implica que

0 ≤ α ≤ 1. Además es claro que

F (ζn) =
1

rn
ζn

converge a ζ y por el Lema de Julia obtenemos la desigualdad

| 1− F (z)ζ |2

1− | F (z) |2
≤ α(ζ, F )

| 1− zζ |2

1− | z |2
(1.30)

la cual implica (1.29).

Proposición 1.4.2: El punto ζ ∈ ∂∆ para el cual se satisface (1.29) es único.

Demostración: Supongamos que existen ζ1 y ζ2 puntos fijos deferentes tales

que se satisface (1.29). Por propiedades geométricas de los horociclos, existen

D(ζ1, K1) y D(ζ2, K2) cuyas fronteras se intersecan en un solo punto, digamos

β; sea {zn}∞n=0 ⊆ (D(ζ1, K1)∪D(ζ2, K2)) tal que zn → β, por continuidad tene-

mos que para F ∈ Hol(∆) se cumple ĺım
n→∞

F (zn) = F (β), como por hipótesis ζ1
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y ζ2 son tales que se satisface (1.29) entonces F (β) ∈ (D(ζ1, K1) ∩D(ζ2, K2))

y por construcción de los horociclos se tiene que F (β) = β lo cual contradice

el hecho de que F no tiene puntos fijos en ∆.

Figura 1.6: Ilustración de la propiedad geométrica de los horociclos (Tomada

de [1] página 34)

Llamaremos al punto ζ ∈ ∂∆ para el cual se satisface el Lema de Wolff un

punto fuente de F en ∂∆.

Combinando la Proposición 1.4.1 con la Proposición 1.3.3 se obtiene una ca-

racterización de los automapeos holomorfos de ∆ sin punto fijos el cual es

llamado algunas veces el Teorema de Julia-Wolff-Carathéodory.

Proposición 1.4.3: Sea F ∈ Hol(∆). Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes.

(i) F no tiene puntos fijos en ∆;

(ii) existe un único punto unimodular ζ ∈ ∂∆ tal que

α := ∠ ĺım
z→ζ

F (z)− ζ
z − ζ

existe con 0 < α ≤ 1;

(iii) existe un único punto unimodular ζ ∈ ∂∆ tal que

∠ ĺım
z→ζ

F (z) = ζ
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y

∠ ĺım
z→ζ

F ′(z) = α ≤ 1;

(iv) existe un único punto unimodular ζ ∈ ∂∆ tal que

ĺım inf
z→ζ

1− | F (z) |
1− | z |

= α ≤ 1

(v) existe un único punto unimodular ζ ∈ ∂∆ tal que

sup
z∈∆

ϕζ(F (z))

ϕζ(z)
= α ≤ 1

donde

ϕζ(z) =
| 1− zζ |2

1− | z |2
=
| z − ζ |2

1− | z |2
, z ∈ ∆

Más aún,

(a) los puntos frontera ζ y los números α en (i)− (v) son los mismos;

(b) los ĺımites no tangenciales en (ii) y (iii) pueden ser reemplazados por los

ĺımites radiales.

Demostración: Por cadena de implicaciones tenemos:

((i) ⇒ (ii)). Por la Proposición 1.4.1 (i) ⇒ (iv) y por la Proposición 1.3.3

comentario (c) (iv) ⇒ (ii) donde ahora η = ζ, aśı, por transitividad de la

implicación se tiene que (i)⇒ (ii).

((ii)⇒ (iii)). Por la Proposición 1.3.3.

((iii)⇒ (iv)). Por la Proposición 1.3.3.

((iv)⇒ (v)). Por contradicción, si α no es el supremo de dicho cociente enton-

ces se satisface por (1.30) que para cada K > 0

F (D(ζ,K)) ⊂ D(ζ,K)

luego por el Corolario 1.2.1 F tiene un único punto fijo ζK ∈ (D(ζ,K) lo cual

implica, por construcción que F tiene mas de un punto fijo en ∆, luego F es

la identidad y esto contradice que el punto ζ en (iv) es único.
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((v)⇒ (i)). En el caso en que F tiene un punto fijo en ∆, el valor de α dado

por (v) se tiene para todo punto ζ ∈ ∂∆.

Con respecto a los comentarios:

(a) Se tienen de la deducción de las Proposiciones 1.3.3, 1.4.1 y 1.4.2.

(b) Para lograr este resultado es suficiente con ver que se tienen las equivalen-

cias en las Proposiciones (ii)− (iv) reemplazando los ĺımites angulares por los

radiales, entonces:

((iv) ⇒ (iii)) Se tiene directamente de la demostración de dicha implicación

en la Proposición 1.3.3.

((iii)⇒ (ii)) Se tiene por la definición de derivada y por la proposición 1.3.2.

((ii)⇒ (iv)) Se tiene directamente de la demostración de dicha implicación en

la Proposición 1.3.3.

Observación 1.4.1: La Proposición 1.4.2 (también como previamente el Lema

de Julia, el Teorema de Julia-Carathéodory y el Lema de Wolff), pueden ser

consideradas como una versión en la frontera del Lema de Pick-Schwarz; el

punto ζ es aplicado hacia ∂∆ en una manera adecuada. El número de Julia

α = α(ζ, F ) definido por la condición (iv) es, de hecho, la derivada angular de

F en el punto fijo en la frontera ζ, el cual es también una fuente de F por la

condición (v). En adición, si α < 1, entonces para cada n = 0, 1, 2, ..., y para

todo z ∈ ∆ tenemos por inducción gracias a (1.29)

| F (n)(z)− ζ |2

1− | F (n)(z) |2
≤ αn

| z − ζ |2

1− | z |2
(1.31)

Entonces ζ ∈ ∂∆ es un punto fijo atractor en ∂∆ de F , es decir, F (n) el n-

ésimo iterado de F converge a ζ uniformemente en cada subconjunto compacto

de ∆ con la tasa de convergencia en potencia dada por α en el sentido de la

“distancia”no euclidiana ϕζ(z).

La pregunta es si este punto es un atractor cuando α = 1. La respuesta afir-

mativa a esta pregunta esta dada en la siguiente afirmación.
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Proposición 1.4.4: Si F ∈ Hol(∆) no tiene puntos fijos en ∆, entonces hay

un único punto unimodular ζ ∈ ∂∆ el cual es una fuente de F , y el iterado

F (n) converge uniformemente en cada subconjunto compacto de ∆ a ζ.

Demostración: Primero supongamos los casos en que F es un automorfismo;

como F no tiene puntos fijos en ∆ entonces F no es un automorfismo eĺıpti-

co. Como ya vimos en la sección 1.1 el caso en que F sea un automorfismo

parabólico, sus iterados convergen a su único punto fijo en la frontera de ∆,

por último en el caso en que F es un automorfismo hiperbólico sus iterados

convergerán dependiendo del valor λ sin embargo con la Proposición 1.4.2 se

tiene que el punto ζ estará dado por la derivada angular. Ahora supongamos

que F no es un automorfismo, por el Teorema de Montel, como la familia

{F (n)} está uniformemente acotada en ∆ por 1 se tiene que cada sucesión

{f (n)} ⊆ {F (n)} contiene una subsucesión la cual converge localmente unifor-

me en ∆, entonces hay una subsucesión {F (nj)} la cual converge a un mapeo

holomorfo G : ∆→ ∆. Primero veremos que G debe ser constante. Suponien-

do lo contrario, por el principio del modulo máximo G no alcanza su máximo

en ∆ luego G ∈ Hol(∆). Pasando a subsucesiones (si es necesario), podemos

asumir que las sucesiones de enteros pj = nj+1 − nj y qj = pj − 1 tienden a

infinito, y que las sucesiones correspondientes {F (pj)} y {F (qj)} convergen a

mapeos holomorfos, digamos h y g, respectivamente. Por la continuidad de la

operación de composición se sigue que

h ◦G = ĺım
j→∞

(F (pj) ◦ F (nj)) = ĺım
j→∞

F (nj+1) = G

mientras G es no contante, h tampoco es constante y como para todo z ∈ ∆,

h(G(z)) = G(z) entonces h tiene mas de un punto fijo en ∆; luego por el

principio de unicidad h debe ser la función identidad. Al mismo tiempo

g ◦ F = ĺım
j→∞

F (qj) ◦ F = ĺım
j→∞

F (pj) = h = I

y

F ◦ g = F ◦ ĺım
j→∞

F (qj) = ĺım
j→∞

F (pj) = h = I

entonces F = g−1 es un automorfismo, lo cual es una contradicción. Luego

G = ζ ∈ ∆ es constante.
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Ahora por el Lema de Wolff (Proposición 1.4.1) ζ debe ser un punto fuente

de F . Entonces cada subsucesión convergente {F (nk)} tiene el mismo ĺımite

ζ ∈ ∂∆.

Para concluir, se formula el siguiente teorema el cual es llamado a veces el

Teorema de Denjoy-Wolff.

Proposición 1.4.5: Un mapeo F ∈ Hol(∆) es convergente en potencia en ∆

si y solo si este no es un automorfismo eĺıptico de ∆. Más aún, el ĺımite de la

sucesión {F (n)}∞n=0 es una constante ζ ∈ ∆.

Demostración: Si F es un automorfismo eĺıptico entonces F no converge en

ningún conjunto compacto estrictamente contenido en ∆.

Si F no es un automorfismo eĺıptico y si F no tiene puntos fijos en ∆ por la

Proposición 1.4.3 el ĺımite de la sucesión {F (n)}∞n=0 es una constante ζ ∈ ∂∆.

Si F no es un automorfismo eĺıptico y si F tiene puntos fijos en ∆ entonces:

Si F tiene mas de un punto fijo en ∆ entonces F es la identidad luego

F (n)(z) → z es una constante z ∈ ∆ para cada subconjunto contenido

estrictamente en ∆.

Si F solo tiene un punto fijo en ∆, se sigue de la Proposición 1.2.4 que

para cada z ∈ ∆, la secuencia {F (n)}∞n=0 (la órbita) converge a ζ cuando

n tienda a infinito.



Caṕıtulo 2

Aplicación de la teoŕıa a

probabilidad

2.1. Supuesto general

Sea X una variable aleatoria con valores en N+ tal que P(X = k) = ak para

todo k ∈ N+.

Definición 2.1.1: Para | z |< 1 se define la función generadora de probabili-

dad f por:

f(z) =
∞∑
k=1

akz
k (2.1)

Nota 2.1.1: Como | z |< 1 entonces

| f(z) |

= 〈 Definición de f 〉

|
∞∑
k=0

akz
k |

≤ 〈 Propiedades de series 〉
∞∑
k=0

| ak || zk |

≤ 〈 ak ≥ 0, | z |< 1 〉
∞∑
k=0

ak

43
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= 〈 Propiedades de la función de densidad 〉

1

Luego por comparación se tiene que f converge en ∆, además al ser una serie de

potencias f es holomorfa en ∆ y por el cálculo anterior | f |< 1 aśı concluimos

que f ∈ Hol(∆), además

ĺım
z→1

f(z) = 1 (2.2)

es decir que f tiene un punto fijo en ∂∆.

Siguiendo las propiedades de las series de potencias tenemos que

f ′(z) =
∞∑
k=1

kakz
k−1

aśı

f ′(1) = ĺım
z→1

f ′(z) =
∞∑
k=1

kak = E(X)

Notación: E(X) := m.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que:

1− P(X = 0) = P(X ≥ 1) =
∞∑
k=1

ak ≤
∞∑
k=1

kak = E(X)

entonces 1− P(X = 0) ≤ E(X).

Proposición: Sea f ∈ Hol(∆,C), entonces f mapea ∆ en su clausura ∆ si y

solo si satisface la condición:

| f ′(z) |≤
1− | f(z) |2

1− | z |2

(para ver una demostración véase [2] página 14).

De la proposición anterior deducimos que

| f ′(1) |≤ ĺım inf
z→1

1− | f(z) |2

1− | z |2

⇒ 〈 Propiedades del ĺımite inferior 〉

| f ′(1) |≤ ĺım inf
z→1

1− | f(z) |
1− | z |

ĺım inf
z→1

1+ | f(z) |
1+ | z |

⇒ 〈 Por (2.2) 〉

| f ′(1) |≤ ĺım inf
z→1

1− | f(z) |
1− | z |

:= α
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Si α es finito, de la Proposición 1.3.2 (Lema de Julia) se deduce que para K > 0

f(D(1, K)) ⊆ D(1, αK)

Como f ∈ Hol(∆), 1 ∈ ∂∆, de la Proposición 1.3.3 se tiene lo siguiente:

Si α <∞ por la parte (c), E(X) = α.

Si E(X) < ∞, se cumple la parte (iii) de la Proposición y nuevamente

por (c), E(X) = α.

de esto anterior concluimos que si α <∞ ó E(X) <∞ entonces

1− P(X = 0) ≤ E(X) = α

Si E(X) <∞, como

| f ′(z) |=|
∞∑
k=1

kakz
k−1 |≤

∞∑
k=1

| kakzk−1 |≤
∞∑
k=1

| kak |= E(X)

entonces f ′ es una función acotada en ∆ en particular en cualquier región de

aproximación no tangencial a 1, además la curva γ(r) = r donde r ∈ (0, 1) y

r → 1 cumple que

ĺım
r→1

f ′(z) = E(X)

entonces por la Proposición 1.3.4 (Principio de Lindelöf)

∠ ĺım
z→1

f ′(z) = E(X)

A continuación estudiaremos dos casos:

P(X = 0) = 0

P(X = 0) 6= 0

1. Si P(X = 0) = 0 entonces f(0) = ao = P(X = 0) = 0, es decir que 0

es un punto fijo de f ; como 1 es punto fijo en a frontera del disco entonces

f no es un automorfismo eĺıptico y como f tiene un punto fijo interior f no

es un automorfismo parabólico ni hiperbólico, luego f si es un automorfismo

entonces debe ser la identidad. Ahora de la Proposición 1.2.4, si f no es la

identidad se tiene lo siguiente:
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Para cada z ∈ ∆, f (n) → 0 cuando n→∞.

f ′(0) = a1 = P(X = 1) < 1.

0 es el único punto fijo de f .

Ahora del Lema de Shwarz, como:

| f ′(0) |=| P(X = 1) |= P(X = 1) = 1,

P(X = 1) = 1 si y solo si f es un automorfismo, en este caso f(z) = z.

2. Si P(X = 0) 6= 0 y f tiene un punto fijo ζ ∈ ∆ entonces f no es la identidad

y teniendo en cuenta lo anterior se cumple que

Para cada z ∈ ∆, f (n) → ζ cuando n→∞.

f ′(ζ) < 1.

ζ es el único punto fijo de f .

Si P(X = 0) 6= 0 y f no tiene puntos fijos en ∆; entonces por la Proposición

1.4.3 se tiene que 1 es la única constante unimodular para la que se satisface

las siguientes afirmaciones:

(ii) α := ∠ ĺım
z→1

f(z)−1
z−1

existe con 0 ≤ α ≤ 1

(iii) ∠ ĺım
z→1

f(z) = 1

(iv) α = ĺım inf
z→1

1−|f(z)|
1−|z|

(v)

sup
z∈∆

ϕ1(F (z))

ϕ1(z)
= α ≤ 1

donde

ϕ1(z) =
| 1− z |2

1− | z |2
=
| z − 1 |2

1− | z |2
, z ∈ ∆

de (ii) tenemos que α = f ′(1) = m y de (v) si z = 0 entonces

ϕ1(F (0))

ϕ1(0)
≤ m

⇒ 〈 Simplificando y reemplazando las definiciones de ϕ1 〉

1− P(X = 0)

1 + P(X = 0)
≤ m ≤ 1



2.1. SUPUESTO GENERAL 47

De la proposición 1.4.4, 1 es la única constante unimodular tal que f (n) → 1

en cada subconjunto compacto de ∆.

Adaptando la Observación 1.4.1 tenemos que

d(f (n)(z), 1) ≤ En(X)d(z, 1)

donde d(z, 1) = ϕ1(z), entonces si E(x) < 1, 1 ∈ ∂∆ es un punto fijo atractor

en ∂∆ de f , es decir, f (n) el n-ésimo iterado de f converge a 1 uniformemente

en cada subconjunto compacto de ∆ con la tasa de convergencia en potencia

dada por En(X) en el sentido de la “distancia”no euclidiana ϕ1(z).

Por último si m ≥ 1 entonces de la Proposición 1.4.3, f tiene puntos fijos en

∆.

Ejemplos: (1.) Si x ∼ Bin(n, p) entonces ak =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k, luego

fX(z)

= 〈 Simplificando y reemplazando las definiciones de ϕ1 〉
∞∑
k=1

(
n

k

)
pk(1− p)n−kzk

= 〈 Propiedades combinatoria y potencias 〉
n∑
k=1

(
n

k

)
(pz)k(1− p)n−k

= 〈 Binomio de Newton 〉

(p(z − 1) + 1)n

Como p 6= 1 entonces f(0) 6= 0, además f ′(z) = np(p(z − 1) + 1)n y f ′(1) =

np = m sin embargo no es fácil determinar si hay o no puntos fijos en ∆.
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(2.) Si x ∼ Geo(p) entonces ak = p(1− p)k, luego

fX(z)

= 〈 Simplificando y reemplazando las definiciones de ϕ1 〉
∞∑
k=1

p(1− p)kzk

= 〈 Propiedades combinatoria y potencias 〉

p
∞∑
k=1

((1− p)z)k

= 〈 Serie geométrica 〉
p

1−(1−p)z

Nótese que la función no se indetermina en ∆ ya que si 1−(1−p)z = 0 entonces

z = 1
1−p > 1. Como p 6= 0 entonces f(0) 6= 0, además f ′(z) = p(1−p)

(1−(1−p)z)2 y

f ′(1) = 1−p
p

= m sin embargo es fácil determinar si hay o no puntos fijos en ∆.

fX(z) = z

≡ 〈 Definición de f 〉
p

1−(1−p)z = z

≡ 〈 Aritmética 〉

z2(1− p)− z + p = 0

⇒ 〈 Fórmula cuadrática 〉

z =
1±
√

1−4(1−p)p
2(1−p)

⇒ 〈 Propiedad distributiva 〉

z =
1±
√

4p2−4p+1

2(1−p)

⇒ 〈 Factorizando 〉

z =
1±
√

4(p− 1
2

)2

2(1−p)

⇒ 〈 Posibles casos 〉

z1 = p
1−p ó z2 = 1

De lo anterior podemos deducir dos casos:

1. Si p < 1
2

entonces z = p
1−p es un punto fijo de f en ∆ y

Para cada z ∈ ∆, f (n) → p
1−p cuando n→∞.
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f ′( p
1−p) = p

1−p < 1.

p
1−p es el único punto fijo de f .

2. Si p ≥ 1
2

entonces z = 1 es el único punto fijo de f en ∆ y de la proposición

1.4.4, 1 es la única constante unimodular tal que f (n) → 1 en cada subconjunto

compacto de ∆. Además se tienen las afirmaciones dadas por la proposición

1.4.3.

Conclusiones

Se caracterizo la dinámica de funciones holomorfas para todos los puntos en el

interior y el borde del disco mediante el uso de las bolas pseudo hiperbólicas,

los ĺımites angulares y la caracterización que tienen los automorfismos del disco

según sus puntos fijos.

Por último con ayuda de los resultados obtenidos con la teoŕıa de Shoikhet

se estudia la función generadora de probabilidad mediante dos casos generales

interpretando los resultados de la teoŕıa en el caso particular además de evi-

denciar con algunas distribuciones clásicas como se verifican estos resultados.

Para próximos estudios se utilizara la teoŕıa para estudiar algunos procesos

en los que intervenga la función generadora de momentos como por ejemplo el

proceso de Galton-Watson y ver que otros resultados se pueden obtener.
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