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Resumen

Las companias del sector minero se enfrentan con el problema de la planifica-

cion del proyecto de extraccion de mineral y la valoracion de dicho proyecto. El
problema conlleva la existencia de diversas fuentes de incertidumbre como, por
ejemplo, la incertidumbre en el precio del mineral, la proporciéon del mineral
en el material extraido (Ore-Grade) y la cantidad de roca que se podréd ex-
traer. Una metodologia para abordar el problema se basa en su formulacion
en términos de problema de opciones reales, lo que tiene su paralelismo en
la valoracién de derivados financieros. El presente trabajo se enmarca en esta
metodologia.

Abstract

Mining companies are faced to the problem of how to value extraction pro-
jects, subject to both price and grade uncertainty, as well as to the remaining
ore quantity. In this work we study a PDE approach to the problem, which is
derived from the contingent claims approach, a standard method in quantita-
tive finance.



Introduccion

Un problema comiin que afrontan las empresas mineras es la valoracién
de un proyecto de extracciéon en una mina. Las principales dificultades del
problema surgen de la gran variedad de fuentes de incertidumbre presentes
en el mismo. En efecto, entre otras, se pueden citar las asociadas al precio
del mineral que se obtendra del material extraido de la mina, la riqueza del
material en mineral (ore-grade), la cantidad de mineral existente en el interior
de la mina, etc.

Una vez identificadas las fuentes de incertidumbre, es preciso seleccionar
modelos matematicos adecuados de las mismas. Para ello, una posibilidad es
recurrir a su modelado a través de procesos estocasticos. Por ejemplo, supo-
niendo que el precio del material evoluciona en el tiempo como un proceso
estocastico, de modo que en cada instante de tiempo es una variable aleatoria.
Normalmente, no resulta sencillo determinar la expresion analitica del proce-
so, pero se puede plantear una ecuacion diferencial estocéastica que modela la
dindmica del mismo. Por otro lado, estas ecuaciones diferenciales estocésticas
tienen parametros cuyos valores es preciso especificar o ajustar a los datos de
mercado. Una vez que se han establecido los modelos de cada uno de los fac-
tores estocasticos asociados a las correspondientes fuentes de incertidumbre,
podemos utilizar la analogia con otros problemas de valoracién de derivados
financieros u opciones reales, de modo que el valor del proyecto de extrac-
cién se puede entender como un derivado financiero, cuyos subyacentes son los
distintos factores.

En este contexto, se puede aplicar toda la metodologia del calculo estocasti-
co, en particular el lema de Ito y las técnicas de cobertura dindmica, para
obtener modelos de ecuaciones en derivadas parciales (EDP) que verifica la
funcion que relaciona el proceso del valor de la mina con los procesos de los
factores estocasticos subyacentes. Usualmente, estas ecuaciones en derivadas
parciales no presentan soluciones analiticas y es preciso utilizar combinaciones
de técnicas numéricas adecuadas para su resolucion. Por otra parte, el analisis
matematico de las mismas es fuente de problemas matematicos tedricos muy
interesantes, que permiten obtener la existencia de solucién, la unicidad de
la misma y propiedades cualitativas relevantes de la solucion, que dan vali-
dez desde el punto de vista matemético al modelo considerado. En el presente
trabajo final de maestria partimos del modelo mas general introducido en |6
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para la valoraciéon de un proyecto de extracciéon minera, cuando se considera
incertidumbre en el precio del mineral, en la calidad del material (esto es, el
contenido de mineral por material extraido) y en la cantidad de mineral res-
tante por extraer. Bajo distintas consideraciones, este modelo con tres factores
estocésticos, da lugar a dos modelos diferentes con dos factores estocésticos.
En uno de estos modelos de dos factores (precio y riqueza del material), se
puede escribir la solucion en términos de dos modelos de un factor estocastico
(la riqueza o calidad del mineral). En el otro modelo de dos factores, estos
seran la cantidad incierta que queda por extraer y el precio del mineral.

Tras el planteamiento detallado de los modelos, las principales contribucio-
nes del trabajo se centran en el planteamiento de las condiciones de contorno
adecuadas, en varios casos originales respecto de trabajos previos, y en la pro-
puesta de métodos numéricos para su resolucion. En cuanto a la resolucion
numérica, por una parte, para los modelos de un factor estocéastico se consi-
dera un theta-método, que se ha programado en Matlab y validado con ejem-
plos académicos con solucién analitica. En casos particulares, se obtienen los
métodos clasicos de Euler explicito, implicito y Crank-Nicolson para la discre-
tizacion temporal. Por otro lado, para el modelo con dos factores estocasticos,
ademas de introducir novedosas condiciones de contorno, siguiendo el trabajo
[4] sobre resolucién numérica de modelos de valoracién de empresas, se propone
un método semilagrangiano para una parte del operador diferencial que no tie-
ne término de segundo orden combinado con un método de diferencias finitas
en la direccién en que hay derivadas de segundo orden. Esta estrategia permi-
te una resolucion eficiente del problema discretizado en cada paso de tiempo,
que se plantea como un sistema lineal con una matriz diagonal por bloques,
pudiendo resolverse el sistema tridiagonal de cada bloque independientemente
mediante un algoritmo de Thomas especifico para matrices tridiagonales.

Aligual que en el caso de|[4], esta metodologia abre la puerta al uso de técni-
cas de paralelizacion, que van més alla de los objetivos del presente documento.
Como otras extensiones posibles del trabajo realizado se pueden mencionar:
el analisis matematico para obtener la existencia de soluciéon de los modelos
de dos y tres factores, o la inclusién de elementos adicionales en las dindmicas
de algunos de los procesos estocasticos involucrados como, por ejemplo, la po-
sible presencia de saltos en los precios del mineral mediante modelos de tipo
salto-difusion, lo que darfa lugar a ecuaciones integro-diferenciales.

En cuanto a la estructura del documento, en el Capitulo 1 se presentan
todos los modelos matematicos, en el Capitulo 2 se describen los métodos
numéricos utilizados para la resolucion de los modelos y en el Capitulo 3 se
indican los resultados numéricos obtenidos para los distintos modelos.



Capitulo 1

Modelos matematicos

Las companias mineras se ven abocadas al problema de como valorar y
planear adecuadamente un proyecto de extraccion, sujeto a incertidumbre en
cuanto al precio del mineral. Un tal proyecto puede durar muchos anos y por
ello estd sujeto a amplias variaciones en el precio; también esta sujeto a la
calidad del mineral (Ore-Grade, gramos de mineral por tonelada de roca),
cuya estimacién se hacen por interpolacién de datos obtenidos para el Ore-
Grade en perforaciones llamadas «pozos pre-extraccion». Tal estimacion, sin
embargo, no toma en cuenta la calidad del mineral como una incertidumbre.
En el presente trabajo se lleva a cabo una valoracién de la mina a través de
procesos estocéasticos, método que tiene en cuenta el precio y la calidad del
mineral como fuentes de incertidumbre; creemos que esto 1ltimo, suponer la
cantidad de mineral en cada tonelada de roca como aleatoria, es una suposicion
realista. Por otra parte, al tomar el precio y la calidad como incertidumbres se
evita calcular flujos futuros de efectivo, aspecto esencial en una valoracion por
DCF (Flujos de Caja Descontados). La valoracién asi obtenida puede tenerse
en cuenta, junto con los resultados de otro método (por ejemplo DCF), para
tomar decisiones acerca de un proyecto de extraccién: el como incorporar los
dos o mas resultados de aplicar dos o mas métodos de valoracion queda fuera
de los objetivos de este trabajo, aunque cabe resaltar que el uso de procesos
estocasticos es una valoracion que asume la incertidumbre como un hecho y
por tanto deberia tenerse en cuenta al tomar una tal decision.

En este trabajo, pues, mostramos que el valor V' de un proyecto de extraccién
debe satisfacer una cierta Ecuacién Diferencial Parcial (EDP) y resolvemos
numéricamente dos ecuaciones derivadas a partir de ésta.

1.1. EIl Modelo completo de tres factores

En primer lugar, ademas del tiempo ¢ se emplean tres variables, las cuales
son:
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= S: precio por unidad del mineral extraido,
= (Q: peso acumulado de la roca extraida,
» G calidad de la roca extraida (ore-grade).

Al observar datos de una extraccion se puede ver cémo varia G con respecto
a @, con lo cual puede hacerse una interpolacién en pozos pre-extracciéon y
estimar la cantidad de mineral a extraer. Sin embargo, como en cada punto hay
errores de mediciéon, se puede interpretar cada muestra como una simulacién
entre un amplio rango de posibles muestras Kriging. Para modelar este amplio
rango de simulaciones se puede ver la variacion en la calidad de mineral como
un proceso estocdstico a través de Q.

1.1.1. Dinamicas de las variables espaciales

El proceso estocéstico G = (Gy)>o representa la calidad de la roca extraida.
Mads concretamente Gy es el peso del mineral por unidad (estimada) de roca
extraida en el tiempo t: G se mide en gramos/tonelada. En este trabajo se
toma la variacién de G' como un proceso estocéstico a través de Q. Se propone
el siguiente modelo de EDE para la dinamica del proceso GG, de modo que es un
proceso CIR ([5]) que depende de ¢ (como se muestra mas abajo, @ depende
principalmente de t) y de un movimiento browniano Xg

dG; = k(a(Q) — G)dQ + ooV Gd X, (1.1)

en donde a(Q) es la media de G a través de @ (ésta media puede tomarse como

una interpolacién entre los datos conocidos) y dX¢ se distribuye N(0, v/dQ).
Este proceso CIR permite que G tome valores alrededor de su media, sin que
lleguen a ser menores que cero. Los valores de k, o y a(Q) = a son pardmetros
a estimar, segin la muestra dada.” Por otra parte, en lugar de () se usard, por

facilidad en la notacién, la cantidad restante de roca por extraer, es decir

Q - Qmaaz _Qv

donde Q4. €s la gantidad maxima de roca extraible de la reserva. Con esto,
se tiene d@) = —d(@). Si la tasa de extraccion de roca es ¢ > 0 entonces se toma
d@Q) = qdt (Q es deterministico) con lo cual

dQ = —qdt (1.2)

y la variacién de @) estara limitada por sus valores minimo y maximo, lo cual
requiere que q € [Gmin, Gmaz| (Puede ser G, = 0).

“Los pardmetros obtenidos en [6] son k = 52/kg, o = 9.6 k%, entretanto que a(Q) se

describe mediante una grafica de G versus Q.



1.1. EL MODELO COMPLETO DE TRES FACTORES 3

Mientras que la incertidumbre debida a G se modela via (1.1), se asume
como es usual que el precio S del subyacente sigue un movimiento Browniano
geométrico cuya dinamica es

dS = pSdt + o,5dX, (1.3)

donde p es la tendencia (drift) y o, es la volatilidad de S. La variable aleatoria
dX; se distribuye N(0,Vdt) y se toma independiente de dXg. También se
asume la hipotesis de que los procesos estocasticos G y S son independientes.

1.1.2. Dinamica del valor de la mina (V)

Si V(t,S;, Gy, Q,) es una funcién con derivadas continuas hasta por lo me-
nos el orden 2, tal que en cada tiempo se tiene V (¢, S;, Gy, Q,) = V4, el lema de
Ito ([1],[11]) aplicado a la funcién de valoracién V (¢, S;, G, Q,) proporciona la
siguiente expresion para dV:

ov ov ov

dV = adt + %ds + aGdG
82V 0%V 0%V 0%V 0%V
—_— 2
2 ea g dSdG + 5o (dS) 4 55 (dG) + 8@85'de5 + 8Q8GdeG
s Vo L2V oy
oQ 2 0Q?
Sin embargo, dQ = —qdt implica que las expresiones de orden 2 respecto de @

(y por consiguiente respecto de @) son nulas; el término con dSdG también es
nulo (S y G son independientes) y entonces, simplificando y sustituyendo dG
y dS, tenemos

oV 8V V
PV 4 o*V oV
+ = [w(USS dt) + Bl UGGdQ:| + _QdQ
= OSSZ_‘S/dXS + 0@\/_—dXG
ov ov 1 202v
+ ( 5 THS5g +—JSS 852) dt

oV av 1 0%V
- (—@‘i‘k( G>%+500G )d@
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Usando d(@) = —qdt, lo anterior queda

oV ov
dV = asS%ng + o—Gx/E@dXG

oV oV 1, 0V  _aV

ot 1oQ

1,0V ov
+ (éanGw + qk(a — G)%) dt (1.4)

1.1.3. EIl Modelo completo

En esta seccién se deduce via el enfoque convencional de portafolios una

Ecuacion Diferencial Parcial que debe satisfacer la funcion de valoracién V' de
la mina.
Siguiendo el enfoque convencional al crear y valorar portafolios libres de riesgo,
se construye un portafolio II en el cual instantaneamente se compra la mina
(posicién larga) y se adquiere una posicion corta en g cantidades de futuros
sobre el commodity y en g cantidades de opciones™ C' sobre el valor de la
mina. Esta opcion puede ser de compra o de venta, siempre que sea una opcion
sobre la misma mina. Esto define el valor del portafolio

M=V —-75—-7C,

en el que lo construimos de esta manera para manejar en algin modo los
riesgos asociados al precio S y a la calidad del mineral extraido de la mina.
Asi construido, la variacién del portafolio en el intervalo [t,t + dt] es

dIl = dV — vsdS — 76dC (1.5)

Este portafolio se disena con el fin de que 75 vy ¢ sean en cada momento las
cantidades precisas para cubrir la incertidumbre generada por dXg y dXg, lo
cual es usual en el d&mbito de coberturas |1]l Por otra parte, se considera que
en un pequeno intervalo de tiempo, dt, el valor de 11 se incrementa debido a la
tasa libre de riesgo menos cualquier costo generado durante el incremento. Este
costo econémico se compone tipicamente de dos partes: la primera, negativa,
que es el costo por unidad de extraer roca, denotado por €, y la segunda,
positiva, el efectivo generado por vender el mineral contenido en la roca ex-
traida, el cual dependera de una «convenience yield» o, que refleja entre otros

“Contratos que, en su forma més basica, dan al comprador (o vendedor) el derecho mas
no la obligacién de adquirir o vender un determinado producto a un determinado precio,
en una ventana de tiempo estipulada. Un ejemplo es la opciéon de compra de un jugador
de futbol, por parte de un club profesional: el club puede ejercer la opcién antes de un
tiempo estipulado, caso en el cual compra al jugador. En caso de no ejercerla, no lo compra,
sin perjuicio u obligacién alguna. La terminologia empleada aqui es estandar en Finanzas
Cuantitativas (|8],etc)
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los costos de transporte y almacenamiento del commodity (|7], pp 250). Se re-
querird usualmente una fase extra de procesamiento (milling) de la roca para
extraer el recurso que se destina a la venta. Es razonable suponer que el costo
de procesamiento es evitable, esto es, dicho costo de procesamiento de roca
por unidad es inferior al ingreso total por unidad de mineral extraido y listo
para la venta (la mina deja utilidad): si ep representa el costo por unidad de
roca procesada, se procesa siempre que €p < ¢SG, de otro modo no se procesa y
el costo de procesar entonces es cero, luego el costo asociado a la decision de
procesar o no procesar en un intervalo de tiempo serd maz{0, ¢gSG — €p}, con lo
cual un cambio en el valor del portafolio puede escribirse como

dll = rlldt 4+ vs6Sdt — (max{0,9SG — ep} — epr)dt. (1.6)
Los valores apropiados de s y Vg se encuentran como sigue:

dll = dV — y5dS — yedC =
ov ov
= USS%CZXS + an/E%dXG + -

— 75055dX s — ygdC,

Donde los puntos suspensivos representan los términos de dV' y de dS que no
tienen dXg ni dXq; como también se supone que los movimientos brownianos
que gobiernan las dindamicas de S y de GG son independientes, entonces

dC = %dt + %ds + %dG + % (%0352 + %UéGq) dt
y, por consiguiente, tenemos
dll = dV — vsdS — y5dC =
= Ussg—ngs + Ug\/ag—ngG + e
— v5055dXs — ¢ (%UsSdXs + %ng/ad)(g) +---

Como antes, los puntos suspensivos indican los términos de dC que no contie-
nen factores de incertidumbre. Entonces el portafolio serd libre de riesgo si y
s6lo si

ov ocC
USS% — ’75058 — ’ygasS% =0

oC oV
—’)/Gag\/aﬁ + O'G\/E% =0,
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De lo cual, resolviendo para vg v s, se sigue

v
rYG:g_g7
G
o mE w x -
9s ~ % ~ 95 995 |

Usando los ¢ v 7s encontrados en (1.7) (que son, como se mencioné ante-
riormente, las cantidades precisas en cada intervalo de tiempo necesarias para
cubrir la incertidumbre generada por dX y dX¢), las ecuaciones (1.3), (1.4) y
(1.5) sustituidas en (1.6) implican

o v 1, 5 02V oV
(E)t 90 59 gz =955
2

1 5 0%V ov
+ §qGJGﬁ + gk(a — G)% —ys(r — 5)5’) dt — ygdC
= (rV —rysS — ryqC)dt + v56Sdt — (maz{0,qGS — ep} — enr)dt,

en donde se asume que se estd bajo una medida neutral al riesgo™ ", en la que
la dindmica de S es dada por (|13}, pp 250)

dS = (r — §)Sdt + 0sSdX

Como vgdC = ~grCdt, se sigue que

1,0V 1 LBV VoV oV
2955 s T 51G% g + 5 ~ 45 T - OS5g
+ gk(a — G)gg rV 4+ maz{0,qGS —ep} — ey =0, (1.8)

de modo que la funcién V tal que V; = V (¢, S, Gy, Qy) verifica la EDP (1.8).

1.1.4. Consideraciones

En la ecuacion de valoracion obtenida en la seccion anterior, V' es el valor
presente neto de la mina. Por otra parte, el hecho de que la cantidad G a
modelar -el ore grade- es no transable () también es no transable pero es
deterministico), motiva el introducir su precio de mercado de riesgo market

“El modelo propuesto consta de dos activos riesgosos S y G, de los cuales S es transable,

y dos fuentes de incertidumbre dX y dX¢,, por lo cual es libre de arbitraje (BjorK, Meta-
Theorem 8.3.1) y esto implica la existencia de una medida neutral al riesgo (Teorema 10.17
de esta misma referencia.
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price of risk en la ecuacion de valoracién (|13}, pp 306), con lo cual la ecuacién
(1.8) queda

1,0V 1LV VoV oV
3755 a1 590055 + 5 ~ 450+ (1= 9555
+ gk(a —9) gg rV +maz{0,qGS —ep} —epn =0, (1.9)

siendo & = a — % vy Ag es el market price of risk para el «ore grade» G.
La ecuacién (1.9) es la ecuacién de valoracion de la mina, de acuerdo con [6].

1.1.5. Condiciones de frontera en el modelo completo

A continuacién se analizan condiciones de frontera para (1.9). El hecho de
que no es posible obtener més beneficio si la reserva ha sido vaciada, (Q = 0, o
si la concesion para explotar la mina ha expirado, es decir que el tiempo t de
concesion alcanza su valor maximo 7', motiva las condiciones

V=0enQ=0yV=0ent="T.

Multiplicando (1.9) por 5}2 vemos que para valores grandes de S la segunda

derivada 2 652 Y tiende a 0 y por tanto la primera derivada tiende a una expresién
constante respecto de S:

AN
oS
Cuando el precio del subyacente es cero, solamente se necesita resolver la forma
reducida de la ecuacion (1.9) con S = 0:
oV oV oV oV
2
— — == —0)— —1rV — =0
G@G2+8t an+Q( )aG r EM )
ecuacion de dos variables espaciales y un factor de incertidumbre.
La segunda derivada respecto de GG tiende a cero para valores grandes de

G, lo cual puede observarse multiplicando (1.9) por 1/G, para valores grandes
de G. Se obtiene

A(G,Q,t)  siempre que S — 0. (1.10)

1 282\/ ov ov oV
—aSS 552 T 5 —q%—k( —5)5%
+qm(a—G)gg "V +qGS —ep—epy =0 (1.11)
cuando G — oo. Por otro lado, se obtiene
1 282\/ oV oV ov
i — 58S =——
2955 55t gr —0gg T (=955
ov
+ gr(o )@—TV—EM—O (1.12)

cuando G — 0.
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1.2. Modelos reducidos

El modelo dado por (1.9) se corresponde con una EDP en la que intervie-
nen tres variables espaciales, ademas del tiempo. Su tratamiento analitico y
numeérico es complicado. Analiticamente no hay una forma estandar de llegar
a una solucion, entretanto que numéricamente el uso de diferencias finitas en
cada variable es complejo y puede conducir a oscilaciones o inestabilidades no
evitables. En este trabajo se hacen principalmente dos estudios de dos modelos
obtenidos a partir del modelo completo, en donde se reduce a dos el niimero
de variables espaciales (factores).

1.2.1. Modelo para V(¢,Q,5)

Un primer modelo de dos factores se obtiene considerando el precio S y la
cantidad de roca por extraer () como fuentes de incertidumbre, que siguen las
dindmicas definidas por las ecuaciones (1.2) y (1.3).

Para este modelo se puede considerar la calidad G como una constante, por
ejemplo su media estimada en [6], unos 10gr /ton, se tiene que si G es constante,
dG =0y V =V(t,S,Q) con lo cual, aplicando el Lema de Ito, se obtiene

oV oV oV 1 2 282
dV = a—dt—l——dS—l—@dQ—i— 25 382

oV oV oV 1 0*V

= —dt + — (uSdt SdX, dt + = 252—dt
or U+ g nodt +osSdX.) = FRadt+ 952

ov ov 1 2 282V ov oV
dt —dX
( ot 990 T 2% ger T as) o555 dXs
En este caso, se considera el portafolio
=V - 7557

dll = dV —~sdS y asimismo dIl = rIldt+~sdSdt — (max{0, ¢SG —¢e, } —enr)dt,
con lo que se obtiene

dll = dV — ~gdS = USSZ—ZCZXS + - —y:5dX.
De lo cual, haciendo
v
Sa — Y5055 =

oS
Se sigue vg = ?—V. Asi, la dindmica de Il queda

_[(oV ov 1, 28V ov ov
dH—(atdt—an + lopts) 532 Sas)—aSuSdt

av oV )
= (TV — rSﬁ) dt + 5S£dt — (méx{0,¢SG — e, } — enr)dt,
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de lo cual se obtiene la siguiente EDP en dos variables espaciales:

ov. oV o 1, ,0*V
E—q%%—(r—é)s%#—ﬁabﬁ’ @‘1‘
—rV +maz{0,qGS —ep} —en =0, (1.13)

que es un modelo similar a uno dado en |3, y similar al de Black-Scholes pero
con términos adicionales asociados a consideraciones econémicas.

1.2.2. Modelo para V(t,G,95)

En este modelo se asume que G sigue la dindmica dada por (1.1), y S la

dindmica dada por (1.3). Ademds, se propone una simplificacién alternativa
del problema: asumir que la tasa de extraccién y la decisiéon de procesar son
independientes, tanto del precio como de la calidad del recurso”. Esto simplifica
las expresiones de la tasa de extracciéon y del costo por unidad de roca extraida
procesada, respectivamente, a las formas ¢ = ¢(Q,t) y € = £(Q, t).
Por tanto los flujos de efectivo generados por la mina son ahora de la forma
qSG — €, ya que ahora siempre se decide procesar. Usando esto y el hecho de
que %—? = —q, se puede determinar ()(t) exactamente y calcular el momento
en que la reserva se agotarda. Con ésto el tiempo T se puede definir como el
menor entre los tiempos de expiracion de la concesion y el momento en que la
reserva se agote. Ademas, es razonable suponer que la tasa de extraccién de
roca ¢ es constante a lo largo del tiempo del contrato, supuesto que también se
tendra en cuenta en el presente trabajo. Estas suposiciones permiten eliminar
la variacién de Q del modelo™" y escribir q(t) = q(Q(t),t) y &(t) = e(Q(t),1).

Descomposicién de la funcién V(t, G, S): dos Modelos de la forma
V(t,G)

En esta seccién se hace uso de un hecho que relaciona los modelos reduci-
dos con el original: cualquiera sea la solucion encontrada en cualquier modelo
reducido, tal solucién debe satisfacer la ecuacién original y en especial las
condiciones de frontera de aquella. En particular, entonces cada solucion de
(1.9) debe satisfacer la condicién de frontera (1.10), lo cual sugiere buscar una
solucién de la forma

V(t, G, S) = SVi(t,G) + Va(t, G), (1.14)

“Sin ésta simplificacién, se tiene que por ejemplo, la cantidad de recurso restante Q
depende del tiempo transcurrido y de la tasa de extraccién, la cual a su vez dependeria del
precio S y de la calidad G y por lo mismo es necesario incluir la variacion de @ en el modelo.

“En efecto, si en V = V(t,5,G, Q) se conoce una expresién exacta (en términos de t)
para @@ = Q(t), entonces se tendria V(¢,5,G,Q) =V =V(t,5,G), y % va no es necesaria
en la valoracion de V.
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ya que la segunda derivada de esta expresion con respecto de S es cero. Con
esto, se tiene que:

W O OV
ot "ot " ot’as "V
oV _ O, OV O*V _Sam 02V,
oG~ T oG T 0G’ 0G? 0G2 " 9G?”

Asi, sustituyendo (1.14) en (1.9), se obtiene

1 2 2
quUé (Sa 4 + 0 Vz) +58V1 + Ve + (r—90)SV

G2 " aG? ot ot
. Vi OV; _ 3
+qm(a—G)<Sa—é 8—5)—7«51/1—%+qsa—5=0.

Entonces, reorganizando términos, se buscan V; y V5 tales que:

2
S<%+qﬁ(0z—G)aV1 1qG2aV1+(r—5)V1—TV1+(jG>:0, y

0 oG e
oV, Vs 1 0%V, _
S T — G55 + 51Go 5 — Ve —E=0,
de lo cual se sigue
o Wi 1 PV
1 2
oV cj/@(éz—G)%—l——chUQa Y. —rVo—&=0. (1.15)

ot oG 2777952



Capitulo 2

Métodos numeéricos

En este capitulo se aborda una resolucién de las ecuaciones (1.15) y (1.13)
empleando métodos numéricos (como por ejemplo se hace en |2[,(9],[10],|12]),
lo cual para el caso de los dos modelos de un factor es un enfoque distinto al
de [6]| (en donde se resuelven de forma cerrada). Para el caso del modelo de dos
factores, el método numérico aqui presentado (semilagrangiano) sigue algunas

de las ideas de [[4].

2.1. Meétodos para los Modelos de un factor

Los dos modelos dados en (1.15), que tienen a G como tnica variable es-
pacial, se analizan considerando la expresién mas general:
ov. ov 1,0V
— + gr(a — G)% + §anG@
de la cual se tiene (1.15) para V = Vj con a = =6 y f(t,G) = —qG, y para
V=V, cona=—ry f(t,G) = &, respectivamente.
A continuacion se describe un método de diferencias finitas para dar una so-
lucién numérica de (2.1).
En primer lugar, se considera el problema en el dominio acotado [0,7] x
[0, Ginaz], donde G,q, denota el grade méximo asumido para G.
Se divide el intervalo [0, G,,4.] en m subintervalos de longitud AG = G40 /m
y el intervalo de tiempo [0, 7] se divide en n subintervalos, cada uno de lon-
gitud At = T'/n. Tanto m como n se eligen adecuadamente para garantizar
buenas aproximaciones de la solucién.
Se consideran los puntos t; = j * At en la malla temporal, y los puntos
G; = 1 * AG en la malla de ore grade, con 1 < 7 < ny0<i<m+ 1.
Para buscar una solucién numérica de (2.1) en los puntos (t;, G;) se tienen en
cuenta las siguientes condiciones de contorno:

+aVi = f(t,G) (2.1)

» V(t,0) = 0: si el valor de la mina depende sélo de la proporcién de
mineral en la roca, una mina sin mineral no tiene valor;

11
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" %(T Gmaa‘,] =0

Esta ultima condicion se discretiza en la formas:

V(tj7 Gma:c) - V(tjv Gmax—l)
AC ~0

Por dltimo, se consideran las condiciones finales
Vi(T,G)=0,V(T,G) =0

que describen el valor nulo de la mina en su expiracién, hecho que debe reflejar
cualquier solucién particular del problema y por ende cualquier solucién de
(2.1).

A continuacién se muestra la discretizacion de las derivadas que aparecen en
(2.1), junto con el uso del 8 - método que se describe por ejemplo en |2|:

Vij+1 — Vi +qhla — Gi) <0Vi+1,j —Vij +(1-0) Viet,j41 — Vz’,j+1>

At AG AG
q 5 Vitrj —2Vij+Vie Vitrj+1 —2Vijn + Vicin
2z 0 1-46
+2W¢;< (AG)? +(1-06) (AG)?

+a(0Vij;+ (1= 0)Vijt1)
:Hf(tja Gl) + (1 - H)f(tj+1v Gl)>
donde V; ; = V(t;, G;). La anterior discretizacién puede escribirse como

2 2
(995G (L oy oL, 0gG
Virts (2(AG)29)+V’7’<At+qk(a “) ac" " 1aap? T
 (da=Gi), g 0gGi g\ _
+V’*“< I TING A

2
q 0gG;
Vic1,j+1 (2 (AGG)g (1- 9))

_ _ 2 G;
Hignr (g +aka =) 55(1-0) — 478051 -0) ~a(1-0))
—_ . 2 (Y.
Vi (q’f(aAGGJ(l o)+ g (”AG;; (1- 9)> FOF(t;,Go) + (1= 0)f(tj11,Gi)

Y sisefijaun j € {n—1,...0} se tiene un «sistema de ecuaciones con matriz
tridiagonal»: en efecto, para cada i € {1,...,n— 1} la igualdad anterior puede
reescribirse (renombrando los coeficientes) como

Vi1 +BiVij+7iVigr; = piVicrj +miVij + Vg ja 0 £+ (1=0) fiji,
(2.2)
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donde
2 (.
Q; = g O-GGZ )
2 (AG)?
. —1 —1 O'éGz
ﬁi—Kt—l—qk(a—Gi)-AGG—Q(AG)29+CL9,
_qk(a=Gi),  q ozG;
NI YN A
2
206G o _
pl_ 2(AG)2< 9)?
—1 -1 02G,
R —G) —(1—=60)— =" (1—-0) —a(l -
m= g k(o= G0 35— 0) ~ g (1-6) —a(1 - 6),
_ qk(a—G)) q oiG,;

T;

AC (1— )+§m( —0),

y fij = f(t;,G;). Entonces, tras incorporar las condiciones de contorno se
obtiene la siguiente expresién matricial del sistema de ecuaciones (2.2):

1 0 0 VOJ-
Bi M Vl,j
ar Ba e V2,j

as B3 73

7% Bm Tm Vm,j

i -1 1 i _Vm+1,j_

[0 0 O__VOJH_ [0 [0 ]
™ T Vl,j+1 f2,j f2,j+1
p1 T2 T2 V2,j+1 :

P2 7T'3 T3 49 + (1 . 9)
Pm Tm Tm Vm,jJrl fm,j fm,jJrl

i 0 0_ _Vm+1,j+1_ i 0 i i 0 i

lo cual, de forma compacta, queda
MVj=MV;u+0f; +(1-0)f;,

y tanto M; como M, son matrices tridiagonales cuyos coeficientes dependen
de 0. Para 6 = 1/2 se tiene el método de Crank-Nicolson cuyas caracteristicas

se describen en [2] y que es, en general, més eficiente que el método implicito
0=1.
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2.2. Meétodos para el modelo asociado a V' (t,Q, 5)

En esta secciéon se describe y utiliza un método semilagrangiano con el fin
de dar una solucién numérica de (1.13). Por simplicidad se escribe simplemente
o para referirnos a la constante og.

Sea L un operador definido por

1 2
= 8v+§02528—z+(r—5)58—v a—v—rV.

LV): BYS as 180

T
Entonces (1.13) queda en la forma

L(V) = ey —maz{0,¢GS —&,},
Con la condicién final

V(T,Q,S) =0, Q>05>0.

2.2.1. Condiciones de contorno

Para el desarrollo numérico de (1.13) se considera el dominio
0= [O7T] X [07 Qmaa:] X [07 Sma:c]-

A continuacion se adaptan las ideas presentadas en [4] v [7] para identificar en
qué regiones de la frontera de €2 es necesario y suficiente imponer condiciones
de contorno, con el fin de resolver numéricamente el problema.

Siguiendo la notacién de |[4], sean

donde
00 O 1
00 Z2 (r—0)zs
yo=—1V, f=¢en—mazx{0,qGry —e,}.
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Definiendo ademas los conjuntos I'* = 9Q, I'; = {xy = 0} (la cara 2o = 0
de ), I = {zg =T}, T = {1 =0}, I = {z1 =71}, [y = {2 = 0},
FQ+ = {xQ = 513_2}, y

2
zoz{xer*:Zbijmimjzo}, y=T* -3

i,j=0

22:{x620'2< Zgij) }

1=0

donde m es un vector unitario normal a cada cara de I'* y apuntando hacia el
interior de Q (p.ej., m = (1,0,0) para [';, etc), observamos entonces que

={z el :m'Bm =0} =TIy UTI'y UTly,
zlzr*—zozr;,
v faew 3 (n Zabw mi<0b =T UTT
=0 = aJ:j l ’ s

Ahora bien, de acuerdo con [4], la regién de I'* en donde es necesario y suficiente
imponer condiciones de frontera es X! U X2, figura 2.1, y esta regién, para
nuestro contexto, corresponde a

Dy UT; UTS = {t =T} U{Q = 0} U{S = Shas},

que es la region en donde se impondran tales condiciones de contorno. Enton-
ces, las condiciones de contorno propuestas son

V(T,Q,S)=0 Condicién final o de frontera,
V(t,0,5) =0, te(0,7),5 >0,

o’V

6S2 (t Q Sma/x) - 7 te (O’T)’QE [07Qmal':|7

donde la tercera condiciéon puede deducirse directamente de (1.13) dividiendo
por S? y haciendo S — 0.

A continuacién damos una interpretacion de la condicién g ( Q, max) 0

en una forma alternativa. Cuando se toma la condicion hm ( ,9)=0

y se reemplaza en (1.13), se obtiene

v oV oV
o —q@—i—( 6)5% —rV =eny +¢, — qGS. (2.3)

Si se busca una solucion lineal en las variables espaciales, e.d. una solucién de
la forma

V(t,Q,5) = Hi(1)Q + Ha(t)S + Hj(t).
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Figura 2.1: El cubo Q y los planos o =T, 9 = Syaz, 1 = 0.

Entonces

o , LoV v
E = Hl(t)Q + H2<t>s + HS(t)a % - H2(t)7 8@ - Hl(t)7

con lo que (2.3) queda

Hi(t)Q + Hy(t)S + Hy(t) + (r — 0)SHa(t) — qHi(t) — r(H1(t)Q + Ha(t)S + Hs(t)) =
em +ep—qGS

y agrupando términos, se sigue

(Hy(t) = rH1(t))Q + (Hy(t) + (r — 0)Ha(t) — rHa(t) + ¢G)S + Hy(t) — qHy(t) — rHs(t)

=enm + €p,

Lo cual origina el sistema de EDO’s

Hi(t) = qH(t) + rHs(t) + em + €p.
Su solucién viene dada por:

Hl(t) = ]{]16”, Hg(t) = k2€6t + %, Hg(t) = ]i]gert + qk’lte” —

eEm+¢p
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Ahora, la condicién final V(T Q, S) = 0 implica que

V(T,0,8) = 0= ke TQ + (kze” . ﬁ) St ko™ 4 gh T —

0
lo cual finalmente fuerza a que

—qG
by =0, ky = —= ky =

eym + Ep
565T’ :

rerT

Asi, se obtiene

V(t,Q,S) = <_qu5t + E) S+ €M+€pe” _GMtep

dedT )

QG —(5(T—t) €M +€p
=1 (1- S —
) (1—e ) r

rer”

Por consiguiente, se propone simplemente reemplazar

0’V
W(ta Q7 Sma:p) =0

por la condicién

_ G

V(E Q. Spas) = S5 (1 — 000G, EM T

) - r

2.2.2. Discretizacion de la EDP

La ecuacién (1.13) puede escribirse en la forma

DV _
Dr + AV = ey — maz{0,¢GS —¢,}

donde
v _ov_ ov
Dt ot 18Q
1 9?V ov

_ - 2q@27 7 o o
AV = S0* 8P+ (r = 0)S e — 1V

y la condicién final es
V(T,Q,S)=0.

r

(1 —e"T=0),

17

EM T+ €Ep

(1 . e—r(T—t) )

Y

(2.7)

Siguiendo las ideas de [4] se propone la siguiente discretizacion en tiempo junto
con una del tipo Euler implicita o Crank-Nicolson en espacio.
Sea (t,, Q;, 5;) = (nAt,iAQ, jAS) un nodo genérico de la malla de diferencias
finitas, cuyos pasos son de tamanos At, AQ y AS respectivamente. Los rangos
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de los indices son n = 0,1,...,N; 1 =0,1,...,1; 7 =0,1,...,J, respectiva-
mente. Se propone la siguiente aproximacién para (2.5):

DV ‘ Va1, Xn1(Qi, S5), S5) = V(tn, Qi S;)
Dt (tnaQqu) ~ At y (28)

donde xn11(Q4, S;) = Xij(tn+1) se obtiene solucionando el siguiente problema
de valor inicial asociado a una EDO en la variable y;;:

dXij
d—wj(w) = —q; Xij(tn) = Qi

La solucién de este problema, siendo ¢ constante, es

Xij (thrl) = Q(tn - tn+1) +Q; = —qAt + Q;

Por otro lado, se propone el siguiente #- método para la discretizacién del
operador A :

AV (tn, Qi, Sj) ~
02520 <V(tn,Qi,sj+1) — 2V (tn, Qs, S) + v(tn,Qi,Sj_1)>

2 AS?

n Uzsgz'(l -9) <V(tn+17Xn+1(Qi7Sj)7Sj+l) — 2V (tn+1, Xnt+1(Qi,S5),S5) + V(tnt1, xnt1(Qi, S5), 5j1)>
2 AS?

+(r— 5)s]-a<

V(tn,Qs,S541) — V(tn,Qi,S5-1)
2A8

+(r—8)S;(1 - 0)<V(tn+1:Xn+l(Qi:Sj):Sj+1)2;;/(tn+17Xn+1(inSj)’sj—l)>

=710V (tn, Qi, Sj) — (1 = OV (tn+1, Xn+1(Qi, S5), Sj), (2.9)

donde para € = 0.5 se tiene un método de Crank-Nicolson.

Usando las ecuaciones (2.8) y (2.9), la discretizacién de (2.3) queda como sigue:

V41, Xn41(Qir 85),85) = V(tn, Qir 85) o530 <V(tn, Qi, Sj+1) — 2V (tn, Qi, S;) + V(tn, Qi sj1>>
At 2 AS2

+U2SJ2'(1 —0) <V(tn+17Xn+1(Qi7 S;),Sj41) = 2V (tnt1, Xn+1(Qi, S5), S5) + V(tnt1, Xn+1(Qs, S5), 5j-1)>
2 AS?

, V(tn,Qi, Sj11) — V(tn, Qi, S5-1)
+(r§)S]0< 9AS >

2A8

=10V (tn, Qi, Sj) — (1 — O)V (tn+1, Xnt+1(Qis Sj), S5)
=en — maz{0, (¢G)S; —ep}.

+(r—8)S;(1—0) (V(tn+17Xn+1(Qi7Sj)7 Sjt1) — V(tn+17Xn+l(insj)ysjl)>
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Entonces, reorganizando términos, se tiene
025]29 N (r—96)S;60
—2(AS)? 2AS8

oS30 (r—0)S;0
+
—2(AS)2 T —2AS8

-1 02520
— 4+ ——=+7rf

V(tTMQZaSj—l) At (AS)2

+ V(tn, Qi) S;)

+V(t7’b7 Qia Sj+1)

o?S3(1—=0)  (r—0)S;(1—0)
2(AS)2 T —2AS
-1 O'2S]2(1 —0)
AT (ASE r(1— 0)]
o?S3(1—=0)  (r—0)S;(1—0)
2(AS)2 T 2AS
+en — maz{0, (¢G)S; — &p}. (2.10)

+V (tn+1, Xnt1(Qi, S;), ;) -

+V(tn+17 Xn-i—l(Qi’ S])7 Sj-‘rl)

Para cada paso de tiempo, el conjunto de ecuaciones (2.10) es un sistema lineal
de (I—1)x(J—1) incégnitas. No obstante, teniendo en cuenta la discretizacién
escogida y ordenando los nodos de forma lexicografica, es decir, primero fijando
un indice de () y tomando para dicho indice cada uno de los indices de S, se
obtiene una matriz diagonal por bloques con I —1 bloques, cada uno de tamano
J—1:

Usando las convenciones

1 0025]2
05°S?  G(r —0)S,
) — — J J
a2(5) 2(AS)? 9AS
00252 —5)S;
os(85) = — ety + I

"~ 2(AS)? 2AS
‘/i?-i_l - V(thrl’ XnJrl(Qi, Sj)’ Sj)? ‘/z? = V(tna Qi> Sj)7

w(S) ofs) 0 0]
a3(S2) ai(S2) ax(Ss) :
quedaA(S) = 0 0
: .. .. al(SJ_2> QQ(SJ—2)
I 0 0 (l3(Sj_1> al(SJ—l)_

AS)V =t



20 CAPITULO 2. METODOS NUMERICOS

donde la j-ésima entrada del i-ésimo vector b""! viene dada por

By, = Y5 e <(1 N0 va- 9)r> T ((1 L ) 5)57)

At i (AS)? i+ |\ T2(AS)2 2AS

_ 1-0)0252  (1—6)(r — 08, .
n+1 (
i ( 2(AS)? - ong ) tem - max{0.GS; — ey

Se tiene entonces que (2.10) puede verse como la concatenacion de I — 1
sistemas lineales con J — 1 incégnitas cada uno; Més concretamente, a cada
paso de tiempo y dado un valor de i (subindices de @)) cada bloque del sistema
lineal puede escribirse en la forma

A(S)V,

n __ 1n+1
i _bz ’

y cada uno de estos sistemas se puede resolver independientemente de los
deméas. Ademas, es de notar que todos los I — 1 sistemas lineales quedan defi-
nidos por la misma matriz A(S). Ahora, para establecer el segundo miembro
de cada sistema, se hace necesaria una interpolacién para aproximar el valor

‘/Z;'-i—l - V(tn+1aXn+1(Qi7 Sj)v S]) = V(tn+17 Q’L - tha S])a

debido a que ); — ¢At puede no coincidir con ningun otro valor de la malla
de las Q;, « = 1,2,..., 1. Tal interpolaciéon puede ser por ejemplo lineal y se
propone como sigue:

w Si Qi1 < Q; —qAt < Q; para algun i € {1,..., 1},
Entonces

V(" Qi — qAL, S;) = (1 — w)V (", Qim1, S) + w V (™, Q4. S;),

Qi—qAt—Qi_1

donde w = o Y

= En otro caso, entonces

V(thrl, Qz — QAt, SJ) = V(thrl, O, S])

Finalmente, para S = 0 podemos observar que (1.13) toma la forma

v _ a—V—TV—e

lo cual se discretiza como

V(tn+17 Q]J O) - V(fn} X(QJ7 0)7 0)
At

—0rV (t"Q;,0)—(1=0)rV (¢"*! x(Q;,0),0) = e,
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y se sigue entonces que

Atenr + (AH(1 —0)r + D)V
1 —0rAt

n+l __
Vie =

puede usarse como condicién adicional de contorno (dada por el problema
mismo) cuando S = 0.
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Capitulo 3

Resultados numéricos

En este capitulo, para cada problema se presentan los resultados de la apli-
cacion de los métodos numéricos descritos en el capitulo anterior. Los resulta-
dos se presentan en forma tabular en algunos casos y, sobre todo, graficamente.

Los programas de los que se obtienen dichos resultados fueron elaborados en
MATLAB.

3.1. Resultados modelo de un factor

3.1.1. Caso analitico: Validacion del método numérico

En primer lugar se considera una funcion en las variables ¢ y G cuya expre-
sion se conoce, y que tiene la propiedad de satisfacer las condiciones de frontera
asociadas al modelo (2.1). En concreto, se emplea la funcién de validacion:

W(t7 G) - (T - t)((G - Gmam)2 - G2

ma:p) :

Noétese que W satistace W (T,G) =0y W (t,0) =0 = %—Vg(t, Gmaz), que son las
condiciones finales y de frontera dadas en la Seccién 2.1. Ademas si se tiene
en cuenta que

aa_l/}f/(t’ G) - G?naaﬂ - (G - Gmaz)za
ow
%(t, G)=(T—-1) 2(G — Gnaz),
*W

entonces para

f(t’ G) = G2 - (G - Gmaz)2 + cjk(a - G)(T - t) ’ 2(G - Gmax)

max

+ %(j@'éG 2T —t) = 6(T — t)((G — Grnaa)* — G*.)

max
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la funcién W satisface la ecuacion (2.1). Entonces, el programa empleado debe
reproducir aproximadamente la grafica de W, que para cada t fijo (en particular
para t = 0) es una pardbola con minimo en G = Gz

Con los valores 0 = 0.5, r = 0.1, T = 10, G0z = 30, Grin =0, ¢ =1 =k,
a = 10, y utilizando AG = 30/300 y At = 10/3000, la funcién W tiene como
grafica en t = 0 la curva

W(0,G) = 10((G — 30)* — 30%) = 10G* — 600G, 0 < G < 30,

pardbola con minimo y vértice en (30, —9000).
En las figuras 3.1 y 3.2 se compara la grafica obtenida para W, usando el
método numeérico con € = 0.5 y los valores dados, con la grafica real para W.

El error cuadrético entre la grafica encontrada numéricamente y la grafica real
es I/~ 0.0024167.

Parabola simulada; Iteraciones: 3000 Parabola real

-1000 1 -1000
-2000 1 -2000
-3000 -3000
-4000 -4000

-5000 -5000

0, siendo T= 10

-6000 -6000

Valor V en t=0, para T= 10

Valor en t:

-7000 -7000
-8000 1 -8000

-9000 -9000

. . . . . 10000 . . . . .
5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Grade G Grade G

-10000
0

Figura 3.1: Graficas con el método numérico (izquierda) y real (derecha) para
la funcién W.

A continuacion se muestra en una tabla el orden de convergencia del método

implicito: para cada malla bidimensional de tamano h = (At, AG), usando

_ error(h)
R= error(h/2)

como loga(R).

como el radio de convergencia del método, el orden es definido

Convergencia con § = 1

Pasos de tiempo | Pasos de espacio Error R Orden
1000 100 0.00658435 — —

2000 200 0.00330368 | 1.993035 | 0.9950
4000 400 0.00165476 | 1.996471 | 0.9974
8000 800 0.00082812 | 1.998218 | 0.9987
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Valor en t:

Figura

3.1.2.

=0, siendo T=10

Valor en t

0, siendo T= 10

-1000

-2000

-3000

-4000

-5000

-6000

-7000

-8000

-9000

-10000
0

Las dos parabolas. Iteraciones: 3000

5 10 15 20 25 30
Grade G; error cuadratico= 0.00241668

Las dos parabolas. Iteraciones: 3000
T

-6200 [—

-6400 [—

&
=
3
3

T

o

-6800 [—

-7000 [~

7200

146 147 14.8 14.9 15 151 15.2 15.3 15.4
Grade G; error cuadratico= 0.00241668

155
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3.2: Gréficas superpuestas (arriba); ampliacién para G € [14.5,15.5].

Caso concreto: Resultados Modelo

El programa validado en la subseccion anterior se aplica ahora a las ecua-

ciones (1.15), usando los valores dados en

@. Para cada funcion V; o V5 en

particular, se obtienen como resultado las figuras 3.3 y 3.4, respectivamente.
En la figura 3.3 se observa una dependencia lineal entre V;(0,G) y G. En la
figura 3.4, izquierda, se observa la no dependencia de V5(0, G) respecto de G,
y a la derecha se puede apreciar para V5 una curva exponencial respecto de t,
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que ademas es independiente de G ([6], ecuaciones (18)-(21)" ). Adems4s, en la
figura 3.5 se comparan la solucién numérica de (1.15) para V5 con la solucion
analitica obtenida en [6].

Valor V, en t=0.

=15

=0, siendo T:

Valor en t
.

0 5 10 15 20 25
Grade G

Figura 3.3: Valores de V; para G entre 0 y 30, en el tiempo inicial ¢ = 0.

Valor \/2 en t=0. Valores de V2 en cada tiempo.
30 T T 25 T
25
o 20f
—
3 >
1 o
~ 20 o
o =
° S 151
0 =
:), 15 b
i S
S g 0
510 =
s o
Q
> s5f
5
0 . . 0 .
0 10 20 30 0 5 10
Grade G tentre 0y 10

Figura 3.4: Izquierda: Valores de V5 para 0 < G < 30 en t = 0. Derecha:
Valores de V3 en cada tiempo ¢ € [0, 7.

3.1.3. Una valoracién numérica
Se concluye la presente seccién con el uso de (1.14):
V=5-V+V

y de las soluciones numéricas para V; y V5, de la subsecciéon anterior, para dar
una soluciéon numérica de V' con respecto a una malla de precios S especificada

“La expresién en [6] para Vs es Va(t,G) = £(1 — e "(T71)
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30 30

259 25

20 20

v,(0
&
10
&

10 0

0 5 10 0 5 10
t t

Figura 3.5: Izquierda: V5(t,G) = £(1 — e """"). Derecha: Aproximacién
numérica de V5.

(Figura 3.6). En los ejes S = 0y G = 0, el precio es asimismo 0, y V' es creciente
con respecto a GG y a S aunque para precios bajos el valor de V' es bajo sin
importar los valores de G.

%108

=8V Y,

Valores de V

Precios S 5

%108

=SV1 +V,
w

Valores de V

100

50

Precios S

Figura 3.6: La grafica de V =V(0,5,G) con 0 < 5 <150, 0 < G < 25.
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Hasta este punto se han analizado numéricamente las ecuaciones (1.15) de
una variable espacial, asi como se muestra una superficie en la que el valor de
V es funcion de S y de G, para el tiempo ¢t = 0. La grafica obtenida representa
una aproximacién numérica a una solucién del problema original. El método
aqui presentado es, en cierto sentido, sélo un primer paso en el andlisis de un
problema complejo.

La ecuacién (1.13), por su parte, es una simplificacion de (1.9) con sélo @ y
S como variables espaciales” y sus resultados numéricos asociados se presentan
en la proxima seccion.

3.2. Resultados Modelo para V(t,Q,5)

En la seccion 2 del Capitulo 2 se introdujo una descripcion del método
numérico empleado para dar una solucién numérica de (1.13). Este método
recae en las escogencias de las discretizaciones descritas en aquella seccion
asi como en el tipo de interpolacion escogida para cada par de nodos adyacentes
en la malla de (). En la Figura 3.7 se muestra una grafica de V' que corresponde
al dominio computacional definido por Spes = 120 ¥ Qumas = 1.5 x 10%. Por
otro lado, se toma una tasa de extraccién ¢ = 1 x 107 ton/afio, siguiendo los
rangos de valores dados en|[6]. El valor de V', dados los costos econémicos
de extraccién y demads, es en principio negativo (a diferencia de los modelos
anteriores) para valores pequenos de S y presenta un crecimiento observable
a partir de S &~ 100, si bien es positivo sélo para S > 110 aproximadamente.
A partir de esos rangos de precios, los costos de extraccién son ampliamente
superados por los potenciales beneficios. Con respecto a @) el valor es casi
constante, y asi el valor del proyecto depende principalmente de S y ¢, para
un valor de G dado (G = 10 en esta seccién).

Las secciones de la Figura 3.7 para () constante guardan cierta similaridad
con la curva presentada en la Figura 2 de [6]. El modelo de esta seccién es un
modelo simplificado de aquel.

* . . . . .z
El no considerar G como variable es otro posible escenario en la valoracién de V', que
asi dependerd principalmente de S, como se muestra en [7].
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Valor de la mina, en tiempo inicial

80

70

Remain quantity Q o Ore Price S

50

Figura 3.7: La superficie V(0,Q, S) con G = 10.
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Conclusiones

El presente trabajo tenia por objetivo hacer una revision rigurosa de al-

gunos trabajos existentes en la literatura sobre valoracién de un proyecto de
extraccion en una mina. Ademas, se trataba de proponer mejoras en los mode-
los y métodos numéricos para su resolucion. Como consecuencia de la revisién
se han ordenado los modelos de valoracién de la mina por orden de comple-
jidad: partiendo del modelo con tres factores estocasticos se han considerado
dos modelos con dos factores estocasticos, uno de los cuales permite una re-
presentacion de la solucién en términos de funciones que solo dependen de un
factor estocastico. Para todos los modelos se han analizado las condiciones de
contorno que es preciso imponer en las fronteras espaciales y se ha compro-
bado que en algin caso los trabajos existentes en la literatura imponian mas
condiciones de las necesarias.
Para los modelos de un factor estocastico se han propuesto técnicas numéricas
basadas en un theta-método, que se han programado en Matlab. Los ejemplos
numéricos han permitido la validacion de los métodos y su adecuacién para
resolver los problemas propuestos. Para el modelo de dos factores estocésticos,
se adapté un método existente en la literatura en otro problema andlogo que
permite la resolucion eficiente del problema. El método se basa en la descompo-
sicion del operador diferencia y la combinacién de un método semilagrangiano
a una parte y un esquema de diferencias finitas de segundo orden a otra parte.
La descomposicién permite una resolucion muy eficiente del sistema lineal que
define el problema totalmente discretizado. Los ejemplos numéricos permiten
concluir el buen funcionamiento de los métodos, proporcionando una solucién
que depende esencialmente de los precios y de la tasa de extraccién, siendo
independiente de la cantidad de roca pendiente de extraer. No obstante, en
los tests académicos no se ha alcanzado el orden dos del método de Crank-
Nicolson lo cual pudiera estar relacionado con el tratamiento numérico de las
condiciones de contorno.

En cuanto a las posibles extensiones del trabajo realizado, una primera po-
sibilidad es el andlisis y resolucién numeérica del modelo completo, con tres
factores estocasticos conjuntamente. En este sentido, los métodos propuestos
son generalizables a ecuaciones en derivadas parciales en dimensién superior.
El analisis matematico de los modelos es un tema abierto, para el que se pue-
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de intentar la analogia con los problemas de valoracién de opciones asiaticas.
Otra linea de trabajo interesante surge con la consideracién de posibilidad de
abandono del proyecto, ya propuesto en la literatura, lo que abre un nuevo mo-
delo de valoracion, en el que ademas del valor del proyecto se deben obtener
la probabilidad de abandono del mismo y la duraciéon. Para ello, habria que
proponer adaptaciones de los métodos numéricos desarrollados.
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