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Introduccion

Este documento es la recopilacion de varios resultados que permiten presentar una nocién de los
problemas de clasificaciéon en Teoria Ergédica. Tuvo como motivacién los cursos de Sistemas Di-
ndmicos y Teorfa de la Medida llevados a cabo el segundo semestre del afio 2012, asi como un
especial interés en el estudio de los sistemas dindmicos bajo estructuras de medida. La clasifica-
cidn de ciertos objetos es una cuestién usual en el estudio de estructuras matematicas, y en el caso
de Teoria Ergddica tiene relacién con otras dreas, como el Andlisis Funcional y la Topologia. Una
de las cosas que se muestra en este trabajo es como la clasificacién puede hacerse bajo una estruc-
tura (espacio de Hilbert) que inicalmente no esta presente en el contexto dado. Los problemas de
clasificacién se enmarcan ademds en un contexto mucho mds general que lo aqui presentado, lo
cual se nombra brevemente luego del capitulo 5, y cuya exposicién va mds alld de los alcances de

este trabajo.

Se presentan inicialmente los preliminares necesarios para abordar las definiciones y resultados
que se tienen en el contexto de los problemas de clasificacién en Teoria Ergddica. Se requieren
varias nociones del Andlisis Funcional, las cuales no se presentan aqui, y de Teoria de la Medi-
da, la mayoria contenidas en el capitulo 1. Posteriormente se introduce la nocion de clasificacion
de transformaciones en espacios de medida y finalmente se muestra cémo la ergodicidad permite
caracterizar ciertas transformaciones y de ahi obtener la clasificacién deseada. Finalmente se co-
menta lo descrito en las primeras paginas del documento [17] que llevé a los interrogantes que

condujeron al desarrollo de este trabajo. La exposicidn tiene el proposito de que cualquier lector,
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con las nociones bdsicas de las dreas de estudio nombradas anteriormente, pueda entender en me-
nor tiempo la problematica de clasificacion en este contexto y llegar a otros resultados, posteriores

a lo contenido en este documento.
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Notacion

El complemento de un conjunto se denota por A°.

El conjunto de partes de X se denota por P(X).

Para A, B C X, A4 B denota la unién disjunta, esto es, cuando A N B = ().

La funcién n € N — x, € X, es la sucesion, que como funcién se denota por (x,) y cuyo

rango se denota por {x,}.

Una funcién f : X — Y biyectiva permite definir una funcién f' : ¥ — X tal que f o f* =

id = f' o f. Alafuncién f' se le conoce como funcién inversa de f y se suele denotar igual
que 7! : P(Y) — P(X), la imagen reciproca mediante f, definida en subconjuntos. En el
presente trabajo f' denota la funcién inversa definida mediante una biyeccién f : X — Y.
Cuando A C X, f(A) :={y e Y : y = f(x)para algin x € A}. La imagen reciproca mediante
f se denota como f~! y para B C Y es Y (B) = {xe X: f(x) e B)!. De esta forma,
para B C Y se tiene (cuando f es biyeccién) f~'(B) = f'(B) y para A C X se tiene que

f’_l(A) = f(A). También, 1/f se denota de esta forma y jamas como f~!.
e Paraf:X —YyCCPY), f'C:={f"'B: BeC}cPX.

e Para A C X la funcién de pertenencia se denota como X4 y es tal que a x € X — 1 cuando

x€Ayxe X 0cuando x € A°.

!Cuando no haya lugar a dudas, fA denota igualmente f(A)y f~'A denota f~!(A).



e En (X, d) espacio métrico, dados 0 < ey x € X, Be(x) :={ye X : d(x,y) < €} es la bola

abierta con centro en x y radio e.

e Silafuncién f : X — R es idénticamente nula esto se denotara por f = 0.



caPiTuLo 1

Preliminares

1.1. Preliminares en Teoria de la Medida

A continuacién se presentan los resultados de Teoria de la Medida que resultan mds relevantes
para este trabajo. Se introducen los conceptos bdsicos y se enuncian los resultados sin incluir

demostraciones. Cualquier detalle adicional puede consultarse en [1] y [2].

1.1.1. Espacios y funciones medibles

En esta seccion se consideran las construcciones bdsicas, a partir de conjuntos, hasta llegar a
la estructura que permite definir las funciones medibles. La exposicién se hace progresivamente
de forma que se verifique como se definen cada vez condiciones mds fuertes en las estructuras

presentadas.

Definicion 1.1. Para X # 0, S € P(X) con S # 0 es una semi-adlgebra si satisface:
1. 0eS.
2. SiA,Be SentoncesANBeS.

n
3. Si A € Sentonces A° = |J A; para algunos Ay,...,A, € S.
i=1



Ejemplo 1.1. El principal ejemplo de una semi-algebra es la coleccion
T ={(a,b], (—o0,b],(a, +o0), (—00, +o0) : a,b € R} U {0}.
A partir de esta coleccién se obtiene la medida de Lebesgue.
Definicion 1.2. Para X # 0, A Cc P(X) con A # 0 es un dlgebra si satisface:
1. Si A € Aentonces A° € A.

n
2. SiAy,...,A, € Aentonces | J A; € A.
i=1

Definicion 1.3. Para X # 0, X € P(X) con X # () es una o-adlgebra si satisface:
1. Si A € X entonces A€ € X.

+00
2. SiA;,As,...€ X entonces .U A; e X

i=1
Si A € Xsedice que A es X-medible, y se utiliza cuando se involucran dos o més o-algrebas. De lo
contrario, cuando no hay lugar a dudas sobre la o-dlgebra considerada, se dice que A es medible.
Toda o-élgebra es un dlgebra y una semi-algebra. Toda dlgebra es una semi-dlgebra. Dado que

P(X) es una o-algebra, se puede considerar la generacién de estas estructuras como sigue.
Definicion 1.4. Para X #0y B Cc P(X), B # 0:

o El dlgebra generada por B es A(B) = () A, donde C = {Adlgebrade X : BC A} .
AeC

e La o-dlgebra generada por Bes Z(B) = () X, donde D = {X o-dlgebrade X : B ¢ X}.
XeD

Cuando B es contable se dice que X(B) es contablemente generada. Por otro lado, el caso particular
en el que la o-dlgebra estd generada por una topologia es de principal interés y la o-algebra asi

obtenida se llamar4 en adelante o-dlgebra de Borel (y todo abierto es medible).

Nota 1.1. El dlgebra generada por una semi-algebra S resulta ser la coleccion de uniones finitas de
sus elementos. Dado que S C A(S) implica que Z(S) C X (A(S)) y que A(S) C X(S) se obtiene
que Z(S) = Z(AS)).

Un espacio medible es una dupla (X, X) en la que X es una o-algebra de subconjuntos de X. En

este espacio se consideran las funciones medibles.

Definicién 1.5. Para (X, X), una funcién f : X — R es X-medible (o medible) si f~'(a, +o0) € X

para todo @ € R.



Las partes positiva y negativa de una funcién f : X — R son las funciones definidas como
f(x) = sup{f(x),0}y f~(x) = sup{—f(x), 0} respectivamente. Se puede verificar que f es medible
siy sélo si f*y f~ son medibles. El conjunto de funciones medibles se denota por M (X, X). Se
considera también M* (X, X) = {f € M(X,X) : 0 < f}. Cuando no haya lugar a duda sobre X y

X se denotaran solamente por M y M* respectivamente.

Se amplia el conjunto de funciones medibles M a Mc, considerando f : X — C y definiendo
f € Mc si Re(f), Im(f) € M, donde f = Re(f) + iIm(f). Mas generalmente, si (X,X)y (¥, V)

son espacios medibles, f : X — Y es medible si f~1Y c X.

Otros resultados que utilizaremos mds adelante, cuando se considera una funcién f : X — Y, son:
e (ECY: f'EeX)esunao-ilgebrade Y.
e 'Y esuna o-dlgebra de X.

e Si (f,) es una sucesién en M entonces las funciones definidas puntualmente como inf f;,,
n

sup fp, liminf f;,, y lim sup f;, pertenecen a M.
n n

n

e Si (f,) es una sucesion en My lim f,,(x) = f(x) para todo x € X entonces f € M.
n

e Si f € M* entonces existe una sucesion (¢,) en M* de funciones medibles, cada una de las
cuales toma un nimero finito de valores, tales que ¢, < @41 y lime(x) = f(x) para todo
n

x € X.

1.1.2. Espacios de medida y funciones integrables

En la parte anterior se considerd y definié la nocién de o-algebra, que se usa como dominio
de la funcién de medida. En general se estudia, a partir de la definicién de medida, cémo se
obtienen (generacién de medidas) y de que formas se representan (descomposicion de medidas)
las medidas. Como se muestra en esta seccion, las condiciones pueden debilitarse para definir una
funcién de la cual se obtenga una medida. La forma més general de la integral de una funcién
se define en el contexto de Teoria de la Medida. Nétese que uno de los resultados de la seccion
anterior dice que cualquier funcién medible no negativa puede ser aproximada mediante funciones
que toman solamente un nimero finito de valores. La definicion de la integral de una funcién
medible se hace progresivamente, partiendo de la motivacién del resultado anterior, pues como

se verd, una vez se tiene una medida, las funciones medibles que toman solamente un nimero
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finito de valores son de especial simplicidad pero permiten extender las definiciones de manera

consistente.

Definicion 1.6. Una pre-medida sobre C C P(X), con @ € C, es una funcién i : C — Rg U {+o0}

tal que:
1. i) =0.

+00 +o00 +00
2. Si{A,} c C esunasucesion disjuntay 4 A, € C entoncesﬂ(bj An) =3 Ay .
n=1

n=1 n=1
La dltima condicién se conoce como o-aditividad. Una pre-medida es una funcién o-aditiva sobre
uniones contables, siempre y cuando estas uniones contables pertenezcan a la coleccién donde

esta definida, esto es, su dominio.

Definicion 1.7. Una medida sobre una o-dlgebra X de subconjuntos de X es una funcién u : X —

R§ U {+c0} tal que:

1. u(@ =0.

+00 +00
2. Si{A,} C X es una sucesion disjunta entonces u ( + An) =Y u(Ay).
n=1

n=1
Una medida en una o-algebra X se puede obtener a partir de definir una pre-medida en una semi-
algebra S tal que X (S) = X, esto mediante el Teorema de Extension de Carathéodory, el cual se

presenta luego de las consideraciones a continuacion.
Nota 1.2. Se dice que una medida u definida en una o-dlgebra X de subconjuntos de X es:

+00
e o-finita si existe una sucesion de conjuntos medibles (A,) talque X = |J A, y u(A,) < +co0
n=1

paratodon € N,
e finita si pu(X) < +oo.
o de probabilidad si u(X) =1,
Ejemplo 1.2. Algunos ejemplos de medidas son:

e En P(N) la medida u que asigna el cardinal de A € N cuando A es finito y +oco cuando es

contable, se denomina la medida del conteo.

e En X # 0y X o-dlgebra de X, con x € X fijo, la medida de probabilidad concentrada en x

esta definida como u(A) = 1 cuando x € A y u(A) = 0 en caso contrario.
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Teorema 1.1. Teorema de Extensién de Carathéodory. Si i es una pre-medida sobre la semi-
dlgebra C C P(X) entonces existe una medida u sobre X(C) que coincide con i en C. Si ji es finita

entonces u es Unica.

La demostracién de este teorema (de Extensién de Carathéodory) puede consultarse en [1]. Se
parte de extender la pre-medida al dlgebra generada (que se obtiene de manera explicita como se
present6 en la nota 1.1.) mediante o-aditividad directamente, y de ahi definir una medida exterior!
(a partir del dlgebra) que genera una o-algebra que contiene a X(C) (por definicién). Finalmente
se demuestra que esta medida exterior coincide con fi en C, y se obtiene la extensién deseada.

La siguiente definicién enriquece la estructura de o-dlgebra y es de principal interés cuando se

trabajan proposiciones de la forma casi en toda parte, las cuales se introducirdn mas adelante.

Definicion 1.8. La completacion de una o-algebra X respecto a una medida u en ella definida es

la o-4lgebra

X={AUZ:AeXyZcZelX, uZ =0).

Nota 1.3. Obsérvese que X € X y que todos los subconjuntos de conjuntos X-medibles de medida
nula? son X-medibles. La completacién de una medida u respecto a la completacién de la o-

dlgebra X es la medida j definida en X por [ (A u 2) = u(A), y como resultado satisface fi|y = u.

Un espacio de medida es una tripla (X, X, ) tal que X es una o-dlgebra de subconjuntos de X y i
es una medida definida en X. Cuando u(X) = 1 la tripla se denomina espacio de probabilidad. En

adelante, siempre que se escriba (X, X, u), se tratard de un espacio de medida.

Nota 1.4. Se dice que una proposicién se cumple casi en toda parte (o casi en todo X) si existe
N € X tal que la proposicioén se cumple en N y p (N¢) = 0. Cuando la o-dlgebra es completa,
puede tomarse directamente como N al conjunto donde estrictamente la proposicion es cierta, y en
su complemento no lo es. Obsérvese ademds que dos proposiciones que se cumplen casi en toda
parte definen subconjuntos medibles N y M de medida completa y que necesariamente satisfacen
N N M # (. Se obtiene asi el conjunto N N M de medida completa en el que se satisfacen ambas
proposiciones. Es por esto que, aunque las proposiciones casi en toda parte tienen un rol funda-

mental en Teoria de la Medida, pueden relajarse las condiciones y trabajar varias proposiciones a

'La definicién de medida exterior puede consultarse igualmente en [1]
2Cuyos complementos se denominan de medida completa



la vez, teniendo en cuenta que siempre existird un conjunto medible en el que todas las proposi-
ciones se satisfacen, el cual no es otra cosa que la interseccion de los conjuntos medibles en los

que se satisface cada proposicién individualmente.

Cuando u es una medidaen X y A, B,A,, € X paratodon € N, con A C B, se tiene que:
o u(A) < u(B).
e Siu(A) < +oco entonces u(B \ A) = u(B) — u(A).

+00
e SiA, C A,y paratodo n € N entonces u ( U A,,) = limu(A,).
n

n=1

+0o0
e SiA,y1 CA,paratodon € Ny u(Ay) < +oo entonces u ( N A,,) = limu (A,).
n

n=1
Ejemplo 1.3. El ejemplo principal de la construccién de una o-dlgebra y su completacion, a partir
de una semi-algebra y una pre-medida en ésta, es la o-algebra de Borel cuya completacion es la o-
dlgebra de Lebesgue. La o-4lgebra de Borel 2 en R se define como la generada por la coleccion
de intervalos abiertos de R y resulta ser contablemente generada por la coleccion {(¢, +c0) : t € Q}.

Dado que

T = {(a,b], (—0, b], (a, +00), (—00, +0) : a,b € R}

es una semi-algebra, se considera el dlgebra generada por esta coleccion. En esta dlgebra se define
una pre-medida que asigna a los intervalos su longitud: A ((a, b)) := b — a. Con A se considera una
medida exterior A (la medida de Lebesgue) que define una o-édlgebra (de Lebesgue) sobre R, y
que escribimos como % Por definici6n resulta que Zc S y se puede verificar que Yesla

completacion de 24 . Los detalles de esta construccién se encuentran en [1].

Nota 1.5. Si X es una o-dlgebra de X y A ¢ X, X induce la estructura sobre A definida por
X4 :={ANB: Be X}, que es una o-dlgebra de subconjuntos de A. Para cualquier subconjunto
A de R se considera entonces la o-dlgebra de Borel y la o-dlgebra de Lebesgue inducida en A. El

caso mds usual es cuando A = [0, 1] y se denotan por Z 0,11y ZO, 1] respectivamente.

En un espacio de medida (X, X, 1) se consideran las funciones medibles y se definen progresiva-

mente las funciones integrables, como sigue:

Definicion 1.9. Dado (X, X, u), una funcién ¢ : X — R es simple si toma finitos valores.



n
Nota 1.6. Obsérvese que cuando la funcién es medible, puede representarse como ¢ = 3} a;X4;,
j=1
donde A] € X.

Definicion 1.10. Si ¢ : X — R es una funcién medible y simple, su integral se define como el

nimero real (o inclusive +o0) dado por

n

f(pd,u = Zaj,u(Aj).

J=1
Con la aproximacié de funciones medibles mediante funciones simples se puede extender consis-

tentemente la definicién de integral a funciones no negativas mediante funciones simples.

Definicion 1.11. Para f € M" se define la integral de f como el niimero real (o inclusive +co)

dado por

ffd,u = sup {fgod,u : ¢ € M*, ¢ funcién simple tal que ¢ < f}.

Si A € X se define fAfd,u = fff)CA du.

Algunos resultados para funciones en M* (X, X) son:

e La integral es una funcional lineal en el espacio vectorial de funciones simples.
e Sif,ge M"y f < gentonces ffd,u < fgd,u.
e Sife M"yA,Be XconA CBentonceszfd,u < fodﬂ.

e Teorema de Convergencia Monétona. Si (f,) es una sucesiéon en M™ tal que f;, < fur1 y

h’rrln Ju(x) = f(x) para todo x € X entonces f fdu= h’rrln f fndu.
o Sif€M+y0Scentoncescf€M+yfcfdychfd/,z.
o Sif,geM+entoncesf+g€M+yf(f+g)du:ffd/,z+fgd,u.
e Si f € M" entonces la funcién A € X — fA f du es una medida en X.
e Para f € M*, f(x) = 0 casi en toda parte si y s6lo si ffd,u =0.

e Si (f,,) es una sucesion en M* tal que f, < fy+1, lim f,(x) = f(x) casi en toda parte y
n

f € M* entonces ffd,u = lim ffn du.
n



+00 +00
e Si (f,) es una sucesién en M* entonces f > fadu= 3 ffn du.
n=1 n=1

Definicion 1.12. Dado (X, X, u), se define el espacio de funciones integrables

LX, X, 1) ::{feM: ff+d/.l, ff_dﬂ<+00}.

Para f € LX), [fdu = [frdu— [fdu.SiAeX, [ fdu:= [, frdu— [, f du.
Cuando no haya lugar a duda sobre cudles son X, X'y u, se denotard a L (X, X, i) solamente por

L

Asi como con las funciones medibles se amplia el conjunto de funciones integrables, considerando

f : X — Cydefiniendo f € L¢ siempre que Re(f), Im(f) € L.
Algunos resultados para funciones en £ (X, X, u) son:
e Cuando f e M, f € Lsiysolosi|f] e L,y en este caso |ffd,u| < flfl du.

. SifeMygeLestalquelflslglentoncestLyflfl d,usflgl du.

e Si f,g € Lya € Rentonces af, f + g € Lyfa/fd,u = affa’,u, f(f+g)d,u
ffdu+fgdy3.

e Teorema de Convergencia Dominada. Si (f,;) es una sucesién en £ que satisface lim f;,(x)
n

f(x) casi en toda parte, con f € M de valorreal,y g € Lestal que |f,| < g paratodon € N,
entonces f € Ly ffd,u = limff,, du.
n

1.1.3. Los espacios L7

Como consecuencia de las propiedades presentadas en la seccién anterior se tiene que £ es un
espacio vectorial. Si f : X — R, |f| puede expresarse como |f| = f* + f~, con lo cual, siempre
que f sea medible, se obtiene la equivalencia f € £ siy sélo si [f] € L. De esto y los resultados
anteriores, la funcién f € L — f |f] du es una seminorma. Para obtener una norma se establece
la relacion de equivalencia R en L definida por f R g siy s6lo si f(x) = g(x) casi en toda parte.
La proposicién f(x) = g(x) casi en toda parte se denotara de ahora en adelante como f £ g.
Se define el espacio vectorial L' := £/R, en el que la funcién [f] f |f] du es una norma.

Mais generalmente, para 1 < p < 4oo, LP := {[f] e M/R: flflp du < +oo} y €s un espacio

3El mismo resultado se tiene en L.
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vectorial en el que la funcién [f] — H[f]”p = (flfl” d,u)l/l7

es una norma*. El espacio normado
(Lp I ,,) es un espacio de Banach, esto es, es completo respecto a la métrica inducida por la
norma. Cuando no haya ambigiiedad se escribird f € L?y [|f||,, haciendo referencia a [fle LPy

| | [f] ’ |p respectivamente.
Algunos resultados en £? son:

o (Desigualdad de Holder) Si f € LPy g € L9, con 1—1) + é = 1, entonces fg € L' y|fgll, <
1L, lgll,.

o Si (f,) es una sucesion en L? tal que lim f; £ f,con fe M,yexiste g€ LPtalque|f,| < g
n

para todo n € N, entonces f € L7 y lim ||f, - f]|, = 0.
n

e Sise denota por S al conjunto de funciones simples en L? entonces, con la métrica inducida
por [|||,,, S = LP, esto es, dados f € LP y e > 0 existe una funcién simple ¢ tal que
lf — ¢ll, < €. Este resultado permite extender ciertas propiedades a todo L partiendo de
funciones caracteristicas de conjuntos medibles, luego a funciones simples y finalmente a

funciones arbitrarias en 7.

1.2. Preliminares en Teoria Ergédica

La Teoria Ergddica estudia las propiedades de transformaciones 7 : X — Y cuando X y Y tienen
estructuras de medida. Nétese que si ¥ = X, se obtiene un sistema dindmico en una estructura de

medida.

Si T es una funcién de X en Y y Y es una o-algebra de subconjuntos de Y entonces 7~V es una
o-dlgebra de subconjuntos de X. Por otro lado, si C ¢ P(Y), T-'C ={T"'B: Be C} c PX) y
entonces T-'X(C) =X (T‘IC). En efecto:

e Dado que C c Z(C), por la definicién de X (T‘IC) se tiene X (T‘l C) c T7'3(0).

o V¥ = {E cY:T'Eec Z(T‘IC)} es una o-dlgebra de Y tal que C ¢ Y* (pues T~'C c
z(T-lc)), entonces X (C) C Y*. También T~ Y* C z(T-lc), con lo cual T-!'2(C) ¢
z(T—lc)

4Obsérvese que se puede definir un espacio vectorial andlogo L7, considerando f : X — C.
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Cuando X y Y tienen estructuras de medida se definen transformaciones medibles de la siguiente

manera:

Definicion 1.13. Para (X, X, u) y (Y, Y, 2) espacios de medida’, se dice que 7 : X — Y es medible
si T7'Y c X. Cuando T es medible, se dice que T preserva la medida si para todo A € Y se tiene

que 1 (T7'A) = 2(A).

Cuando T : X — X, se obtiene un sistema dindmico discreto (X, {T" : n € N}) en el que la com-
posicion es operacién de semi-grupo. En el caso en que 7 es invertible, el sistema discreto es
(X, {T" : n € Z}) y la composicién es operacién de grupo. En adelante, (X, X, i, T) denota un es-
pacio de medida junto con una transformacién 7 : X — X, X-medible (o medible)® que preserva

la medida u. Estas transformaciones se pueden caracterizar de las siguiente forma:

Proposicion 1.1. Sea T : X — X una transformacién medible. T preserva la medida si y s6lo si

paratodafeM:ffd,u = ffOTd,u.
Demostracion:

Si para toda f € M se satisface f fdu = f f o Tdu, entonces tomando A € X, Xy € My
u(Ad) = fDCA du = fDCA oTdu = fxT—lA du = M(T‘IA). Reciprocamente, si T preserva la
medida, para todo A € X se tiene f Xadu = f X4 o T du, y por linealidad de la integral se tiene
también para toda funcién simple ¢: f pdu = f @oTdu.Para f € Msean (¢,)y (8,) sucesiones
mondtonas de funciones simples, no negativas, tales que h’lgn on(X) = ff) y h’rrln Bu(x) = f(x)
para todo x € X. Por el Teorema de Convergencia Monétona, f fTdu= H,fn f onduy f fdu=
h’zn f,B,, du. Dado que lfrrln (noT)(x) = (ffoT)(x)y h’rrln (BnoT)(x) = (f oT)(x) para todo
x € X, nuevamente por Teorema de Convergencia Mondtona f ffoTdu = h”gn f wpnoTduy

f f oTdu=Ilim f Bn o T du. Se obtiene entonces que
n

ffd,u=lfmf<pnon/,t—lfmfﬁnonu=f(er—f_)on,u:ffon,u.

Si u(X) < +oo, ffd/J = ffo T du para toda f € M es lo mismo que paratoda f € L' o f € L2

Definicion 1.14. La transformacién T en (X, X, u, T), donde (X, X, ) es un espacio de probabili-
dad, es ergédica respecto a y si para todo A € X se tiene que T~'A = A implica u(A) € {0, 1}.

SEn este contexto, A denota una medida arbitaria, no se debe confundir con la medida de Lebesgue
6Aqui la estructura de media es la misma en el dominio y el codominio.
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Obsérvese que la transformacion T puede ser ergdédica con una medida pero no neceseriamente
con otra. Cuando T preserva la medida u se dice que u es T-invariante, y cuando T es ademads
ergddica se dice también que u es una medida ergddica. Si fijamos la estructura medible (X, X) y
la transformacion, el conjunto de medidas satisface propiedades de caracterizacién importantes.
Por ejemplo, las medidas T -invariantes son un conjunto convexo y las medidas ergddicas resultan
ser los puntos extremos de ese conjunto. Estas observaciones dan lugar a otros resultados, los

cuales pueden ser consultados en [13].
Las transformaciones ergddicas se pueden caracterizar de varias formas (Ver [9]):

Proposicion 1.2. Sea (X, X, u, T), donde (X, X, u) es de probabilidad. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

—_—

. T es ergddica.

2. Paratodo A € X, siu (T‘lAAA) = 0 entonces u(A) € {0, 1}.

+0o0
3. Paratodo A € X, si u(A) > 0 entonces ,u( T‘"A) =1.
1

n=

4. Paratodos A, B € X, si u(A), u(B) > 0, entonces existe n € Z* tal que u (T™"A U B) > 0.

5. Paratoda f e M,si foT £ f entonces f Ee (es constante casi en toda parte), para algin

ceR.
Demostracion:
(1. implica 2.) Sea A € X tal que u(T'AAA) = 0. Sea
+00
c=(Jr*a
neN k=n
Entonces, T~'C = C y por 1. esto implica que u (C) € {0, 1}. Por otro lado

y[ﬂ [j %A nAC] “‘(U ﬁ T*Ac mA]

neN k=n neN k=n

u [[j T7*An AC] y ([j T7*A°n A]

k=1 k=1

i u(T™*AnA)
k=1

p(CaA)

INA

IA
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Dado que en general EAF C EAG U GAF para arbitrarios E, F,G C X, por induccién se obtiene
que u(T‘kAAA) = 0 para todo k£ € N. Entonces u(CAA) = 0, y siendo u(C) = u(CNA) +
UHCNA)YuUA) =pu(ANC)+u(ANC, u(C)=pu(A),de donde u(A) € {0, 1}.

(2. implica 3.) Sea A € X tal que u(A) > 0. Sea B = |J T™"A. Entonces T~'B c B, y dado que
neN
T preserva la medida, necesariamente u (B) > 0, pues en caso contrario se tendria u (T‘IA) <

u(B) = 0, contrario a la escogencia de A. Por otro lado

u(T7'BaB) = u(B\T'B) = u(B) - u(T7'B) =0,
por lo que 2. permite concluir que u (B) = 1.

(3. implica 4.) Sean A, B € X con u(A),u (B) > 0. Por la hipdtesis
+00 +00
u(B) :y(Bn UT‘”A) :,u(UBm T‘”A] > 0.
n=1 n=1
Si para todo k € N se tuviera que u (B N T_kA) = 0 se llegarfa a contradecir lo anterior. De esto se

sigue el resultado.

(4. implica 1.) Sea A € X tal que T™'A = A. Si u(A) = 0 el resultado se tiene. Supéngase que
H(A) > 0. Si u(A° > 0, por 4., existe k € N tal que u (AC N T‘kA) > (. Dado que la hipétesis
implica que T%A = A, se segirfa que u (A N A) > 0, contradiciendo la escogencia de A. Se

concluye que u (A) = 1, por lo tanto T es ergddica.

(1. implica 5.) Sea f € Mtalque foT £ f.Paracadane Nyk € Z sea

k k+1
Xk,nZ{XEXZ ?Sf(x)< ;-n }

Entonces T‘le’,,AXk’n c{xeX: foT(x)# f(x)} implica que
(T X2 Xp) = 0.

Dado que 1. implica 2. se obtiene que u (Xy,) € {0, 1} para cada k € Z. Por otro lado, paran € N

fijo, X = &) Xk, por lo que para cada n € N existe un tnico k, € Z tal que p(Xy,,) = 1,y
keZ

; k .. . .
necesariamente X, 1 2 Xi,2 2 ..., de donde (2—2) es una sucesiéon mondtona creciente y acotada,

por lo tanto convergente a h’lgn % Sea Y = () Xk, .- Entonces u(Y) = 1ysix €Y se tiene que
neN

0< | f(x) - L)l < o para todo n € N, de donde f(x) = lim % Se concluye entonces que f es
n

2VL

constante casi en toda parte.
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(5. implica 1.) Sea A € X tal que T~'A = A. Si (A) = el resultado se tiene. Supéngase entonces
que p(A) > 0. Dado que X4 o T = Xp-14 = Xy, por 5. resulta que X4 es constante casi en toda

parte, esto es Xy £ 1, de donde u (A) = 1.
Para verificar ergodicidad se tiene una condicidon més fuerte:

Definicion 1.15. La transformacion T en (X, X, u, T), donde (X, X, u) es de probabilidad, es una

mezcla fuerte respecto a u si para todos A, B € X se tiene que limu (T7"A N B) = u(A)u(B).
n

Toda mezcla fuerte es ergddica, como se verifica al tomar el limite:
p(A) = limu (T7"A 0 A) = p(Au(A).

Las transformaciones que son una mezcla fuerte también se puede caracterizar de la siguiente

forma:

Proposicion 1.3. En (X, X, u, T), con (X, X, u) de probabilidad, T es una mezcla fuerte respecto a

u siy solo si para todas f, g € M se tiene que

tim [ fgor " du= [ fau [ gdu

Demostracion:

Si para todas f, g € M se tiene que lim f f(goT™) du = f fdu f g du, entonces considerando
n

las funciones caracteristicas de A, B € X arbitrarios:

lfmﬂ (T_nA N B) h’meCT-nAmB d/,l
n n

limff)CB(DCAOT_") dysz)CAdpf.')Cde

u(A)u(B)

Por otro lado, si T es una mezcla fuerte respecto a y entonces, reescribiendo la identidad del limite,

limeCB(DCAOT_”) d,usz)CAd,uff)CBd,u,

para cualquier par A, B € X. Por linealidad de la integral se sigue el resultado para funciones

se obtiene que

simples. Con la aproximacién de funciones medibles mediante sucesiones de funciones simples se

obtiene el resultado para cualquier par f, g € M.
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Las transformaciones ergddicas tiene propiedades de interés en el espacio Lé respectivo. Obsér-
vese que el espacio Lé es un espacio de Hilbert” con el producto escalar (f,g) := f fgdu. La
norma inducida por (-, -) es ||-||,. De la caracterizacion de transformaciones 7' : X — X medibles
que preservan la medida, se introduce el Operador de Koopman Ur que es una transformacién
lineal en el espacio vectorial £? asociado a (X, X, ). El estudio del operador Ur en el contexto
usual del Anélisis Funcional permite definir propiedades para T en términos de propiedades de

Ur.

Definicion 1.16. El Operador de Koopman asociado a T en (X, X, u, T) es la transformacién lineal

Ur : L2 — £? definida por Ur(f) = fo T.

Nota 1.7. El operador esta bien definido. En efecto, si [f] = [g], sea A € X tal que f(x) = g(x)
paratodo x € Ay u(A°) = 0. Entonces, dado que necesariamente T7'A # 0, f(T(x) =g(T(x))
para todo x € T~'A y,u(T‘lA)c =0, siendo Ur(f) = [foT] = [goT] = Ur(g). Por otro lado,
Ur(f) € L2 pues, dado que If> € M, f|fo TJ? du = f|f|2 oTdu = flfl2 du < +00. De esta
misma observacion se obtiene que Uz es una isometria con la métrica inducida por la norma:

Ilf o Tll, = |Ifll, y por lo tanto Ur es un operador acotado.
Con el operador Ur se tiene una caracterizacion adicional de transformaciones ergédicas:

Proposicién 1.4. En (X, X,u, T), T es ergédica si, y s6lo si, Ur(f) £ fsiysélosi f £ ¢ € R.
Esto quiere decir que las tnicas funciones asociadas al valor propio 1 son las funciones constantes

casi en toda parte.
Demostracién:

Si T es ergédica, por la proposicién 1.2., cada f € L2 talque fo T £ f satisface f £ ysif Ec
entonces f o T £ ¢, de donde f es un vector propio asociado al valor propio 1. Reciprocamente,
para A € X tal que T7'A = A se tiene que Ur (X4) = XpoT = Xy-14 = Xy por lo que Xy £ c,
luego u(A) € {0, 1} de donde T ergddica.

1.3. Preliminares en Esperanza Condicional

Se consideran en X dos o-dlgebras Y y X con Y C X junto con una medida y definida en X, que

al restringirla define una medida en Y, uly. Dada f € L1 (X, X, 1) con 0 < £, se puede definir en

"Considerando la forma mds general f : X — C. Cuando f : X — R también se tiene el mismo resultado.
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Y la medida uy por us(A) = fA fduparatodo A € Y. La medida iy es absolutamente continua
respecto a |y en el sentido en que para A € Y, si uly (A) = 0 entonces pr(A) = fA fdu = 0.
El teorema de Radon-Nikodym?® establece la existencia de una funcién g € M* (X, Y) tal que
fA fdu = us(A) = fA gd uly para todo A € Y. Esta funcién g estd determinada casi en todas
partes, pues si h £ g entonces L hd uly = fA gd ply. Para hallar g € M* (X, Y) se requiere de f
y de Y, por lo que la funcién g se denota como E (f|Y) y se denomina la esperanza condicional de
f respecto a Y. Cuando el contexto lo permita, u|y se denotard simplemente como . Obsérvese

que:

e De Y c X, se sigue que M(X,Y) c M(X,X)y que E (f|lY) € M(X,X), sin que necesa-

riamente f sea Y-medible.

e Como X € Yy f e L'(X, X, ), entonces fE(fly) duly = ffd,u < +o0, por lo que
E(flY) € L' (X. Y. uly)-

e Para f € L'(X,X,u) arbitraria se define E (f|¥Y) = E(f*|1Y) — E(f|Y), y entonces se

puede considerar el operador lineal

ECY) : L'XXw > L1 XY ).
Algunas propiedades de la esperanza condicional son:

e Sig € M(X,Y) es finita (g(X) c R) entonces E(fglY) = gE(f|Y) para toda f €
LN (X, X, ).

e SiT : X — Xes X-medible y preserva la medida u entonces E (f|Y)oT = E (f oT|Z (T‘ly))
paratoda f € L' (X, X, u).

E(f1X) = f.

o SiN:={NeX: uN)e{0,1}})° entonces E (fIN) = [ fdu paratoda f € L' (X, X, p).

Si 0 < f entonces 0 < E (f|Y). En particular, si A € X, 0 < E (X4|Y).

Definicion 1.17. Con la misma notacion anterior, para A € X, la probabilidad condicional de A
dada Y es E (X4|Y).

8Ver [2], teorema 4.2.2.
°El cudl es una o-dlgebra de X.
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Definicion 1.18. Sea (Y,) sucesion de o-dlgebras de X, y X o-dlgebra de X. Se dice que la

sucesion (Y,) converge a X si | J Y, genera X, esto es 2( U yn) =X.
neN neN

En el caso en que se considera un nimero contable de o-4lgebras encajadas se tiene el siguiente

resultado sobre los operadores de esperanza condicional correspondientes:

Proposicion 1.5. Convergencia de Martingalas. En (X, X, ), si (Y,,) es una sucesion de o-dlgebras
de X que satisface Y,, C Y,+1 y converge a una o-dlgebra Y de subconjuntos de X, con Y C X,

entonces para toda f € L1 X, X):
e Iim E (f|Y,) (x) = E (f|Y) (x) casi en toda parte.

o lim|IE(fIY,) — E(fIY)Il; = 0.
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CAPITULO 2

Introduccidn a los problemas de clasificacién en Teoria Ergodica

En el contexto de Teoria de la Tedida es de interés clasificar los espacios de medida. En el contexto
de Teoria Ergddica se busca clasificar las transformaciones entre espacios de medida bajo ciertos
criterios. En el primer caso, dos espacios de medida (X, X, 1) y (¥, Y, 1) pueden identificarse, de
tal forma que algunas de las propiedades de uno de los espacios de medida también se verifican
en el otro espacio de medida. Por ejemplo, si (X, X,u) y (¥, Y, 1) estdn identificados y X es la
completacion de una o-dlgebra, se puede establecer que Y también es la completacion de una o-
dlgebra de conjuntos de Y. En el segundo caso, se busca identificar la accién de una transformacién
T : X — X (medible que preserva la medida) con la accién de otra transformacién S : ¥ — Y,

cuando (X, X, ) y (Y, Y, 2) son isomoformos.

Definicion 2.1. Se dice que los espacios de medida (X, X, u) y (¥, Y, 1) son isomorfos si existen:
1. M e Xtal que u(M°) =0,
2. N € Y tal que A(N°) =0,

3. ¢ : M — N biyeccién medible (¢~'Y c X) que preserva la medida (1 = p o ¢~1), con ¢'
medible (¢!_1X C Y) que preserva la medida (1 o q’)!_l = ).

Nota 2.1. Cuando B c N¢, ¢"'B =0 € X, y cuando BN N # 0, ¢»'B=¢'BNN, por lo que

-1

'Y c X tiene sentido. Igualmente con ¢'. Ahora, 1 = po ¢~! siy solamente si 10 @' = p,
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pues cuando A € X con A C M, ¢’_1A = () siendo /l(gb!_lA) =0 = u(A). Cuando AN M # 0,
¢ 'A=¢"'ANM e Y, luego

-1 _ -1 _
Ao an M) =u(o (67 A0 M)) = u (67 @AN M) = pan M) = o)
pues en M se tiene que ¢’_1 =¢yo ! op=¢' o¢=idvistas como funciones de subconjuntos.

Cuando (X, X , u) y (Y, Y , /1) son isomorfos las propiedades de (X, X s ,u) se satisfacen también en
(Y, Y, /l) y viceversa. Por ejemplo:

Proposicion 2.1. Sean (X, X , /1) y (Y, Y , /l) espacios de medida que son isomorfos. Entonces:
e Si u es o-finita entonces A es o-finita.

e SiXesla completacién de X contablemente generada entonces Y es la completacion de

una o-dlgebra Y de Y contablemente generada.
Demostracion:

Sean M € X, N € Y de medida completay ¢ : M — N biyeccion medible que preserva la medida
con inversa medible que preserva la medida.

~ +00

e Sea (A,) una sucesién de conjuntos X-medibles tal que u (A,) < +o0y X = |J A;. Entonces
i=1

(¢!_1An) es una sucesién de J/-medibles tal que /l(qb!_lAn) =u(A,) < +c0oyY = N°U

+00 -1
LJ] ¢ Ai.
1=

e Sea C C P(X), C contable y tal que Z(C) = X. Entonces ¢!_1C es una sub-coleccidén
contable de (YY) tal que ¢!_1C - ¢!_1X C Y. Obsérvese que ¢!_1X es una o-dlgebra
de subconjuntos de N y no de X, pero que si es una sub-coleccién de subconjuntos de
X. Asi podemos considerar Y = 2(¢!_1C U{N }), que es o-dlgebra de Y contablemente
generada. Sea A € Y. Entonces ¢'A e Xyesdelaformag'A=BUZdonde Be Xy
ZcZ € Xconu(Z)=0.Dadoque A= ANNIWANN = ¢ (¢—1 (A nN))@AmN" =
¢~ (67A)WANN =g BUP T ZIYA NN, com:

e ¢7'Beo X =9 R0 =2(07 ) cx (0 CU ) = .

o ¢ ZIYANN  C ¢ 2 YN donde ¢ T Z" € ¢ X C YN € Yy (¢ Z YN <
1 (Z*) + A(N) = 0.
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Se obtiene entonces que Yesla completacion de Y que es contablemente generada.

Se considera ahora una relacién de equivalencia que permite identificar transformaciones en espa-

cios de medida.

Definicion 2.2. En (X, X,u, T)y (Y, Y,4,5), se dice que T y S son isomorfas si existen:
1. Me Xtalque u(M) =0y T(M) Cc M,
2. NeYtalque A(N) =0y S(N)CN,

3. ¢ : M — N biyeccién medible que preserva la medida, con inversa medible que preserva la

medida,
4. ¢poTly=Slyoo'.

El isomorfismo de transformaciones que preservan la medida define una relacién de equivalencia
mediante 7 R S si y s6lo si Ty § son isomorfas. Los isomorfismo de transformaciones que
preservan la medida requieren de un isomorfismo entre sus correspondientes espacios de medida.
El problema de clasificacion consiste en establecer cudndo 7y S son isomorfas. Se considera
ahora una relacion de equivalencia mas débil, motivada por la caracterizacion de transformaciones

T : X — X que preservan la medida, mediante el Operdor de Koopman.

Definicion 2.3. En (X, X,u,T)y (Y, ¥, 4,5), se dice que T y S son espectralmente isomorfas si
existe un operador lineal ‘W : L2XX,0) = L2V Y, ) tal que:

1. W es biyectivo,
2. (W(f), W(g)) = (f. &) paratodos f,g € L (X, X, p),
3. US oW=Wo UT.

Un isomorfismo espectral de transformaciones que preservan la medida requiere entonces de un
isomorfismo de espacios de Hilbert que sea a su vez una conjugacion entre Uy y Us . Los isomor-
fismos espectrales definen una relacidon de equivalencia en el conjunto de transformaciones que

preservan la medida definidas en espacios de medida. Ademas:

'En Sistemas Dindmicos ([12], capitulo 1) se dice que ¢ es una conjugacién entre T y S. Segiin el contexto se

imponen condiciones a esta conjugacion, como en éste caso que preserva la estructura de medida.
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Proposicion 2.2. Sien (X, X,u,T)y (Y,Y,4,S) se tiene que T y S son isomorfas, entonces Ty

S son espectralmente isomorfas.
Demostracion:

Sean M € X,Ne Yy¢: M — N mediante los cuales T y S son isomorfas. Dada f € L2(X, X, )
se obtiene mediante ¢' la funcién f o ¢' definida en Y salvo en un conjunto de medida nula, que

-1 -
ye = ¢ € R. Ahora, (foqb!) = ¢' o f~! por lo que

puede extenderse a todo Y como f o ¢'

fo¢'e MY V).

e Si[f] =]g],seaA € X tal que f(x) = g(x) paratodo x € Ay u(A) = 0. Nétese que necesa-
riamente A N M # (), y entonces ¢!_1 ANMe Y con /l(gb!_l (AN M)C) =u((AnM)=0
yestalque fog' =go¢' en¢!_1AﬂM,estoes [foqb!] = [goqb!].

e Para ver que f|f o ¢’|2 dl = flfl2 o ¢'dl < +co tenemos que verificar que para toda
h e M(X, X) se satisface fhd,u = fh o¢'da:

e Sih=XpconBeX [hopdl= [ X, 1,dl=A(NNg" 'B) = u(MnB) =
[Xgdu = [hdp.

e Sih= 3} a;X4 conA; € X,

i=1
f\hoq)!d/lzzaifofdﬂ:fZaixAid#:fhdﬂ'
i=1 i=1

e Para h* y h™ sean (go j) y (ﬂ J-) sucesiones de funciones simples en M (X, X) tales que
f hdu = 11’§n f pjduy f h™du = 11’§n f Bjdu (Teorema de Convergencia Monétona
y aproximacién de medibles mediante funciones simples). Entonces, para todo j se
cumple que f<pj o¢'dl = ftpj duy f,Bj o¢'dd = fﬁj du, entonces por Teorema
de Convergencia Mon6tona: f h* o ¢'dd = f htduy f h™ o ¢'dd = f h™ du, asi
[ho¢'dd= [hdp.

Como |fI* € M(X,X) entonces [|f|* o ¢'d2
L2 Y2,

[1f? du < +co, por lo que fo¢' €

De igual manera, dada f e L2(Y, Y, ) se obtiene mediante ¢ la funcién f o e M(X,X) que
define la clase [f o ¢] e L2(X,X,u). Se define entonces W : L2(X,X,u) — L> (Y, Y, Q) por
W(f) = f o ¢', que satisface:
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W es inyectiva: Si [fo¢5!] = [go¢’], seaBe Ytalque fopd' =go¢' enBy A(B) = 0.
Nétese que BNN #0yde o' (BNN) € X, con,u(qﬁ‘1 (BN N)C) = A(BNN)) =0, se
obtiene que si x € ¢~! (BN N) entonces f(x) = f o ¢' (¢(x)) = g o ¢' (p(x)) = g(x). Asi
[f]1 =gl

W es sobreyectiva: Si f € L2(Y, Y, ), fo¢' € L2(X, X, )y es tal que [(fo ¢) o ¢!] = [f]

(W, W) = [(fod)gop'dl = [(fR)o¢'dd = [fgdu = (f.g), pues [T €
M, X).

Si [f] € L2XXp), Us e W)[S] = [(Fod)os] = [£o(e'05)] = [£o(To0)| =
[(foT)og'|=(WouUp|f].

La contrareciproca de la proposicion anterior, si 7 y S no son espectralmente isomorfas entonces
T y S no son isomorfas, permite descartar algunos casos de clasificacion. Sin embargo, determinar
la existencia de isomorfismos y de isomorfismos espectrales presenta gran dificultad. Se buscan
entonces objetos o propiedades, denominados invariantes, que comparten las transformaciones

segun el tipo de isomorfismo que se esté considerando.

Definicion 2.4. Un invariante de isomorfismos es un objeto o una propiedad tal que, si 7'y S son
isomorfas entonces 7'y § tienen el mismo objeto o la misma propiedad. Un invariante completo
de isomorfismos es un invariante de isomorfismos que ademads, si 7 y S tienen el mismo objeto
o la misma propiedad entonces 7'y S son isomorfas. De igual manera se define un invariante de

isomorfismo espectral y un invariante completo de isomorfismo espectral.

Noétese que todo invariante de isomorfismos espectrales es un invariante de isomorfismos. En los
capitulos 3 al 5 se presentan la entropia y el conjunto de valores propios de una transformacién
como dos invariantes de interés, y se verifican los casos en que estos invariantes son completos.
Segtn el caso, es conveniente restringir los espacios de medida en los que se trabaja, imponiendo
condiciones y estructuras sobre X o sobre X. Una restriccion importante, que se mantiene a lo

largo de este documento, es la siguiente:

Definicion 2.5. Un espacio polaco® es un espacio métrico (X,d) completo (toda sucesién de
Cauchy converge) y separable(existe un subconjunto denso y contable). Un espacio de proba-

bilidad estdndar es un espacio de probabilidad (X, 8, 1) donde X es polaco, B es la o-dlgebra de

%A short history of Polish mathematics por W. Zelazko es una breve nota sobre el término "polaco”, disponible en la

web: http://www.impan.pl/Sixty/polmat.pdf
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Borel generada por los abiertos de la topologia con la cual X es polaco y u es una medida de

probabilidad sobre B (denominada también medida de Borel).

En adelante se consideran solamente espacios de probabilidad estdndar. Al obtener un espacio
de medida mediante la o-algebra de Borel a partir de un espacio métrico compacto se tienen
propiedades de aproximacién que permiten extender resultados directamente al espacio de medida
a partir de su verificacion en clases de subconjuntos més pequeiias que la o-algebra. Los siguientes

resultado se han extraido de [6].
Proposicion 2.3. En todo espacio polaco (X, d) se satisfacen:

e 2-enumerabilidad. Existe una coleccion contable de abiertos U tal que cada abierto V de X

es unién de una sub-coleccién de U.
o Lindelof. Todo cubrimiento por abiertos del espacio tiene un sub-cubrimiento contable.

e La interseccidn de una sucesion de bolas cerradas encajadas cuyo radio tiende a cero es un

solo punto.

Demostracion:

e Dado que X es separable, existe un subconjunto {x,} de X denso y numerable. Sea U =
{B,(xp): neN, reQ}. U es contable y para todo conjunto abierto A se tiene que A =

U By, (x,), por la densidad de {x,} y la densidad de Q en R, con {B;, (x,,) : i € N} c U.
ieN

e Sea {U,} con @ € I un cubrimiento por abiertos de X y {B,} la coleccion U de la parte
anterior. Dado que, para todo x € X existen U, y B,, tales que x € B, C U,,, sean
B = {B,: B, CU,, paraalgin Uy, }yV = {Uan : B, c Uy, para algin B, € E’}. Entonces

la sub-coleccién V cubre a X y es a lo més contable.

e Si B, = B,, (x,) es una sucesion de bolas cerradas tal que B,+1 C B,y r, — 0, entonces
para cada n € N fijoy n < k se tiene que x; € By, por lo que (x,) es una sucesién de
Cauchy que convergente entonces a un punto x. Para cada n € N la sub-sucesion (x),,«; de
B, también converge a x. Como B, es un conjunto cerrado, x € B, para cada n € N, por lo

tanto x € (| B,. Ahora, para € > 0 se tiene que diam( N Bn) < diam (By) < € para algiin
n neN

N € N. Asi, diam( N Bn) =0, de donde () B, = {x}.
neN neN
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Con esto se pueden demostrar:
Proposicion 2.4. En un espacio de probabilidad estandar se satisfacen:

e Regularidad. Para E € By € > 0 existe un conjunto abierto U y un conjunto cerrado F que

satisfacen FCEcUyu(U\F) <e.

e Separabilidad. Existe una coleccion contable {E,} C B tal que paracada E € By e > 0

U(E AE,) <e€, paraalginn € N.

Demostracion:

e Las bolas abiertas B, (x) son medibles y satisfacen la propiedad de regularidad con U =
B, (x)y F = Br1ju (0 para n tal que u (U \ F) < & ya que limp (B,—1, (x)) = p (B, (x)).
Los abiertos arbitrarios A también satisfacen la propiedad. En efecto, tomemos U = A,
y escribamos A = .U B; donde {B; : i € N} es una sub-colecciéon de bolas abiertas de
la coleccion U = {g\](xn) :neN, re@Q}. Paracadai € N se obtiene F; cerrado tal que

u (B[- N Fl‘) < €/2'*1 Entonces

c

ol - oo

ieN ieN ieN
< u [U BN Ff}
ieN

< Z,u (Bi N FIC)
ieN

< Z 6/2i+1
ieN

= €/2,

y dado que

u(Aﬂ(UFi}CJ:#[ﬂAme]=h’lmu(AﬂFf),

ieN ieN

basta tomar N € N tal que

y(AmF;,)—u{ﬂAnF;' < €/2,

ieN
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N N
con lo que,u(AﬂFlcv) < €y asi, deAﬂ(ﬁlFf) C AN Fy se obtiene que,u(A\ U F,-) <€,
=

N
con | J F; C A cerrado.
i=1

Ahora, la coleccién B8 = {E € B : E satisface la propiedad de regularidad } contiene a los
abiertos y es una o-dlgebra. En efecto, si E € 8y € > 0, se tienen un conjunto cerrado F' y
un conjunto abierto U talesque F € E c Uy u(U N F°) < €. Entonces U C E° C Fy
(U N FC) < g, porlo que E€ € B. Si (E,) es una sucesién de elementos de B ye >0,
entonces para todo n € N existen conjuntos cerrados F,, y conjuntos abiertos U, tales que

k
F, C E, C Uy, conu(U,NF;) < €/2™! Sea A, = |J F, para cada k € N. La sucesién

n=1
(Ap) escreciente, | J Ay = U Fh,y U F,c U E,c U U,. Ademis
keN neN neN neN neN

S
a(_
=
—
N ———
1

|

UUn}m

neN

o e)nlo,z)

< #( U U, N Ff;)
neN
< > u(U,NFY)
neN
< 3 6/2n+1
neN

= €/2.

Dado que A¢ U UNA, C U U.NALy

k+1

A

keN

ool

neN n=1

UUnmAC)zﬂ

neN keN

Joreelene(1)

ool

keN \neN

entonces

ak

por lo que para algtin N € N se tiene

/0

keN

[UUn

neN

[UUn

neN

(17
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N ¢ N N
Asiy((U Un)ﬂ(U F,,) ) <e€,con |J Fpcerradoy | F,c U E, c U U, abierto, por
1 -

neN _\n= n=1 n=1 neN neN
loque |J E, € 8.
neN

Entonces por definicién de B se obtiene que 8 = B. Asi, todo conjunto B-medible satisface

la propiedad de regularidad.

o Consideremos la coleccion contable de conjuntos medibles

M
(V={UB,”: Bnie%(yMeN}.
i=1

Dado un conjunto abierto A existen conjuntos B; € U tales que A = |J B; y u(Ad) =
ieN

i N N
lim,u( Bj). Dado € > 0, existe N € N tal que u(A) —,u(U Bj) <e€,con |J Bj € V. Para
io\j=1 j=1 j=1
E € By e > 0 existe un conjunto cerrado F y un conjunto abierto U talesque FC EC Uy
u (U \ F) < e. Al usar el resultado anterior sobre U se obtiene la propiedad de separabilidad

sobre E.

Proposicion 2.5. Sea (X, B, i) un espacio de probabilidad estdndar. Si E € B8y u(E) > 0 entonces

existe x € X tal que para todo r > 0 se satisface u (E N B, (x)) > 0.
Demostracién:

Tomemos E € 8 con u(E) > 0. Sea (r,) una sucesién de nimeros reales que converge a 0. Da-

do que X = |J By, (x), por la propiedad de Lindel6f de la proposicién 2.3., X = |J B,, (x;).
xeX ieN

Si para todo i € N se tuviera u(E N B,, (x;)) = 0 entonces u(E) = ,u(E N (.U B, (x,-))) <
2 H (EN By, (x)) = 0, lo que contradice la escogencia de E. Asi, necesariamlgrlj]te alguna de
i?j bolas abiertas B, (x;) satisface que u(E N By, (x;,)) # 0. Pongamos B; = B, (x;,) y es-
cribamosla como unién contable de bolas abiertas de radio r», una de las cuales, B, satisface
u(EN BN By) # 0. Continuando de esta manera se obtiene una sucesion (B,) de bolas cuyos
didmetros convergen a 0, encajadas B,y C By, y tales que 0 < u (E N (nﬁ B,-) < u(ENBy.La
sucesion (x;,) de los centros de las bolas B, es de Cauchy, pues son encajalgells y su radio r, conver-
ge a 0, y definen para cada B, una sub-sucesién convergente al mismo limite x € X. Por lo tanto,

x € B, paratodon € Nyd(x,x;,) < r,.Dador > 0, sea N € N tal que ry < r/2. Entonces

By = By, (xi,) C B, (x), siendo 0 < u(E N By) < u(E N B, (x)).
Obsérvese que todo espacio métrico compacto es un espacio polaco con la o-dlgebra generada por
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la topologia de la métrica. Para establecer una propiedad importante de los espacios de probabili-

dad estdndar se introduce el siguiente concepto:

Definicion 2.6. A € X es un atomo de (X, X, u) si u(A) > 0 y paratodo B C A tal que B € X
se tiene que u(B) € {u(A),0}. Un espacio de medida sin 4&tomos se denomina no-atémico, y es tal

que, para todo A € X con u(A) > O existe BC A, B € X, tal que 0 < u(B) < u(A).

Nota 2.2. Obsérvese que dados dos espacios de medida (X, X, ) y (¥, Y, 1) que son isomorfos
mediante M € X, N e Yy ¢ : M — N,si A € Y es un dtomo de (¥,Y, 1) necesariamente
ANN #0yA(ANN) = A(A). Entonces se tiene que $~'A N N es un 4tomo de (X, X, u). Asi,
la propiedad de un espacio de medida de ser no-atdmico se preserva mediante isomorfismos de

espacios de medida.

Una caracterizacion de los 4tomos en un espacio de probabilidad estdndar permite entender la

proposicién que se enuncia a continuacion

Proposicién 2.6. En un espacio de probabilidad estandar (X, B, 1) todo dtomo es de la forma

{x} UZ,donde u(Z) =0y u({x}) > 0.
Demostracion:

Consideremos un dtomo A € 8. Dado que X = |J B,, (x) para r; = 1y, por la propiedad de
xeX
Lindelof de la proposicién 2.3., resultaque X = |J B, (x;),A = |J A;,donde A; = B, (x,))NA € B
ieN ieN
y diam (A;) < rj. Necesariamente i (A;,) > 0 para algtin conjunto medible de la coleccion {A;}.

Entonces p (A;,) = 1 (A) y A;, es también un dtomo. Continuando de la misma forma sobre A;,, con

rp = 1/2y asi sucesivamente, se obtiene la sucesion (4;,) de dtomos encajados A; ., C A;, que

Im+1 Im

tienen la misma medida y con didmetro convergente a 0. () A
me

={x}eB,conxcAyu({x}) =u(A). El conjunto Z es A N {x}°.

# 0 pues limpu (A;,) = pu(A) # 0
m

Im

y entonces () A
meN

Im

Proposiciéon 2.7. En un espacio de probabilidad estandar no atémico (X, X,u),sir >0y E € 8B

es de medida positiva, entonces E = |+ F; 4 N donde u(N) = 0, y F; es un conjunto cerrado con
ieN

diam (F;) < ry u(F;) > 0 paracadai € N.

Demostracion:

Sean r > 0y E € 8 de medida positiva. Como X = (J B,z (x), se tiene que E = |J E N B2 (x;),
xeX ieN

donde {x;} es un sunconjunto denso contable de X. Consideremos la sucesion disjunta (£;) definida
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por E; = EN B,jp(x;) \ (U ENB,p (xi)). Obsérvese que diam (E;) < r 'y que ‘Lﬂ E; = _U EnNn
B2 (x;). Sin pérdida de g;lleralidad, se considera E € B con diam(E) < r. Ii(e)ﬁrI la pr(;;?edad
de regularidad, sea F| cerrado con Fy ¢ Ey u(E\ Fy) < 1/2, pues si U; es el abierto tal que
E c U yu(U\Fy) < 1/2 entonces E \ F1 c U, \ F;. Igualmente, sea F, C E \ F; tal
que u((E\F))\ F) = u(E\(F1UF)) < 1/22. De esta manera se obtiene la sucesién (F;) de

n
subconjuntos de E disjuntos y cerrados tal que ,u(E\ [ F,-) < 1/2" para todo n € N. Si para

i=1

ningin n € N se tiene/,z(E\ @ F,-) =0,setoma N = E \ 'Lﬂ F; que es tal que u(N) < 1/2" para
todo n € N, por lo que u(N) =l:(; Por construccién, E = 'L?\I fi\lbj N. Si en cambio para alginn € N
ie
se tiene que u (E \ G—J F ,-) = 0, sea F, el primer conjunto cerrado que satisface esta propiedad. Por
la proposicion 2.5.i:slea x € X tal que 0 < u(F, N B, (x)) para todo r > 0. Dado que para todo
J € N se tiene By, (x) € B entonces {x} € By como el espacio no es atomico, necesariamente
u({x}) = 0. Sea (r,,) una sucesién estrictamente decreciente de ndmeros reales positivos que
converge a 0. Entonces, lfrfln u(Fy,NB,, (x)) < lfrfln 1 (B, (x)) = 0. Se definen la sucesién (Cy) de

subconjuntos de F,, cerrados disjuntos con medida positiva por Cy = F N (B,k )\ By, (x)) que

n

_ 1
son también disjuntos de los F'y, ..., F,,—;. Tomando E = E \( F,uJC k) y descomponiendolo
keN

i=1
de la misma forma se obtienen finitos o contables subconjuntos cerrados disjuntos y un conjunto

N de medida nula. Con esta coleccién y {Fj...., F,_1} U {Cy} se obtiene la descomposicién de E.

Los espacios de probabilidad estdndar cuentan con la propiedad que enunciamos en el siguiente

teorema:

Teorema 2.1. Todo espacio de probabilidad estandar no-atémico es isomorfo a ([0, 1], 4 [0,1]> /l),
donde A es la medida de Lebesgue. Cuando el espacio es atémico, es isomorfo al mismo espacio

de medida junto con una coleccién finita o contable de dtomos.
Demostracién:

Sea (X, X, 1) un espacio de probabilidad estdndar no-atémico. Tomese una sucesién decreciente
de niimeros reales no negativos (r,) que converge a 0. Por la proposicién 2.7., se descompone a
X como X = .L+J F (j1) 4§ N(1), donde la sucesién (F (j;)) es de conjuntos cerrados disjuntos de
medida positiiflriNdiam (F (j1)) < r1,y u(Np) = 0. Cada F (j;) puede descomponerse de la misma
manera como F (j;) = _Lﬂ F (j1, jo) W N(1, j1). Nétese que, dado que los F (1) son disjuntos se

Jj2€N
obtiene que F (ji,i2) N F (ji, k) = O para i, # kp. Continuando de esta manera, se obtienen las
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colecciones contables {F (ji, ..., j,) : n € N} de conjuntos cerrados disjuntos, y {N(1, ji,..., j,) :

n € N} tales que:

e Paratodo n € N la sucesion (F (ji, ..., jn)) es disjunta y tal que
diam (F (ji, ..., jn)) <rn
para todo j, € N.

[ ] F(j],...,jn_l) = _LﬂN.F(jl,...,jn_l,j,,)LJ_rJN(l,jl,...,jn_l)paratodo ]n eNconl <n.
.]l]E

e u(N(, ji,...,jn) =0paratodon € N.

SeaX=() W F({i,-..,Jjn). Porconstruccién,
neN ji,...,jneN

4 FGu.oine H FGn i,

Jseesjn€N Jseeesjn-1€EN

por lo que la sucesioén definida para cada n € N por

n— ﬂ U F(]],...,]n)

J1seresJn€EN joes jn€N

es creciente y entonces

[U M F<Jl,...,1n)]—hmu[ f F(jl,...,jnf].

neN ji,....jn€N

Ahora, para todo n € N se tiene que

uX) =

m F(jl""’jl’l)c]9
por lo que

u[U M F(jl,...,jnf]:

neN ji,...,jneN
Entonces ,u(X \ 5(\) = 0. Si x € X, entonces para todo n € N, existen i,...,i, € N, tales que
x € F(iy,...,i,), ynecesariamente x € F (i1,..., Iy, jy+1) paraalgin j,.; € N. De esto, la sucesién
(F (j1,.-.,Jn)) definida por cada x € X es tal que N F({1,...,jn) = {x}, pues son conjuntos
compactos de interseccién finita no vacia (medida rrllecl)N nula) y de didmetro convergente a 0 en

un espacio métrico. Se asocia a cada x € X la sucesién ji, jp,... que se obtiene mediante los

F (ji,...,jn) alos cuales x pertenece.
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Se define ¢ : X - [0, 1] por:

P(x) =

Ji+
1

2+ =
J3t ...
donde el lado derecho de la igualdad es la fraccion continua [y, jo,...] definida por la sucesién

Jis j2,.... Obsérvese que j| es la parte entera de 1/¢(x), j» es la parte entera de 1/ (1/¢(x) — j1)

y asi sucesivamente. De esto dltimo, si ¢(x) = ¢(V) y Jji,j2,-.- Y i1,02,... son las sucesiones
asociadas a x y y respectivamente, entonces j, = i, paratodon € N. Asi x,y € F (ji,..., j,) para
todo n € N, de donde d (x,y) < diam (F (iy,...,i,)) < r, y entonces x = y. Se concluye que ¢ es

inyectiva. Cada X € [0, 1] \ Q tiene una representacién dnica como fraccién continua [, jo,. . .|

que define el elemento x € X\por {x} =N F{i,...,Jjn), de donde ¢(x) = X.
neN

Para verificar que ¢ es un isomorfismo entre espacios de medida se debe observar que:

e Para cadan € N, los indices ji, ja,..., j, definen el subconjunto de los X en [0, 1]\ Q tales
que su expansion en fraccién continua comienza por ji, ja,. .., ju. Estos subconjuntos son

intervalos cuya longitud tiende a 0 a medida que n tiende a +co, y la coleccién de estos

intervalos genera a@[o,l]\@-

e [a imagen reciproca mediante ¢ del subconjunto de los X tales que su expansién en frac-
cién continua comienza por ji, ja,..., j, €s precisamente F (ji,...,j,) € X. Dado que
{E € {,@;&{[0,1]\@ ¢ 'EeX } es una o-algebra de [0, 1] \ Q que contiene intervalos que ge-
neran @[051]\(@ entonces {E € @[0,1]\(@ c¢E € X} = L@[o,l]\@

e La coleccion {E eX: ¢!_1(E) € ;@[o,l]\(@} es una o-dlgebra de X que contiene a los sub-
conjuntos cerrados de la forma F (ji,..., j,), por lo que {E eX: ¢’_1(E) € {:@Z[m]\@} =
X.

e uo ¢! define una medida en %% [0,1)\Q con extension idénticamente nula a subconjuntos

de Q. Llamemos m a esta extension.
Los espacios (X, X,u) y ([O, 1], 2 [0,1],m) resultan entonces isomorfos. Nétese que, dado que

(X, X, u) es no-atémico, ([O, 1], L@Z[o,l], m) es no-atémico.

Se verifica ahora que ([O, 1], @ [0,1]> m) y ([O, 1], 74 [0,1]> /l) son isomorfos. Considerese la fun-

cion definida en [0, 1] por s — m [0, s). Obsérvese que la funcién asi definida es mondnota, pues
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si s < t entonces [0, s) C [0,#) de donde m [0, s) < m[0,¢). También es continua, pues si no lo

fuera tendria una discontinuidad en %y € [0, 1], en el cual para algin € > O se tiene que

€ < |m[0, % + ) — m[0, %)l

para todo § > 0. La identidad m ([0, Xy + 0) \ [0, Xp)) = m[Xy, Xo + &) permitiria concluir que
m{Xo} > €, lo cual no es posible dado que ([0, 1], {:@Z[O,l], m) es no-atdmico. Lo anterior permite
definir la funcién ¢ : [0,1] — [0,1] por t — min{s > 0: m[0, s) = ¢}, que es monStonamente
creciente. La funcién ¢ es la biyeccion requerida para el isomorfismo entre espacios de medida,

En efecto, obsérvese que:

e m([0,11\ [0, 1]) = 0. En general #[0, 1] # [0,1]. Si m|s", 5) = 0 para algiin s < s, se
tiene que, por las identidades m [0, 5) = m [0, 5) = m([0,5)\ [0,5)) = m[s', 5), m[0,5) =
m [O, s’), T (m]0,s)) < s < s, entonces s & ) [0, 1]. La reciproca también es cierta, esto es,

si s ¢ 90, 1] entonces existe algtiin s < stal que m[0,s) =m [0, s'), de donde m [sl, s) =0.
Se define para cada s ¢ 9 [0, 1], I(s) := [s1, s2], donde s; Y s, se definen por

= ml’n{sl <s: m[O, s/) =m|O0, s)}

szzméx{s, > 5 m[O,s,)=m[0,S)},

entonces s € I(s), |[I(s)| > ’s - s'| > 0y, dado que m es no-atémica, ml(s) = m (s, s) = 0.
Mas atn, para s,s ¢9[0,1],obienI(s) =I(s")o I(s)NI(s' ) = 0. En efecto, si s < s
entonces m [0, s/) <m [O, s/'). Sim [0, s/) =m [0, s”), por la definicién anterior sea sl1 =
min{s < s : mlo, s)=m [0, s)} y entonces s/1 <s <5 ym [0, 51) =m [O, sl) =m [O, s”),
de donde s'll < s;. Igualmente, sea s'll = min {s <s :ml[0,5)=m [0, s”)}, entonces s’l' <s
ym [O, s/l) =m [O, s") =m [O, s/), de donde s/1 < sll/. Asi, s/1 = s’l/. Con un razonamiento
analogo para s; = max {s >s :m [0,5) =m [O, s”)} y s/2 = max {s >s m [0,5) =m [0, s)}
se obtiene que s'2 = s2 Se concluye entonces que [ (s) = I(s"). Por otro lado, si m [O, s') =
m [O, s”), para s'2 tal que s < s'2 ym [O, 52) =m [O, s') <m [O, s”), y para s;’ tal que sll' <s
ym [(), s’l/) =m [0, s"), supdngase que sll/ < s,z, entonces m[O, s,l) < m[O, s/z) <m [O, s”),
contradiciendo la definicién de s1 Entonces s'2 < s’ll y por esto I(s)NI(s") = 0. Como la
coleccion de intervalos disjuntos de medida positiva es a lo més contable, se tiene que la co-

leccion {I(s) : s € [0,1] \ 9]0, 1]} es alo méas contable. Se sigue entonces que [0, 1]\¢ [0, 1]
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estd cubierto por una coleccién contable de conjuntos con medida m nula. Se concluye que

m ([0, 1]\ ¢[0,1]) = 0.

e ¢} esuno auno en [0, 1]. En efecto, basta observar que, dado que m es no-atémica, m [0, s) =

m |0, s] para todo s € [0, 1].

e 1) es medible, con inversa medible, pues dado que ©# es mondnota, la imagen mediante ¢ de
un intervalo es otro intervalo. Usando este hecho y la o-4lgebra generada por la imagen me-
diante 9 de los intervalos de [0, 1], asf como la o-dlgebra generada por la imagen reciproca

mediante ¥ de los intervalos de [0, 1] se obtiene el resultado.

e mo ¥ = A. En efecto, la ecuacion m [0, 9(¢)) = ¢ implica que, dado que ¥ es mondtona,
m[9(s), ()] =t — s paratodos 0 < s < ¢ < 1. Considerando la pre-medida respectiva sobre

intervalos y por el Teorema de Extension de Carathéodory, lo anterior implica que mo# = A.

De lo anterior, los espacios de medida (X, X, u) y ([O, 1], {,@;&{[0, 1 /l) son isomorfos, mediante la

composicion ¢ o ¢. El resultado cuando el espacio de medida es atémico puede consultarse en [6].

Al considerar solamente espacios de probabilidad estdndar se obtienen propiedades, a partir del
resultado anterior, que se verifican en ([O, 1], @ [0,1]> /l), como se present6 en la proposicién 2.1.,

junto con las propiedades de aproximacion.
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CAPITULO 3

La entropia en el contexto de Teoria de la Medida

En un espacio de medida (X, X, u) se pueden tomar subconjuntos medibles para particionar a X.
Por ejemplo, si A € X es distinto de X, una particién de X serfa de la forma {A, A°}. La medida tanto
de A como de A€ permite cuantificar la incertidumbre que se elimina cuando se quiere encontrar un
elemento x € X pero solo se conoce a cual de los subconjuntos medibles de la particién pertenece.
Cuando el espacio de medida es un espacio de probabilidad este ejemplo es més ilustrativo. Desde
el punto de vista de teoria de la medida, cuando u(A) << p(A°), encontrar un elemento x que
pertenece a A elimina mas incertidumbre que encontrar un elemento y que pertenece a A°. Estas
nociones, propias de Teoria de la Informacién, guian las construcciones que se presentan en esta
seccion. Se define una funcién de informacién que modela lo introducido en este parrafo sobre
la incertidumbre y particiones mediante conjuntos medibles. La entropia se define primero para
particiones medibles del espacio y resulta ser el promedio de la funcién de informacién sobre
el espacio. Posteriormente se define la entropia de una transformacién medible que preserva la
medida, y el procedimiento es andlogo a la definicién de la integral de Riemman de una funcién
de valor real. El lector puede referirse a [6] para estudiar una nocién mas completa de lo que se ha

mencionado en esta introduccién.
Definicion 3.1. En un espacio medible (X, X):
e Una particion contable de X es una coleccién contable @ = {A;} de conjuntos X-medibles
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disjuntos tal que X = |4 A;.
ieN

e Si a y 8 son particiones contables, se dice que § es un refinamiento de @ y se denota por

« < f,sicada A; € « es la union de algunos Bj, en S.

e Sia y B son particiones contables, a V 3 := {Ai NB;: A €a, Bj€ ,8}, que es una particion

contable de X, denominada particion conjunta de @ y 5. @ V § es un refinamiento de a y .
o Se dice que las particiones @ y 8 son independientes si
w(Ain Bj) = (A u(B))
para todos A; € a, Bj € 5.

Sea & C X una particién contable de X y f € £! (X, X, u). Entonces, la esperanza condicional de

f respecto a X (@) tiene la forma:

[, fdu
E(flZ(a) = ) Xa—
2%

En particular, la probabilidad condicional de A € X dada X () tiene la forma

Jy, Xa -y, ANA)

E (X2 () = Z xAi w(Ay) Aiw

ieN ieN

Se introduce ahora la funcién de informacién y la entropia de una particién contable.
Definicion 3.2. Para cada particién contable @ de X se definen:

e La funcién de informacién I(a) : X —» R™ por

I@)(x) = = ) Xa,(x) log (u (4)))

ieN

e La entropia H(a), que es el promedio de /(@) sobre el espacio X, es decir,

Ha) = f Iaydu=— Y u(A)logu(A)
A,‘E(lf,
H(AD#0
Nota 3.1. La funcién de informacién puede tomar el valor +oo, esto cuando x € A; con u (A;) = 0.
Se adopta la convencién 0 log 0 = 0. Obsérvese que en la expresion de la entropia solo cuentan los

elementos de la particién que no tienen medida nula.
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Definicion 3.3. Sean Y y X o-dlgebras de X, con Y € X,y @ C X una particion contable de X.

e La funcién de informacién condicional I (@]|Y) : X — R* definida por « dada Y se define

como

1(@lY) () = = ) Xa,(0) log oF (X l¥) ()

ieN

e La entropia condicional H (a|Y) es el promedio de I (a|Y) sobre el espacio
H) = [ 1) da

Nota 3.2. La funcién de informacién condicional también puede tomar el valor +oo e igualmente
se adopta la convencién 0log 0 = 0. Por otro lado, con la misma notacién de la definicién anterior,
para todo A; € a se tiene que —log oE (X4,|Y) : X — R* es una funcién Y-medible, por lo que la

integral de la funcién de informacién tiene sentido. Si A; € « se tiene

[ 2t tog o (uat) du = [ E Q1) tog o (X4 1) d

pues siendo log oE (X4,]Y) una funcién Y-medible y finita, por propiedades de la esperanza con-

dicional

fE (Xa,1Y) log oE (X4,1Y) du fE (X4, log oF (Xa,|¥) 1Y) du

f Xy, log oF (X |Y) di.

Entonces, la entropia condicional toma la forma

Hia) == [ 3 EQGIY)logof (X4 ¥) da

ieN
Proposiciéon 3.1. Sean Y y X o-dlgebras de X, con Y ¢ X,y @ C X una particién contable de X.

Se tiene que H (a|Y) = 0siy s6lo si @ € Y. En particular, H (a|X) = 0.
Demostracion:
SiA; € @ C Y setiene que E (X4,lY) = Xy, y entonces Xy, logoXy, = 0, por lo cual I (YY) = 0.

Reciprocamente, si H (a|Y) = 0, entonces para cada A; € a, dado que 0 < —Xy4, log oF (X4,|Y),

36



necesariamente X4, log oE (X4,|Y) = 0. En A; se tiene que X4, = 1 por lo cual log oE (X4,|Y) =0
siendo E (X4,lY) = 1 en A;. También, de

foi du

[ ECay) du

fAE(xA,.IM) du+fAUE(3CA[IM) du

u (A7)

[ v [E @ a
A;
= ua)+ [ XnE Q@) d

se obtiene que XacE (X4,lY) = 0 (pues es no negativa) y dado que en A7 Xac = 1 necesariamente
E(XalY) = 0en AS. Asi E(Xa)Y) = Xa, (pues coinciden en A; y en A¢) y de E (X lY) €
MI(A,Y) se obtiene que A; € Y. Entonces @ C Y.

La siguiente proposicion permite relacionar particiones, sus particiones conjuntas respectivas y las

o-algebras generadas por estas.

Proposicion 3.2. Sean (X, X) y a, B, y particiones contables de X. Entonces
o [(aVBEW) =1(@ZW)+IBE(@VYy)).
e H(aVBE(®W)=H@Zy)+HP@E@V7y).

En particular, si y = {X} entonces:
o [(aVp)=I1(a)+I(BZ(a).

* H(aVp) =H(a)+ H P ().

Demostracion:

Para x € X existen A, € a, B, € 8y G € y Unicos tales que x € Ay N B, N G,. Entonces

HaVBZ® = = Xaas(0)logoE (XansE () )
i,jeN
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—log oE (X4,ng,IZ (¥)) (x)

M (Ax N Bx N Gk)
—logo Xg, (%)
% 1 (Gr)

(u (AxN BN Gx))
-lo
1(Gy)

De la misma manera se tienen las dos indentidades:

Ay NGy
1@ (3) () = - log (M)

u(Gy)

1Ay NGy)
con lo cual, I (|2 (y)) (x) + I (BIZ(a V y)) (x) = I (@ V BIZ (y)) (x). La identidad para las entropias

B @V ) (x) = _log(u(Ameme))’

se obtiene por integracién. Cuando y = {X}, hay que notar que:
e aVy=ua.

e Paratodo A; € « se tiene por definicién de esperanza condicional que E (X4,|Z (y)) = p (Ai),

por lo que I (a|Z (y)) = I (a).

e Igualmente /(@ VBIE(y) = I(a VB y I (BZ(aVy) =I{BZ(y).

Las identidades de la proposicion anterior se conocen como identidades bdsicas y permiten obtener

resultados como el siguiente:
Proposicion 3.3. En (X, X), sean «a, B, v particiones contables de X.
e Sia < Bentonces I (a|Z(B)) = 0.
e Sif < yentonces I (@ V BIX(y)) = I (a|Z(y)), y en consecuencia

H(aVBE(y) =H(x(y)).

e Sif < a entonces I (BZ(y)) < I(aZ(y)), y en consecuencia H (BIZ (y)) < H (a|Z (y)).

Particularmente, cuando y = {X} se obtiene I (8) < I (@), y en consecuencia H (8) < H («).

Demostracion:

e Sia < Bentonces @ C X(B)y, de la proposicion 3.1., esto implica que I (¢|Z (5)) = 0.
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e Siff<vyentonces S <y <yVayestoimplicaque I (BZ(aV y)=0,yHBZ(aVy)=0.

El resultado se obtiene por las identidades bdsicas.

e Sif < a entonces
TBEY) <I(@Z@)=1@VBE)=TIBE{)+1(@Z@BVY).

La siguiente proposicion es una consecuencia inmediata de la Desigualdad de Jensen (Ver [7]):

Proposicion 3.4. Desigualdad de Jensen para esperanzas condicionales. Sea ¢ : [0,1] — R*
una funcién continua y céncava, es decir, tal que para todo p € [0, 1], po(x) + (1 — p)p(y) <
@ (px + (1 = p)y) para todos x,y € [0,1]. Sea f : X — [0, 1] una funcién X-medible y Y una
o-dlgebra de X con Y c X. Entonces E (cp o fly) <o (E (fly)) casi en toda parte.

Proposicion 3.5. Si 8 < y entonces H (a|Z (y)) < H (¢|Z(B)).
Demostracion:

La funcién ¢(t) = —tlogt parat € (0,1] y ¢(0) = 0 es concava y continua en [0, 1]. Sea A; € a.

Tomando f = E (X4,|Z (y)), V=3 By X=3 (y) en la proposicién anterior, se obtiene que

E(po fIZ(B) < ¢ o (E(fIZ(B).

Ahora, como 8 < v, por propiedad de esperanza condicional:

E(fE®B) = E(EX4ZM)IEP) = E(XAIZ(B)).

Entonces se obtiene

A

E(—E (X4, lZ () 1ogoE (XA Z()Z(B) < ¢o E(XalZ(B)
= -F (I)CAI.|2 (ﬁ)) log oE (:X:A,-|2 (ﬁ)) .

Dado que

[ ECE@uE@ogoE CuE ) EE) du

_ f —E (XA E (3)log oF (X412 (7)) du

se obtiene entonces que
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[ @@ IogoE (alE0) du < [ ~E (= @) ogoE (Xalz B) du
Tomando las respectivas sumas sobre i € N se obtiene H (a|X (y)) < H (a|X (6)).

Para definir la entropia de una transformacién se hace un proceso andlogo al de la integral de una

funcién mediante particiones. Se requiere el siguiente resultado:

Proposicion 3.6. Si (a,) es una sucesion de nimeros reales no negativos tal que a,, < a, + a;

entonces la sucesion (a, /n) es convergentel.

En (X, X, u, T) sea @ C X una particion contable de X. Obsérvese que T la= {T‘IA,- T A€ af} C
X es una particion contable de X. Ademads, por la caracterizacion de transformaciones que preser-

van la medida, se tiene que

H(T_la/) = f—z X, © T]og,u(T_lA,-) du = f—Z Xa, logu(A;) du = H (@)

ieN ieN

n—1 . n—1 .
Se define la sucesion (H,, (@)), donde H, (@) := H ( \/ T"a). \/ T"'a denota la particién conjunta

i=0 i=0

de las particiones contables T 'a,...,T" 'a. De las identidades bdsicas, con v = {X} y teniendo

n—1 .
encuentaquey < \/ T7'a:

i=0

n+m—1
Hyvm(@) = H T_la]
i=0

i=0 i=n
n—1 n+m—1 . n—1

= H \/T"a +H \/ T"a|z[\/T ’a/)]
i=0 i=n i=0

+H

IN

T
<I

~

Q
-3

<51

3t
-

n—1 m—1

= H T a|+H|T™" T—"a]
=0 i=0

= H, (a') + Hy, (a')

'La propiedad a,.,, < a, + a,, se conoce como sub-aditividad. La convergencia de la sucesién (a,/n) queda garanti-

zada por el lema de Fekete.
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Nétese que, por lo anterior, H, (@) < H,—1 (@) + H(a) < ... < nH (@). La sucesién (H, (@))
satisface entonces la proposiciéon 3.6., y cuando H (@) < +oo se tiene que lim %H,, (@) < H(a) <
n

+00. Teniendo en cuenta lo anterior podemos definir la entropia de 7' con respecto a a.

Definicion 3.4. En (X, X,u,T) sea @« C X una particion contable de X. La entropia de 7" con

respecto a a, siempre que H (@) < +oo, s

n—1
1 .
h(T =1im-H T
(T,a) 1r1lnn [\/ a}

i=0

La definicion de la entropia de T se independiza ahora de las particiones:

Definicion 3.5. En (X, X, u, T), con u de probabilidad, 1a entropia de T respecto a u es:

h(T) :=sup{h(T,@): a C X es una particién contable de X, con H (@) < +oo}.

Dos resultados de importancia siguen a continuacién. El primero es que /4 (-) es un invariante de
isomorfismos. El segundo consiste en encontrar una particién « tal que h(T) = h(T, @), lo cual

facilita establecer que % (-) es un invariante completo de isomorfismos para algunos casos.
Teorema 3.1. SiTySen(X,X,u,T)y (Y,Y,A,S) son isomorfas entonces i (T) = h(S).
Demostracion:

Sean M € X, N e Yy ¢ : M — N mediante los cuales T y S son isomorfas. Cada particién
contable a C Y de Y define la particién contable ¢~'a de M. Dado que u (M€) = 0, se obtiene una
particién contable de X dada por ¢~'a U {M¢} y es tal que, por la definicién de entropia de una
particion, H (gb‘la) =H (¢‘1a U {M"}). Ademds, por el isomorfismo
H(¢ @)= = > u(07'Ai)logu(¢7'4) = = ) 1(ADlog A(A) = H (@).
ieN ieN

Mas generalmente, dado que ¢ o T|; = S|y © ¢, se tiene que para todo n € N:

Por lo anterior 2 (S,a) = h (T, ¢‘1a/), y entonces:
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h(S) = sup{h(S,@): a c Y particién cont. de Y, H (@) < +oo}
= sup{ ( ) : a C M particién cont. de Y, H () < +oo}
= sup {h( ) ¢~'@ c X particién cont. de X, H(¢) ) < +oo}
< sup{h(T,B): B c X particién cont. de X, H (8) < +oo}

Igualmente con ¢' y 8 C X particién contable X se obtiene:

h(T)

sup{h(T,B) : B c X particioén cont. de X, H (B) < +oo}

{
{h (S ¢ ﬁ) ¢!_1,8 C Y particién cont. de Y, H(¢!_1ﬁ) < +oo}

< supf{h(S,@): a C Y particién cont. de Y, H (@) < +oo}

= sup (S ¢5 ﬁ) B C X particién cont. de X, H (B8) < +oo}

= sup

= h(S)

Para calcular la entropia se tienen resultados que permiten, a partir de una particién contable con

ciertas caracteristicas, encontrar el supremo que define su valor:

Teorema 3.2. De Abramov. En (X, X, u, T) sea (a;,) una sucesién de particiones contables y X-
medibles de X tales que @, < a@u+1- Si (X (a,)) converge a X'y H (@) < +co paratodon € N

entonces lim A (T, a,) = h (T).

Demostracion:
=1 k=1
Sea @ C X una particién contable de X con H (@) < +oo. Paran > 0 \/ T7a < VV T /a Vv
j=0 j=0
k=1
\/ T /a, por lo que, de las identidades basicas, se tiene que:
j=0
k=1 =1 k=l
H|\/T7e| < H|\/T7av\/T7a,
j=0 j=0 j=0
k-1 k-1 k-1
= H|\/ T a,|+H|\/ T alz|\/ T a,
j=0 j=0 j=0
=1
Dado que a, < \/ T /a,, se tiene que
j=0
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= H|alz [];\Z) T_ja/n]] +H \/ T alz [a/ v ijT Ja/n]]
H (ol (@) — [kv T" ]alE[\_/ T‘jan]]

<
J=1 J=1
k=2 k=2

- H(aZ(a,)-H [v T alT [\/ T‘jan]].
Jj=0 =0

Inductivamente se obtiene entonces que

k—1 k—1
H{\/ T alT [\/ T‘janJJ < kH (|2 (a,)) .
j=0 j=0

k-1 k-1 k-1

Como \/ T /a < \/ T /a, v \/ T /a, segiin la proposicién 3.3. se tiene que
J=0 J=0 J=0
k=1 k=1 k=1
H|\/ 17| <H|\/ Ty v \/ T a]|.
j=0 j=0 j=0

Asi (\/ T fa/) < H(\/ T fa/,,) + kH (o)X (a,)). Entonces
j=0

1
h(T lim —H
(T,a) im

k-1
\/T_]a/
j=0
k-1
= -J
11]£n H \/OT ay,
J:

h(T,a,) + H(alZ (@)

+ H (aZ (ap))

Por el Teorema de Convergencia de Martingalas se tiene que lim E (X4, |Z (@,,)) (x) = Xg4,(x) casi
n
en toda parte para todo A; € a, y siendo
(Z (an)) (x) = = Z X, (D) 1og oF (Xa,[Z (@) (x) = —log o E (X, [Z (an)) (x)
ieN
con x € Ay € a, de la continuidad de log se obtiene que lim / (a|X (a,)) (x) = —log X4, casi en
T 3

toda parte. Como log X4, = 0 en cada A; € a, entonces por teorema de convergencia mondtona
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lfmfl(alil (@) du = 0, luego lim H (X (ay,)) = 0. Asi, h (T, @) < limh(T,a,) < h(T), y por
n n n
definicion de A (T) también h (T) < lim h (T, ;).
n

Definicion 3.6. En (X, X, u, T) sea @ C X una particion contable de X:

+00 .
e Cuando T es invertible, se dice que « es un generador si | J 7 'a genera X.

i=—00
+00 .
e Se dice que a es un generador fuerte si | J 7' genera X.
i=0
Teorema 3.3. De Sinai. En (X, X, u, T) sea @ C X una particién contable de X con H (@) < +oo.

Si T es invertible y @ es un generador, o si @ es un generador fuerte, entonces h (1) = h (T, @).
Demostracion:

Cuando T es invertible y @ es un generador, para n € N, se tiene que

h[T, \/ T—f'a] lim %H[kvl T [ \/ T—f'a]]

j:—n i=0 j:_n
1 n n—1 n+k—1
— 1M — -J -J -J
= hlgnkH \/T av.\/ T a/v...V. \/ T 7«
j=-n Jj=—(n—1) Jj=—(n+k—1)

_ limiH (T”a V... VT "avT " Dav. v T_(”+k_1)a)
k k
= ll’lzn %H (T" (a V...V T_(Z’”k_l)a/))

1
e b —@2n+k-1)
= h/fnkH(aV'”VT oz)

2n+k—1
. 2n+k 1 —
= 11]£n H( \/ T a}

k 2n+k ,
i=0
= h(T,a).
n . n+l . +00 .
También VV T7/a< V Ta,y E( U T"a/) = X. Se puede concluir ademads que
j=-n j=—(n+1) i=—c0

o0

neN j=—n j=—00

lo que se obtiene de la siguiente cadena de implicaciones:

\n/ T ac 2[ [j T"d)

Jj=—n i=—co

implica
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que implica

y que implica
n ] +00 ]
Z[UZ \/ 77 cz(U T_’a/).
neN j=—n i=—00

+o00 . n .
Por otro lado, se tiene que |J T™'a C U Z( \/ T‘fa), de donde

i=—00 neN  \j=-n

n X
Por lo anterior y por el teorema de Abramov 3.2., se obtiene que h (T, @) = limh (T, \/ T7/ a) =
n j=—n
h(T).

Haciendo un razonamiento completamente andlogo se obtiene el mismo resultado en el caso en

que « es un generador fuerte.

45



cAPiTULO 4

La entropia y los corrimientos de Bernoulli

En esta seccion se exhibe un caso en el que la entropia es un invariante completo de isomorfismos.

Se considera el conjunto Ef, = N% = {(x;): x; € N, i € Z} de sucesiones bilaterales con ele-
mentos en el alfabeto N compuesto por los simbolos 1,2, ..., N. A continuacion se establecen las

estructuras necesarias para considerar un espacio métrico (Zf,, d) y de medida (Zi, B, u).

Los subconjuntos mds importantes de X, en este trabajo son los cilindros. Estos se definen como

sigue:
e Los cilindros simétricos de la forma {(x;) : x; = j;, i € {-m,...,m}}, m € N, determinado
por j—m, j—m+17 ey jm—l: ]m eN.
e Los cilindros asimétricos, que tienen la forma { (x;) : x; = j;, i € {-m,...,n}}, n,m € N,

determinado por j_,;, jom+1s---» ju-1,Jn € N.

No es dificil ver que todo cilindro asimétrico es union finita de cilindros simétricos, por lo que se

considerardn solamente estos tltimos, denotados en adelante por:
o [ j-m - Jm ], que prescribe los valores de (x;) en las posiciones —m,—-m + 1,...,m — 1,m.

e Formas como [ i j k] o [i] que prescriben los valores de (x;) en —1,0, 1 y en 0, respectiva-

mente.
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Los cilindros tendrdn un papel central para establecer las estructuras nombradas y hacer segui-

miento a algunas funciones que se definirdn mas adelante.

En X} se pueden definir de manera independiente una métrica y una topologia de la siguiente
forma. La funcién d : | x X — R} definida por ((x;), (y;)) = 27", donde n = min{|i] : x; # y;}
es una métrica (tomando d ((x;), (x;)) = 0). Por otro lado, la topolpgia que se obtiene al considerar
la coleccién de cilindros simétricos junto con () como sub-base. Resulta que la topologia inducida

por la métrica d es equivalente a la topologia de los cilindros, ya que:
® X € Bzfm (x) C [j—m jm ], para Cadax € [j—m ]m ]

e y e [X-m-1) - *m1] C B.(x), para cada y € B (x), donde m = min{Ji| : x; # y;} satisface

27Mm<e<1.Paral <e€ Be(x)=Z}.

Como la compacidad y la compacidad secuencial son equivalentes en los espacios métricos, po-

demos comprobar que (Zf,, d) es compacto. En efecto,

e Sea (x') una sucesién de rango infinito. Como X, = 4 [J], existe [Ji ] que contie-
JEN
ne infinitos elementos de la sucesion. Luego [Jj1] = W [JjJj1 /] por lo que existe
JEN

[ 2 j1 /5] que contiene infinitos elementos de la sucesién. Continuando de esta manera
se obtiene una sucesién de cilindros encajados: ... D [ J-myyq - J2 J1 Jy - Jmp D ... D
[J3 27175 75] 2 [J2 41 J5] [ 1], cada uno con infinitos elementos de la sucesién. Sea
i) = ( ..,j3,j2,j1,j’2,j’3,...). Para k = 1sea (x"') € [ /2 1 /5] € By-1 (¥), y, sucesiva-
mente, para k = m sea (x*) € [ J-myyy - J2 J1 Jy - w1 ] C Bay-m (y;). La sucesion (x'*) es

una sub-sucesién de (x'), que converge a (y;).

El espacio (Zf, d) es entonces un espacio polaco (completo y separable). Se establecen ahora las

estructuras de medida necesarias para obtener un espacio de probabilidad estdndar.
Proposicién 4.1. En X7, la coleccion de cilindros simétricos C U {0} es una semi-dlgebra.

Demostracion:

o [Jomy o dmy ([ J-my - Jmy | € { 0, [ jom - Jm ] } donde m = max{m, my} para cualquier

par de cilindros.

o (Ljom - nl) = WLk - kn] donde k_y.....kw € N'y 3i : ki # j;. Ademds, I}, =
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Por la proposicién anterior, con la topologia inducida por la métrica d, los cilindros resultan ser
subconjuntos a la vez abiertos y cerrados y, de esto ultimo, son también compactos.

Para establecer una medida en X, se parte de una pre-medida en C U {0}.

Nota 4.1. La definicién de una pre-medida sobre una coleccién de conjuntos requiere que cada vez
que la unidn disjunta de elementos de la coleccién sea un elemento de la coleccién se pueda veri-
ficar la o-aditividad, y esta condicidn no puede relajarse incluso si la coleccién que se considera

es una semi-algebra, como lo muestra el ejemplo a continuacién.

Ejemplo 4.1. En X7 , la unién disjunta de los cilindros obtenidos por el rango de la sucesion
definida en Z* como n + [ 1-@+1) 1-n 2-(u-1) - 24-1 1n Lus1 | no es un cilindro en C ni se reduce

a una unidn finita de elementos de la union.

e Suponga que

+00
L—l_—J [ l—(n+1) l—n 2—(n—l) 2n—1 1n ln-%—l ] = []—m ]m ]
n=1

Sea (x;) € [ j-m - Jjm ]|. Entonces (x;) € [ l-@m+1) 1-n 2-(n-1) - 201 1n Lp+1 ] para algtin n >
1.
Sim <n-1,[j-m- Jn] = [2-m - 2n] y entonces, (y;) dado por y; = 2, para —m <

i <my = lparai = m+ Qk+1)yy = 2parai = m+ 2k es tal que (y;) €

+00
[j—m jm ] Pero (yl) ¢ L‘lj [1—(n+1) l—n 2—(11—1) 2n—l 1n 1n+l ], de donde [j—m ]m] ¢

n=1
+00
W [ =@+ 1= 2-@-1) - 2u-1 1u 1n41 ], lo que es una contradiccion.
n=1

Por otro lado, sin—1 <myn < m,
[j_m jm] = [J_m ol 2(umty s 2021 1y ]m]

y entonces (y;) dado por y; = 2, para —n < i < ny Yi(us1), Y+n+2) = 1 es tal que (y;) €

[ 1-m+2) 11y 2= oo 20 Lus1 Lnw2 ], Pero (y;) & [ j-m - Jjm | por la posicién +n, de donde
+00
L—_'—J [ 17(n+1) l—n 2—(}1—1) 2nfl 1n 1n+1 ] (Z [j—m ]m]
n=1

lo que es una contradiccion.
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e Suponga que

+
8

+ [ L=ty 1on 2-u=1) o 201 L Lpar ]

Ca

S
I

+ [1—(nl-+1) ]—n[ 2—(11i—]) Zni—l lnl- ]ni+1 ],

s

Il
—_

conny < ny < ...< n,. Entonces (y;) dado por y; = 2, para —n,, <i < n, yy = 1 para

i ¢{-nm,...,ny}estal que
) € [ T=tm+2) 1=tim+1) 2-mm - 20 Lim+1 Ings2 ]

m
Pero (y;) ¢ & [ 1-o+1) Lon; 2=n=1) - 2n=1 Ly Lue1 .
i=1
Para obtener la estructura de medida se introduce el siguiente objeto. Se dice que p = (p1,..., pN)
es un vector de probabilidad si satisface 0 < p; < 1y >} p; = 1. Con un vector de probabilidad p

se define 7, en C U {0} por

ﬂp ([ j_m jm ]) = pjfmpjf(mfl) ttt pjmflpjm7 y ﬂp (@) = 0’
la cual resulta ser una pre-medida:

Proposicion 4.2. 7, es una pre-medida en C U {0}.
Demostracion:

7, €s no negativa. Si ([ J-ni w Jn; ]) es una sucesion de cilindros disjuntos tal que _E-Jl [J-ni -~ Jni ] =
i=
[ j-n - Ja ] entonces, de la compacidad de los cilindros,
+00 m
(Ui = dn ] = (] [T ],
i=1 k=1
se reduce a una unién finita, con n; < n;, < n;, < ... < n; . Cada cilindro de longitud menor que

n;, puede descomponerse en cilindros de esta longitud sin alterar la medida:

o [mg i )= [ i ],
m’ ,meN
°
. . N N
> T ([m Jongy o dng, m]) = Z [Z (pm/pjﬂ”k ...pjnikpm)]
m’,meN m=1\m’'=1
= Z (pj’"ik . 'pj"ik Pm)
m=1
= pj_nik e pj"ik

= T ([ Sy - I ])
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° [j—"ik j”ik ] — H‘J[a‘”im j—”ik j”ik anim]
CoN Ay (nj+1)s - - - ’ai(nim) eN.

° Zﬂp ([a,nim j,,,ik j”ik o ny ]) =7, ([ j,,,ik j"ik ])’

CON At (nyyt1)s - -+ > A(y, ) € N.

Notese ahora que, si se descomponen todos los cilindros desde 1 hasta m de esta forma, deberan
tener todas las posibles combinaciones de simbolos en NV de longitud 2n;, + 1, con el bloque de
—n an fijoy dado por [ jon - ja ] (pues [ J-ni, = Jui, | € [jon - Jjn ]), por lo cual estos cilindros

conforman de hecho la coleccién

, . . )
C = {[“*"im o Jong e Jng e Gny Slopy sy Qopmls oo s Autls - - o5 Ay, € N}

Entonces,

_+_
8

mp ([ -+ dni 1) =

Il
—_

(L )
(Z T ([ R j_"ik j"ik e Oy ]))

D= T

k=1
= 7'['[J ([ a_"im j—ni j"i a”im ])
CI
= Z . Z paﬁ(,li ) -Pa_wiyPjw -+ PjnPays - - - Pay,
ai(n+1)€N ai(n,- )GN m
- Z (pa*("ﬂ)pj—n cee pjnpanﬂ)
asn+1)EN
= pjfn A pjn
+00
= ﬂ'p (H [j_"i j”i ]]
i=1

Mediante el Teorema de Extension de Carathéodory (Teorema 1.1.) podemos ahora obtener la
medida en la o-dlgebra B generada por los cilindros (la o-dlgebra de Borel!). As, (Zf,, B, ﬂp) es

un espacio de medida, donde B es la o-algebra de Borel generada por la topologia.

'Pues la topologfa inducida por C U {0} es la misma que la generada por d.
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(Zi, B, np) es un espacio de probabilidad estdndar. La aproximacion de conjuntos medibles ar-
bitrarios mediante conjuntos abiertos y cerrados (regularidad) tiene como una consecuencia la
siguiente proposicidn, la cual nos permitird verificar solamente sobre cilindros algunas de las pro-

piedades que siguen mds adelante.

Proposicion 4.3. Si E € 8y € > 0 entonces existen cilindros simétricos?

C,Cy,...,C,
n
tales que m, (EA | Ci| <e.
i=1
Demostracion:

Sea E € By € > 0. Por regularidad, existe un subconjunto abierto U y un subconjunto cerrado F
talesque F C EC Uynm,(U\F) < ¢€/2. Paracada x € U sea €, > O tal que B (x) C U,y asu

vez, el cilindro simétrico C, tal que x € C, C B¢ (x) C U. Entonces F C |J Cy, y dado que F es
xeU

n
compacto, esto implica que existen Cy, ..., C, tales que F' C |J C;. De las relaciones:
i=1

n c
EO(UC,-) CENF'cUNF,
i=1

ECO[OCi]cFCn(OCi]cF"mU

i=1 i=1

se obtiene la estimacion requerida.

Se introduce ahora una transformacion de interés en X}, una vez se tiene el contexto de espacio de
medida. La siguiente transformacién de X, es de una simplicidad tan enorme como su importancia

en la Teoria Ergddica.

Definicién 4.1. El corrimiento de Bernoulli es la funcién 7, : X}, — X} definida por 7, (x;) =

(xis1), esto es, al calcular 7, en la sucesion i — x; se obtiene la sucesion i — x4 .

Para verificar que el corrimiento es medible se parte de una propiedad mads fuerte, en el contexto

de o-dlgebras de Borel:
Proposicién 4.4. El corrimiento 7, es continuo respecto a la métrica d definida en ZJ,.

Demostracion:

%Por simplicidad de la notacién el cilindro simétrico [ j-m; - Jm; ] se denota por C;
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Para [ j-m - jm | € C, se tiene que

Tp_l[jfm jm] = L—lj [k—(m+l) i o jm—lm jmmﬂ ]
i,ke N

Como la topologia generada por C U {0} coincide con la inducida por la métrica d, se obtiene que

T p es continuo.

Proposicion 4.5. En los espacios de medida (X, X,u) y (Y, M, ), con X y Y o-dlgebras de Borel
generadas por las topologias Ay y Ay respectivamente, si 7 : X — Y es continua (T~ 'Ay c Ay)

entonces es medible.
Demostracion:

Dado que 7~'Y es una o-dlgebra de X y por continuidad 7-'Ay < Ay, entonces T~1Y =
T7'2(Ay) = Z(TAy) C Z(Ay) = X.

Para verificar ahora que 7, preserva la medida se hace uso del Teorema de Extension de Carat-

héodory?:

Proposicion 4.6. 7, preserva la medida 7.

Demostracion:

Se define una medida 7t en 8 y se muestra que coincide con 7, en C:

e Para A € B sea n(A) = mp (7'1,‘ 1A). De las propiedades de imagen reciproca y la o-

aditividad de 7, se obtiene que 7 es una medida en 8.

. nplc = 7t|c pues

7 (Liem 1) = > pipary (Liom — dm 1) = 75 (Liom = i ])

i,ke N
La unicidad en la extension de Carathéodory asegura que & = 7, en B, por lo cual para todo A € B

se tiene que 7, (7;,'4) = 7 (A) =, (A).

El corrimiento de Bernoulli es una transformacién ergddica, como resulta de demostrar que es de

hecho una mezcla fuerte respecto a la medida .

3En este caso permite extender una propiedad si ésta se formula en términos de una medida.
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Proposicion 4.7. 7, es una mezcla fuerte respecto a 7.
Demostracion:

La relacién lflgn T, (‘T 3 kAN B) = nmp (A)m, (B) se verifica primero cuando A y B son cilindros
simétricos. Sean entonces [ j-m - jm | y [ in - in | dos cilindros simétricos. Obsérvese que la
preimagen mediante 7, de [ j-m - jm | puede expresarse como una union finita y disjunta de ci-
lindros simétricos de mayor longitud que tienen el bloque j_,, . .. j, fijo en las Gltimas posiciones.
Mas aun, pueden tomarse preimagenes hasta que ese bloque quede prescrito en posiciones dis-
juntas a las del cilindro [ i-x ... ix |, que se encuentra fijo. En efecto, si k > m + n + 1 entonces

T, K[ jom - jm ] tiene la forma

1 2m+1 2(m+1) 2k . .
L‘d [“—(m+k) e @y O e 1y Do ek Tk T ]’

y entonces al calcular la medida de 7, %[ j-m - jm N[ i-u ... in ], dado que los tinicos valores pres-
Critos son iy, ..., In, jom,- -, jm> S€ Obtiene como factor comin p;_, ...p; pj.. -..Pj,. mientras

los demas valores recorren todos los simbolos del afabeto V. Asi

Ty (Tp_k[jﬂn Jm] N [i—n ol ])

= pi—n“'pinpj—m"'pjm

7ol dem v dm Iyl icn i ]

Sean ahora A, B € 8 subconjuntos medibles arbitrarios y € > 0. Sin,(A) = 0o m,(B) = Oel
resultado es inmediato. Supdngase entonces que 7, (A), 7, (B) > 0. Por la proposicién 1.3 sean

cA cA y(CB CZB cilindros simétricos tales que 7 AArLLjCA <eldynm BArLleB <
4. ChyChC que 7p et Y 7p =i

na np
€/4. Denotemos a J C{‘ por C4 ya U Cf por Cp. Nétese que, andlogamente a la parte ante-
i=1 i=1
rior, puede escogerse K € N a partir del cual, si k > k, los elementos en Ty kCy N Cp tie-
nen valores prescritos por 7, kC4 y Cp en posiciones distintas, con lo cual Ty (’Tp‘ kcun CB) =

7, (Cp)mp (‘Tp"‘CA). Por otro lado, =, (‘Tp‘kCA) =nr,(Ca)y mp (‘Tp‘kCB) = m, (Cp). Ahora, una

vez tenemos estimado , (BACp) podemos estimar |7rp (B) — mr, (Cp)|, pues de las identidades

7, (B) =m, (BN Cp) + 7, (BNCY),

ﬂp(CB) =er(BﬂCB)+7rp(BCnCB)
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se obtiene que |7rp (B) —mp (CB)| < 7y (B N Cg) + m, (BN Cp) = m, (BACp). Consideremos la

siguiente desigualdad:

7y ()7, (B) = 7, (T;*A 01 B)

IA

7 (A) (7 (B) = 7, (Cp)

+ |y (Co) (p (4) = 7 ()|

+ |y € (7 (C) = 7y (75 5C))|

+ | (T55C) (mp (C) = 7 (T55C))

+ | (T55Ca)mp (T54Ca) = 7y (7554 0 B

Por la escogencia de k se tiene que 7, (‘Tp‘kCB) Ty (TP‘"CA) =7 (Tl;kCA n CB), por lo que el

dltimo término en la suma anterior es igual a
b7y (755Ca 0 Cs) =, (T4 0V B)|.

Estimemos ahora la medida de (‘T 3 kcanc B) A (‘7’ 5 kA N B). Obsérvese que, en general, para cual-

quier selecciéon de A, B, C, D C X se tiene que (A N B) A(C N D) c (AAC) U (BAD), de donde
(7,%Ca 0 Cp) & (T,*A N B) ¢ (T,*CaaT,*A) U (CpaB),

y entonces

‘n,, (7,%CanCp) =7, (T, *AN B)’ < 7, (CAbA) + 1, (CpAB).

Entonces k > k implica que 'ﬂ'p (A)rm, (B) —m, (T[;kA N B)| < €, por lo cual h’lgn T, (TP_kA N B) =
7, (A)m, (B).

Una vez se obtiene (Ef,, B, 71, T, p), se usa el teorema de Sinai 3.3. para calcular & (7' p).

N
Proposicion 4.8. La entropia de 7, respecto a , es — 3 p;log p;.

i=1
Demostracion:
N
Consideremos a = {[ il:ie N} C B, que es una particion contable de X}, con H (@) = — 2. pilogpi <

i=1

+00. Para verificar que es un generador fuerte, nétese que

e 7Mil= U [kiki],
k_1,koeN

o Tp[i]zk IEJEN[iko ki,
0,K1
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o [iioi]= [io]ﬂlel[h]ﬂTp[i—J .
Inductivamente se puede demostar que cada cilindro [ j-m - jm | es la interseccién de elementos

+00 oo
en J ‘7'17_/‘01. Entonces C C Z( U Tp‘ka) y asi

k=—c0 k=—00

BcCcX

+00
U T;ka/} .
k=—oc0

Ahora, dado que cada 7, k[i] puede escribirse como unién de cilindros en C, se obtiene que

+00 oo
U Tp_ka’ c X(C), con lo cual 2( U leka/) = B. Por el teorema de Sinai 3.3. h(Tp) =

k=—0c0 k=—00

h (Tp, cx). Para calcularH(n\_/; TP_ja) se debe tener en cuenta que {(x;) : x; = ji,i €{0,1,...,n— 1}
es un subconjunto mediblé,_ pues es la unién de cilindros simétricos [ i-m-1) - j-1 jo j1 - Jn-1 ]
para los cuales pj p;, ... pj,_, es un factor comiin en sus medidas. Por la o-aditividad se obtiene
entonces que 7, ({(x;) : x; = j;,i €{0,1,...,n=1}}) = pjopj -+ - Pjs-

Extendiendo la notacion a este elemento medible escribimos

[JoJt o im] i ={(x): xi=ji,i€{0,1,...,m}}.

N
Entonces, sin = Y, p;log p;
i=1

=SS (e oy (L e ])]...]

j0=1 jn—1=1

N N
= —Z Z pjo...pjn_llogpjo...pjn_,]...]

Jn-1=1

N N
Z [Z Pjo -+ PjuaPin (1ngj0...pj”2+10gpj”l)]]...]

~.
S
I

—_

M=

Jo=1 Jn-2=1 \n-1=1
N N N

= =2 || 20 | pia| 25 i logpie i
Jo=1 jn72:1 J’)Fl:l

M=

pjn—] 10g p.jn—l }]] - ]
jn—lzl
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- i [[ ZN: (Pio-- Pins (19 Pl - P +n))]...]

Jo=1 Jn—2=1
N N
= - Z Z Pjo-+ Pl (Ingjo RN 2 +10gpjn—2)
Jo=1 Jn-2=1
N
+ Pjo -+ Pjua|---
Jn—2=1
N
= = > (pilogpj, + (1= Dpjyn)
Jo=1
N
= —[n+n- l)nzpjo
Jo=1
= —n]],

Por lo cual,

h(Ty) = h(Tp.a) = lim %H

n—1 ) N
\V Tp_’a] = - > pilogp:
i=1

j=0

Se pueden considerar ahora dos alfabetos N'y Ky sus respectivos espacios de medida junto con el
corrimiento de Bernoulli: (E,ZV, By, 7p, Tp) y (Zf(, By, my, T q). Aunque el corrimiento actda igual
en cada espacio de sucesiones bilaterales, el sub-indice permite discriminar bajo cual estructura de
medida estd operando. El resultado que establece que la entropia es un invariante completo para

los corrimientos de Bernoulli es el Teorema de Ornstein:

Teorema 4.1. De Ornstein [16]. En (Z,ZV, BN, T, Tp) y (Zf(, By, 7y, Tq), Tp y T4 son isomorfos
sih(7,) = h (7).

La demostracion de este teorema es extensa y requiere la introduccién de nuevos conceptos. Su de-
mostracion se omite, pero puede consultarse en [15] con més detalles que la demostracién original

de Ornstein [16].
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CAPITULO D

El conjunto de valores propios de una transformacién ergddica y las

transformaciones con espectro discreto

5.1. El conjunto de valores propios de una transformacion ergodica

En esta seccion se muestra que el operador de Koopman U7 asociado a una transformacion ergddi-
ca T tiene un comportamiento particular en £2 ite f 1 iedad T érmi

y permite formular propiedades para 7' en términos
de propiedades conocidas de Ur en el contexto de transformaciones lineales sobre espacios vec-

toriales.

Consideremos el operador de Koopman U7 : L2(X, X, 1) = L2 (X, X, ) asociadoa T en (X, X, 1, T)
y el sub-espacio vectorial {[ fle L2XX,w: Ur[f]l =] f]} de £? (X, X, u) asociado al valor pro-

pio 1 de Uy. Por la proposicién 1.2. y teniendo en cuenta que Uy [1] = [1] se obtiene que
o T esergédicasiy sélosi dim{[f] € £2(X.X.u): Ur[f]=[f]} = L.

Con esto y la caracterizacion de mezclas fuertes de la proposicién 1.3., la ergodicidad y la mezcla

fuerte son invariantes espectrales:

Proposicion 5.1. SiTy S en (X,X,u, T)y (Y, ¥, A,§) son espectralmente isomorfas, entonces
e Si T es ergddica entonces S es ergddica.
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e SiT es una mezcla fuerte entonces S es una mezcla fuerte.

Demostracion:

Sea W : L2(X,X,u) — L2 (Y, Y, ) el operador lineal mediante el cual 7 y S son espectralmente

isomorfas.

e Dado que W[l1] € L2V Y, y que [W[1]] = [WUr[1]] = Us ['W[1]], se obtiene que
(Wil € {[g] € L2V, ) : Us [g] =[]}

Si[g] € {[g] eL2NY, ) Usg] = [g]}, entonces ‘W' [g] € £% (X, X, i), y como
Ur [W'[gl] = [W'[Us [e]l] = W' [¢]

se obtiene que [(W! [g]] € {[f] e L2X X, Ur[f] = [f]} Por lo tanto [’W! [g]] =c[1]
y asi [g] = ¢ [W[1]], lo cual implica que

dim{[g] € L2 (¥, Y. ) : Us [¢] = [g]} = 1.

e Se usa la caracterizacion de mezcla fuerte de la proposicién 1.3.1 Sean 81,8 € L2(v Y, 2,

yfi.h € L2 (X, X, ) tales que Wi = g1y W, = g». Entonces

(81, Utga) = (WhH, UsWh) = (W, WULLY = (i, Upfa),

y entonces lim (g1, Utgy) = lim(fi,Upfa) = (fi,1){fa, I). Ahora, como Url = 1y
n n

UsW1 = WUzl = W1, entonces, siendo W1 = ¢ se obtiene |c]> = ||c||% = {c,c) =

(W1, W1y =(1, 1) = |I1]5 = L. Asi (1, 1) = (g1, W1) = (g1,¢) = ¢(g1, 1) y también

(o, 1) = (W'ga, 1) = (g2, W1) = (g2,¢) = (g2, 1),
con lo cual lim (g1, Ut g2) = (g1, D) (g2, D) = (g1, 1) g2, 1.
Los valores propios de Ur motivan la definicién de un invariante espectral de 7'.

Definicion 5.1. El espectro puntual de 7 en (X, X, u, T), denotado por H (T), se define por

H(T):={aeC: existe f € L2(X.X, ;)\ {0} tal que f o T = Urf = af}

'Por simplicidad se prescindird de la notacién con clases de equivalencia.
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Proposicion 5.2. SiTy S en (X, X,u,T)y (Y,Y,4,5) son espectralmente isomorfas entonces
H(T)=H(S).

Demostracion:

Sea W : L2(X,X,u) —» L2V, Y, el operador lineal mediante el cual 7'y S son espectralmente

isomorfas.

e Siae H(T),sea f € L2(X,X,u) \ {0} tal que Ur = af. Dado que Wf e L2 (Y, Y, yes
tal que Us (Wf) = W (Urf) = a W, entonces a € H (S).

e SifeH(S) seage L2(Y,Y, )\ {0} tal que Us = Bg. Dado que W'g e L2(X,X, ) yes
tal que Ur (”W!g) = W' (Usg) = BW'g, entonces 8 € H (T).

AstH(T)=H(S).

Cuando T es ergddica, H (T) resulta ser un sub-grupo contable del circulo unitario {c € C : |c| = 1}
y los sub-espacios de funciones asociados a cada valor propio son ortogonales entre si, y de di-

mensién 1. Para verificar esto se deben tener en cuenta las siguientes afirmaciones.
Proposicion 5.3. Si T en (X, X, u, T) es ergddica entonces:

e HT)c{ceC: |c|=1}.

Si f e L£2(X,X,p) \ {0} satisface Ur f = af para algiin & € C entonces |f] Ee para algtin
ceC.

H (T) es sub-grupo del circulo unitario.

Sia,fe€ H(T)cona # 3, si fy g son vectores propios de Uy asociados a @ y S respectiva-

mente, entonces (f, g) = 0.

Si f,g € L*(X, X, ) \ {0} son vectores propios de Uz asociados al valor propio @ entonces

f £ cg para algin c € C.

Demostracion:

o Seaa e H(T)y f € L2 (X, X, )\{0} tal que Urf = af. Dado que||fll, = IU7 fll, = lal I fl»

entonces |a| = 1.

59



e Sife L2(X,X,u)\ {0} satisface Ur f = af para algtin @ € C, dado que Ur |f| = |f|o T =
|f o T| = |laf] = |lal|f] = |f|, entonces, de la caracterizacion de ergodicidad, se obtiene que

|f] £ ¢ para algtn ¢ € C.

e Seana,f € H(T),y f, g vectores propios de a y S, respectivamente. Dado que |f] Ee y Igl £
d,y siendo fg € M(X,X) con [|fg]* du= [Icl*|d* du < +co, entonces fg € L2 (X, X, 1)
es tal que U7 fg = aBfg = B~ ' fg, estoes aBf~! € H(T).

e Sean o,8 € H(T) con @ # B,y f,g vectores propios de a y B, respectivamente. Por la

caracterizacién de transformaciones que preservan la medida, se tiene que

[ rzan

\fq@orw

.8

fooTxgoTww

fw@w
= oB(f.8)-

Esto implica que (f, g) (1 - a/B) = 0, pero dado que 1 — a8 = 0'si y s6lo si @B = 1 si y s6lo

si @ |B]> = B, 1o cual no se tiene pues a # S, entonces se concluye que (f, g) = 0.

e Sean f,g € L2, X ,1) \ {0} vectores propios de Ur asociados al valor propio @. Nétese
que f/g € M(X,X) y por la caracterizacion de T ergéddica, f/goT = foT/goT = f/g

implica f/g Ee para alguin ¢ € C. Entonces f £ cg.

Para verificar que H (T') es contable se requieren dos resultados. El primero es que en todo espa-
cio de Hilbert separable un conjunto ortonormal es a lo mas numerable. El segundo, siempre que
(X, X, u) sea un espacio de probabilidad estandar, como se ha restringido a lo largo de este docu-

mento, es que si u es o-finita y X es contablemente generada entonces £L? (X, X, ) es separable.
Las siguientes proposiciones se toman de [2].

Proposicion 5.4. Lema 3.4.6. [2]. Sea (X, Y, 1) un espacio de medida finito y A un dlgebra de
subconjuntos de X tal que £ (A) = Y. Entonces A es densa en Y en el sentido en que, para cada

EeVYye>0,existe Ag € Atal que u(E A Ag) < €.
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Proposicion 5.5. Lema 3.4.7. [2]. Sea (X, Y, ) un espacio de medida. Suponga que A es un

dlgebra de subconjuntos de X tal que Z(A) =Y yque X = |J A;con A; € Ay pu(A;) < +co para
ieN

todo i € N. Entonces, para cada E € Y con u(E) < +coy € > 0, existe Ay € A que satisface

u(E AAg) < e.

Proposicion 5.6. Proposicion 3.4.5. [2]. En (X, X,u, T), si u es o-finita y X es contablemente

generada entonces L7 (X, X, ) es separable para 1 < p < +o0.
Demostracion:

Sea C C X contable y tal que £ (C) = X. Como u es o-finita sea {B,} ¢ Xtalque X = |J B,y
u(B,) < 400, para todo n € N. Consideremos ' =cu {By}, que es una coleccién con’;:lele de
X. Nétese que Z(C) C Z(C') c X = Z(C), de donde E(C,) = X.Sea C = {AC t A€ C'} uc,
y considérese A = A (C ) A resulta ser la interseccién finita de elementos en C, por lo cual A

es contable, y ademds C' ¢ A, por lo que = (C/) = X c X(A), y siendo A C X se obtiene que
T(A) =X,y {B,} € C c A, luego A satisface las condiciones de la proposicién 5.5. Sea

J=1

N
g:{ZdeCDj : NeN,djeQ,Djeﬂconu(Dj)<+oo}.

Gescontabley G c LP(X,X,u).Sea fe LP(X,X,u)y e >0.Seayp e LP(X,X,u)una funcién
N

simple tal que ||f — ¢l|, < e. Dadoque p = 3 AjX4, conaj e RyA;€ Xconu(Aj) < 400, sean:
j=1 '

e d; € Qtales que

N
Y- '21 djXa,
]:

N
< S Joj- i, <o
p o

p
e D; e Atales queu(AjADj) < (N|Ed-|) )
7

Entonces, teniendo en cuenta que

|%a, = Xp,| = [Xa,00,%4,00c = Xa,up, Xacnp,| < Xanpe + Xacon,,
J j JUD VA OD; jUD;AND; iND; 0D

N
Z dj (DCA.,. B DCD_,)

J=1

N N
DldiXa, - Y diXp,
=1 =1

p P

N
Z |dj| ”xAj - xDj”p

J=1

IA
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1

Db o]
S lalu(s 0

J=1
< €

IA

N
Asi, Y deCD,. € G es tal que
=

N N N N
F=21diXp|l <If =l + o= > diXp|| +||> diXa, = > diXp,| <3e
j=1 » j=1 » j=1 j=1 »
Entonces G es denso en L7 (X, X, u) y por lo tanto L7 (X, X, u) es separable.

Dado que los espacios de medida en los que se ha trabajado son espacios de probabilidad estandar,
la proposicién 2.3. garantiza la existencia de una base contable U para la topologia que genera la
o-algebra B, como se ha definido. Si denotamos por A a esta topologia, se obtiene que X (U) C
2 (A) = B, y dado que cada elemento en A es la unién contable de una sub-coleccién de U,
por definicion de o-dlgebra se obtiene que A c X (U). Entonces la o-dlgebra de todo espacio
de probabilidad estdndar es contablemente generada, y en consecuencia, por la proposicién 5.6.,
LP (X, B, ) es separable para 1 < p < +oo, siempre que (X, B, u) sea un espacio de probabilidad

estandar.

Se concluye finalmente que si T es ergddica entonces H (T') es contable, pues por cada @ € H (T)
se considera f, € L2 (X,X,u) \ {0} vector propio de Ur asociado a a, con ||f,|l, = 1, y enton-
ces {fa e L2(X, X, w\{0}: ae H(T)} es a lo mds contable (pues es un conjunto ortonormal),

mediante la correspondencia entre @ y f;.

5.2. Las transformaciones con espectro discreto

Se considera ahora el caso en que los vectores propios asociados a los valores propios de Uz, con

T ergddica, son una base del espacio vectorial £.

Definicion 5.2. Si T en (X, X, u, T) es ergddica, se dice que T tiene espectro discreto si existe una

base ortonormal de £ (X, X, 1) compuesta de funciones propias (vectores propios) de Ur.

Obsérvese que por lo expuesto en la seccidn anterior, la base tiene exactamente un vector propio

asociado a cada valor propio, pues los sub-espacios de cada valor propio son ortogonales y de
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dimensién 1. Con esta definicion, para el caso de las transformaciones con espectro discreto, el

espectro puntual es un invariante espectral completo:

Teorema 5.1. Del espectro discreto. Sean 7'y S transformaciones ergddicas con espectro discreto
en espacios de probabilidad (X, X, u) y (Y, Y, 1), respectivamente. Si H (T) = H (S) entonces T y

S son espectralmente isomorfas.

Demostracion: Sean

By ={fo € L2 (X, X.p): Urfa = afa},

By ={go € L2 (Y, D) : Usga = aga)

las bases ortonormales correspondientes, esto es <fa,fﬁ> =1lsia=p0y <fmfﬁ> =0sia #
B. Se define W : L2(Y, Y, 1) — L2(X,X,u) por go € By — f, € Byx. La extension a los
demds elementos de £? (Y, Y, A) resulta de que By es base del espacio vectorial £2 (Y, Y, ). W

es invertible mediante la correspondencia f, € Bx — g, € By. Ademds:
. <‘Wga, ‘Wg,3> = <fa,fﬂ> = 0 si a # B, caso en el que también <ga,gﬁ> =0.
° <Wga,Wgﬁ> = <fa,fﬂ> =1 si @ = 3, caso en el que también <ga,gﬁ> = 1.

e Wo Usga :(W(a'ga) =afe=Urfo =Ur O(Wga-
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Mas alla

Hemos visto que para la clasificacién mediante isomorfismos e isomorfismos espectrales se pue-
den definir ciertos objetos (entropia y el conjunto de valores propios de la transformacién) que,
una vez se reduce el conjunto de transformaciones objeto de clasificacién, permiten obtener una
clasificacion completa, es decir, dan una caracterizacioén de cudndo, segtn la relacién de equiva-
lencia inducida por la clasificacion, las transformaciones estdn o no en la misma clase. Lo que se
expone al comienzo de [17], y que llevé a la escogencia de los contenidos para desarrollar este
documento, es la clasificacion sobre las relaciones de equivalencia que permiten identificar trans-
formaciones, es decir, el objeto de clasificacion ya no son las transformaciones sino las relaciones
de equivalencia con que se buscan clasificar las transformaciones, y una forma de clasificar esas
relaciones de equivalencia es mediante la respuesta al interrogante: ;Ctando puede asignarse un
conjunto de objetos a esta relacion, de forma tal que las clases de equivalencia por ella inducidas
puedan reconstruirse a partir del espacio en el cual se encuentran esos objetos?. Los problemas de

clasificacion se describen entonces de la siguiente forma [17]:
Un problema de clasificacion esta dado por:

e Una coleccion de objetos X.

o Una relacion de equivalencia & en X.
Y una clasificacion completa de X mediante & consiste de:

o Un conjunto de invariantes 1.
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o Una funcion c : X — 1 tal que xEy si 'y solo si c(x) = c(y).

Como se expuso en los capitulos 3 y 4, la clasificacién de los corrimientos de Bernoulli es com-
pleta. En esta, el conjunto de invariantes Z son los reales (los valores que toma la entropia) y la
funcioén c es A (-). [gualmente la clasificacién de transformaciones ergédicas con espectro discreto,
en la cual 7 son los sub-grupos contables del circulo unitario en C y la funcién ¢ de define por
T — H(T). Obsérvese que en R y en el circulo unitario en C se pueden considerar, en lugar de los
objetos x € Ry H(T) c C, las clases de equivalencia definidas por las relaciones de igualdad en
Ry de igualdad de conjuntos en C. Entonces la clasificacién se formularia como: xEy si y sélo si
c(x)F c(y). El estudio de formulaciones como €sta se hace en el contexto de la Teoria Descriptiva

de Conjuntos, como lo comenta el resumen presentado en [17].
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