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Introduccion

El propdsito de este trabajo de grado es presentar una ndeiéampacidad débil, que
aparece de manera natural al considerar una propiedagaeldbs subespacios compac-
tos de un espacio regular. A tales espacios los llamarehamnpactos, y estudiaremos
el comportamiento de éstos en relacidén a los subespacsoprdductos, cocientes y las
imagenes, tanto directas como inversas, bajo ciertasdoesj entre las cuales conside-

ramos las funciones perfectas.
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Preliminares

A continuacién recordamos algunos conceptos y algunasqutages de la topologia ge-

neral que seran utilizados a lo largo de este trabajo.

Definicion 1 (Espacio métrica)SeaX un conjunto no-vacio. Una funci@h: XxX — R

se llama unanétrica paraX si satisface que, para todrgy, z € X:
() d(x,y) =0.
(i) d(x,y) =0si,ysolosix=y.
(iii) d(x.y) = d(y, x).
(iv) d(xy) <d(x,2) +d(zy),

La pareja K, d) es unespacio métrico

Recordamos algunas topologias especialespara
» 7=P(X)={A: AC X} es latopologia discreta paxa
» U denota laopologia usuaparaR.
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» SeaX infinito. La topologieCr = {@}u{U C X : X\ U es finitg se llamaopologia

de los complementos finitos para X

» SiC ={9,R}U{(a +) : a € R}, se dice qu& es latopologia de colas a derecha

Notacion: Si (X,7) es un espacio topoldgico y & < X. Denotaremos poK, o por

adhy(K), a la adherencia de K; ademas, denotaremoskpal conjunto de puntos de

acumulacion (o puntos limite) dé.

Definicion 2 (Subconjunto denso de un espacio topoldgiddy subconjuntdd de un

espacio topoldgicoX, 7) esdensoenX siD = X.

Definicién 3 (EspaciosTy, T1, T2, T3, T4 Y €spacios regularesyea K, r) un espacio to-

poldgico:

= Se dice qu& esTg si para todos, b € X, distintos, exist&J) € 7 tal queU contiene

a uno solo de los puntasy b.

» (X, 7) esT; si para cualquier par de puntagh € X, distintos, existet,V € r tales

queU n{a b} ={a}y Vn{a,b} = {b}.

= El espacio topologico €E,, o deHausdorff, si para cualquier par de puntos distin-

tos,ay b, existen abiertos disjuntds V € rtalesqueac U yb e V.

= Sedice queX, t) es un espacio topoldgiecegular si para todo subconjunto cerrado

F y para todo punt@a € X \ F, existen abiertos disjuntdg, V tales quex € U y

F CV.(X,7)esTszsiesregulary T;.

= X esnormal si para todo par de cerrados disjunkog G, existenU, V € r, disjun-

tos, tales qu& C U y G C V. AdemasX esT, si esnormaly T;.
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Definicién 4 (Espacios compactasin espacio topolégicoX, r) escompactosi todo

cubrimiento abierto de X contiene un subcubrimiento fingo<d

Por supuesto, dado el propésito de este trabajo, enun@aranora algunas propiedades,

gue seran de gran utilidad, sobre los espacios compactos.

Propiedades(De los espacios compactos):
= Cualquier subconjunto cerrado de un espacio compacto esacbmp
= Toda imagen continua de un espacio compacto es un espagactum
= Subespacios compactos de un espagison cerrados.

= En un espacio regular, un subconjunto compacto y un subactengerrado, disjun-

tos, se pueden separar por abiertos disjuntos.

Definicion 5 (Producto cartesiano)Supongamos quéX, : a € 1} es una coleccion
de conjuntos. Eproducto cartesianode estos conjuntos, denotado {ddr,., X., esta

definido por

1_[ X, = {X: xes una funcion déen U Xe» Y para today, X(a) € X,}.

acl acl

Notacion:

» SiXe€ [[,a Xs, denotaremosg(a) = X, y lo llamaremos lax-ésima coordenada de

X.

» Sig e, al conjuntoX; lo llamaremos eB-ésimo factor del productp] .., X,.
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» La funcionmg : [],q Xo — Xs definida porrg(X) = X5 sera llamada la funcion

proyeccionpara el3-ésimo factor, o también simplementesl&@simaproyeccion

Definicion 6 (Espacios Producto)Sea{(X,,7,) : @ € |} una coleccién arbitraria de
espacios topologicos. Lpologia producto r sobre el conjuntoX = [], X, €s la

topologia que tiene como una base todos los conjuntos denteafd ., U,, donde para
cadaa € I, U, es un abierto eX,, y U, # X, para una cantidad finita de coordenadas.

A la pareja K, ) se le diceespacio producto

Hay que recordar que Andrey N. Tychdhen 1930 y posteriormente en 1935, enuncia 'y
demuestra el teorema conocido por su apellido, donde seaadjum el producto de cual-

quier coleccion de espacios compactos resulta ser compacto

Definicién 7 (Espacios cociente)Sea ¥, r) un espacio topoldgicdy un conjunto no-
vacio yf : X — Y una funcién sobreyectiva. La coleccion={V c Y : f}(V) e 1} es
una topologia par¥, llamada latopologia cocienteparaY inducida porf. En este caso

se dice queY, 7¢) es un espacio cociente d§ ¢) y que f es unaduncion cociente

Una propiedad importante es que toda funcién continua yegebtiva que sea o bien ce-
rrada, o bien abierta, resulta ser daoacion cociente Particularmente, lagroyecciones

al ser funciones continuas, sobreyectivas y abiertastegssér funciones de este tipo.



CAPiITULO 1

Una nocion “débil” de compacidad

En esta seccién introducimos el concepto que nos interésdias EI comentario (4),
posterior a nuestra definicion, justifica por qué considesaque esta es una nocion “dé-

bil” de compacidad.

Definicion 8 (Espaciocl-compacto). Un espacio topoldgicaX, r), o simplementeX, es
cl-compacto si para toddK C X, siK es compacto entoncéses compacto. SY € X, se

dice queY escl-compacto si escl-compacto como espacio topoldgico.

Desde luego hay espacios que no slboompactos como se ilustra a continuacion.

Ejemplo 1. (Espacios que no samt-compactos).

» SeanX =Ryt =C.SiU = [a,+), U es compacto perd = R no lo es, pues si

{U,} es un cubrimiento por colas pakadel cual se puede extraer un subcubrimiento

1



2 CAPITULO 1. UNA NOCION “DEBIL” DE COMPACIDAD

finito {U,,,...,U,,}, comoU, = (a,+x),1 <i < nya € R, se tendria que

R =", U, = (MiMi<nd;, +o0), lo cual es jimposible!.

= SeanY = (0, 1)yt ={0,Y}U{(0,1-%):n=23.}.SiU e€7\{0,Y},U es
compacto, perty = Y no es compacto, pues dado el cubrimigii@®1—1/n) : ne

7%} es imposible extraer de este un subcubrimiento finito |gara

El siguiente es un ejemplo de unos espacios topologicoscoieocidos y estudiados en

un curso de Topologia General que resultarcseompactos.

Ejemplo 2 (Todo espacio regular es-compacto). Sean K, r) un espacio topolégico re-
gular, K ¢ X compacto ¥{V,}.« un cubrimiento abierto pard. Veamos que podemos

extraer un subcubrimiento finito pakaa partir del cubrimiento original:

ComoK c K, {V,}.«i resulta ser un cubrimiento abierto pa&taPor la compacidad d€,
existe un subcubrimient®/,, ..., V,, }, finito, parak. SeaV = |, V,,. Supongamos que
existex € K\ V = KN V¢ ComoK \ V es cerradoK es compacto y X es regular, existen
F,G € 1, disjuntos, tales qu& C Fy K\ V C G. Pero, com € K, todos los abiertos

gue contengan Rintersecan &, en particulaiG € 7, luegoG N K # @, jimposible!.

Asi, tal x no existe, y por lo tantq\V,,, ..., V,,} €S un cubrimiento finito pard.

Comentarios:

1. Un ejemplo de un espacio que no es regular pero que di@snpacto: SeaX
infinito. El espacio topoldgicoX, Cr) no es regular, pero todos sus subconjuntos

son compactos, luego X resulta seccompacto.



2. Todo espacio métrico escompacto.

3. Los espacios de Hausdibson cl-compactos, puesto que cualquier subconjunto
compacto resulta ser cerrado. Inmediatamente se ve gderendia de los espacios
compactos Yy, donde se sabe que estos resultarTgesi un espacio topolégico es

cl-compacto y T, este podria no ser siqui€fa.

4. Ser compacto implica sel-compacto, pues cualquier subconjunto cerrado de un

espacio compacto es compacto.

5. El reciproco es falso: consideremos el espdRid{). Es claro que este espacio no

es compacto, pero al ser metrizablecksompacto.
6. Si (X, ) escl-compactoy si F C X es finito, entonceE es compacto.

7. Si (X,7) escl-compacto y si existeD € X denso y compacto, entonces, t) es

compacto.

Como una primera propiedad de los espacesompactos, tenemos la extension del

siguiente hecho a los espacidscompactos. Es conocido que siX, 7) es un espacidy

y compacto, y sa € X, entonces existb € {a} tal que{b} es cerrado. Una demostracién
algebraica de este hecho puede consultarsgley ina demostracion topologica puede
consultarse ergj.

Teorema 1. SeaX un espacial-compacto y To. Sia € X, existeb € {a} tal que{b} es

cerrado.

Demostracion:

Seaa € X. Comof{a} es compactoja} es compacto. Por el resultado recién mencionado,

comoa € {a}, que es compacto V), existeb € {a} tal que{b} es cerrada.]
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Para los espacio§; la propiedad desl-compacidad se puede enunciar de una manera

ligeramente diferente.

Teorema 2. Sea X un espacio topolégicq ¥ K € X. Entonces:
1. K" es un subconjunto cerrado de X.
2. Si K es compacto, entondéses compacto si, y solo si,’ s compacto.

3. (X, 1) escl-compacto si, y solo si, para todo K- X, si K es compacto entonces$ K

es compacto.

Demostracion:

1. SeaA C Xyseax e X\ A'. ExisteU € r,conx e U,talque U \ {X}) N A = &.
Veamos quéJ € X\ A'. Seaz € U: Siz = x, ya estd. Supongamos que X, luego

ze U\ {x}, que es abierto puesesT;. Asi,

(UNBD\{ZDNnA=U\{XZ)NACU\{X)NA=2

Por lo tantoz e X\ A’ luegoU C X\ A’. En conclusionX \ A’ es abierto.

2. Supongamos qu€ es compacto. Comié es compacto K = KUK, K resulta ser
compacto al ser union finita de conjuntos compactos. Re@prente, supongamos
queK es compacto. ComK = K U K’, K’ ¢ K. Por el teorema anteriok’ es

cerrado, lueg&’ es compacto al ser un subconjunto cerrado de un compacto.



CAPITULO 2

Subespacios de espacios cl-compactos

En general, subespacios de espaclesompactos no lo son, como se muestra en el si-

guiente ejemplo. Sin embargo, los subespacios cerradesexddn esta propiedad.

Ejemplo 3 (Un subespacio de un espaclecompacto que no lo es)SeanX = (0,1], y
T={a, X} U{(0,1- %) :n=23,..}.SiY =(0,1), Y no escl-compacto como se mostré

en el ejemplo 2, perX si lo es por ser compacto.

Para demostrar que un subespacio cerrado de un espammpacto es cl-compacto,

necesitamos el siguiente resultado:

Lema 1. Sean K, ) es un espacio topolégico cualquielac Y C X. EntoncesZ es

compacto ery (como subconjunto) si, y solo &,es compacto eKX.
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Demostracion:
Supongamos gqué es compacto el. SeaV,},; un cubrimiento par@, por abiertos de

X.ComoZ cC (JV,yZCY,entonces

acl
ZQ[UVQ)mY:U(VanY)

a€l el

por lo que{V,NY}. es un cubrimiento, por abiertos ¥eparaZ. Por la compacidad dé
n

enY, existe un subcubrimiento finity,, NY, ..., V,, NY} paraZ, es decirZ € J(ViNY).
i=1

Pero

ZC O(Vai ny) = (OVQJOYQ OV(,
i=1 i=1 i=1

Asi, {V,,, ..., V,,} resulta ser un cubrimiento finito paZay por lo tantaZ es compacto en
X.

Reciprocamente, supongamos @les compacto eiX y veamos que es compacto en
Y. SealU,},c; un cubrimiento par@ por abiertos d&'. Para cada € |, existe un abierto

V, enXtal queU, =V, NY, luego

ZQUUQ:U(VHOY):(UVQ]OYQUVQ,

ael acl acl acl

por lo que{V,} es un cubrimiento para por abiertos d&. Por la compacidad déenX,

existe un subcubrimiento finiy,,, ..., V,, } paraZ, luegoZ c U |V,,, con lo que

Z g (O V(Yi] N Y = O(V(ti N Y) = O U(tis
i=1 i=1 i=1

Asi, {U,,, ..., U, } €s un cubrimiento finito para. [

Demostraremos ahora que los subespacios cerrados de wmadpampacto soncl-

compactos.



Teorema 3. Sea K, t) un espacio topologicol-compacto y seaY C X, Y cerrado. En-

toncesY escl-compacto.

Demostracion:

SeaK C Y compacto erlY. Por el lema anteriolr es compacto eX. Tenemos que
K ¢ adh/(K) = adhx(K) n' Y. ComoY es cerrado en Xadhy(K) Nn'Y es cerrado en
X, peroadhy(K) es el mas pequefio de los cerradosXeque contienen &, y como
adhy(K) ¢ adhy(K), entoncesaadh,(K) = adhy(K). Como X escl-compacto y K es
compacto erX, adhy(K) es compacto eKX, luegoadh,(K) = adhy(K) es compacto eM.

Asi, Y resulta secl-compacto. [J
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CAPITULO 3

Propiedades funcionales de los espacios cl-compactos

Es sabido que la imagen continua de un espacio compacto ggctan¢, Sucede lo mis-
mo con los espaciod-compactos? El siguiente ejemplo nos muestra que, en general,
esto no sucede. Como demostraremos mas adelante, las imfgefertas de espacios

cl-compactos soncl-compactas.

Ejemplo 4 (Una funcidn continua y sobreyectiva de un espatitompacto en un espacio
gue noloes)SeanX =Ry f : (X, P(X)) — (X,C) la funcion identidad. Claramente
es continua y sobreyectiva, pep§ C) no escl-compacto, como se mostrd en &jemplo
1.

Definicion 9. Una funcionf : (X, 7) — (Y,B) esperfectasi es continua, sobreyectiva,

cerrada y si para cadee Y, f~1(y) es compacto eKX.

9
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Antes de proceder a demostrar que la imagen perfecta de ani@spcompacto lo es,

necesitamos enunciar el siguiente resultado cuya demiustraparece er2[ pag. 216].

Teorema 4. Seaf : (X,7) — (Y,8) una funcién perfecta. X es compacto en Y,

entonced ~1(K) es compacto en X.

Ahora estamos listos para enunciar y demostrar el siguieatema:

Teorema 5. Imagen perfecta de un espaclecompacto escl-compacta.

Demostracion:
Seaf : (X, 1) — (Y, ) una funcion perfecta y se&un espacial-compacto. Seal C Y
compacto. Como L es compacto ¥nf (L) es compacto eX puesto que es perfecta,

luego f-1(L) es compacto eX. Dado quef es continua \ C L, tenemos que

(L) ¢ £71(0) = f1(C) c £4(0)

lo cual implica que

Lcf(f2)ct
por lo quef (f—l(L)) = L, puesL es el mas pequefio de los cerrado¥ dpie contiene a

L.
Asi, L es compacto, puesto qtﬂe{f—l(L)) lo es.]

Teorema 6. Sean K, t) un espacial-compacto, (Y, ) un espacio de Hausdbdy
f : (X,7) — (¥.) una funcién continua. S ¢ X es compacto, entoncé¢K) = f (K).
En particular, si € X, {f(a)} = f ({a}) = f(@). Si, ademasf es inyectiva, entonces

(X, 1) esT; y todo subconjunto compacto dees cerrado.
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Demostracion:

SeaK C X compacto. Com& C K, f(K) C f(K). Por otra parte, comb es continua,
f(K) resulta ser compacto, luego cerrado pdesT,. Asi, f (K) ¢ F(K) = f(K).

Siae X, comof({a)) = f({a}) y f es inyectiva, se tiene qya} = {a}, lo que implica
que (X, 7) esTy. Mas generalmente, 8 C X es compacto, comb(K) = f(K)y f es

inyectiva, se tiene quk = K, luegoK es cerrado]

Ya estudiadas algunas propiedades de las imagenes cantdiawspacios!-compactos,
revisaremos ahora qué sucede con las imagenes reciprdacagesde funciones conti-

nuas, de estos espacios.

Teorema 7.Si f : (X,7) — (Y, 8) es una funcion continuagompactgimagen reciproca

de un compacto es compacta) yrsescl-compacto, entonces< escl-compacto.

Demostracion:
SeaK C X, compacto. Comd es continuaf(K) es compacto elt, por lo quef(K) lo

es, y ademas$(K) c f(K). Aplicando imagen reciproca obtenemos que
K c f7(f(K)) c 7(F(K)),

dondef‘l(f(K)) es compacto puesto guees unafuncion compactaComoK es un

subconjunto cerrado de un conjunto compaktoesulta ser compactal
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CAPITULO 4

Productos de espacios cl-compactos

En esta seccion veremos si la propiedad enunciada en ehaale Tychonfi (en donde

un producto arbitrario de espacios topologicos es comacgasolo si, cada factor lo es)

Se conserva para espaciscompactos. En esta seccion demostraremos que este hecho
es cierto, es decir, que un producto de espacios topologsmscompacto si, y solo si,

cada espacio factor lo es, para lo cual haremos uso del stguisultado:

Lema 2. Sean{(X,,7.)}.ci UNa coleccion arbitraria no vacia de espacios topolégicos y

A, € X,, A, # &, para cada € |. Entonces,

[T~-[]%

el ael

Demostracion: (Tomada de3, pag. 132] o de4, pag 140])
Veamos qug T, Ac € [1aar Ae- Seax € [, A. Y SeaU, una vecindad abierta para

x. Existe un abierto basicp],¢, U, tal quex € [],e U, S Uy. Comoxg = m(X) € A,

13



14 CAPITULO 4. PRODUCTOS DE ESPACI@S-COMPACTOS

tenemos qué&; N A; # @, para cad@ € |, y asi,

[Juenay=]Tu.N]]Acu] | A

acl acl acl acl

luegox € ] A..

el

Reciprocamente, como cada proyeceig®es continua, para cagiee | tenemos que

oA en([14)-

acl acl

y como para cualquiehk C [],¢ X, Se tiene quUé C [],¢ 7.(A), entonces

[TA < ]—[na(m]gﬂna[ﬂ%)= [ A

el ael ael acl €l ael

por 1o quelToe Ae € [Toet As- O

El siguiente resultado es una version del Teorema de Ty¢hpaia espaciod-compactos.

Teorema 8. Seaf{(X,, 7.)}eer UNa coleccidon no vacia de espacios topologicos. Entonces

X = [1,e Xo €Scl-compacto si, y solamente si, cadq, escl-compacto.

Demostracion:

Supongamos quX,, 7.)}eel €S una coleccion no vacia de espaaiesompactos. Vea-
mos queX escl-compacto. SeaK € X compacto. Como cada proyeccignes continua,
nz(K) es compacto eiX; por lo quem es compacto ez, puesto que, para cada
B € |, X5 escl-compacto. Asi, por el teorema de Tychofip[] 7,(K) es compacto eiX.

ael

Ademas, como para toddC X se tiene qUA C [] ¢ 7. (A),
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K¢ 1—[ m.(K) C nm
ael

el

luegoK es compacto al ser un subconjunto cerrado de un compacto.

Reciprocamente, supongamos qUe= [], X, escl-compacto. Seas € |, arbitrario
pero fijo, y tomemo«K; C X; compacto. Seaw € | \ {8} y X, € X,. Ahora, defina-
mosK, = {x,}. Por el teorema de Tychofip[],. K, es compacto eX. ComoX es
cl-compacto, [[,« Ko = [1.e Ko resulta ser compacto, y de nuevo, por el teorema de

Tychondf, Wﬁ resulta ser compactd.]
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CAPITULO 5

Cocientes de espacios cl-compactos

En esta seccion final del trabajo veremos que, en general,wtedfuncion cociente si el
dominio escl-compacto el codominio no lo es, y que si el codominio @scompacto el

dominio no necesariamente resulta serlo.

Ejemplo 5 (Una funcién cociente de un espaciecompacto en uno que no lo esSea
f: (R, U) — (Z,7¢) la funcidonparte enteradonder; es la topologia cociente paZa

inducida porf, a saberrs = {9, Z} U {(—c0,N)NZ : n € Z}.

El espacio Z, ¢) no escl-compacto pues{0} = [0, +o0) N Z no es compacto, peld} si

lo es.

Ejemplo 6 (Una funcion cociente de un espacio que nalesmpacto en uno que si lo

17
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es) Seaf : (R,C) — ({-1,0, 1}, 7¢) definida por

-1, si x<0
fX)=40, si x=0
1, si x>0

donde se sabe quel, 0, 1}, 7¢) es un espacid-compacto pues es finito, pero el espacio

(R, C) no escl-compacto (véase eEjemplo 1).

Por supuesto, lo siguiente seria preguntarse si(X,7) — (Y,8) es una funcion co-
ciente, qué condiciones hacen falta para queXst)(es cl-compacto entonces Y, 3) lo

sea, y qué condiciones se necesitan para qué)i €scl-compacto entonces X, r) sea
cl-compacto. Afortunadamente, ya se estudiaron I®sdpiedades funcionales de los es-
pacioscl-compactos’ en el capitulo 3, luego para estas preguntas basta con estudiar las

respuestas obtenidas en tal capitulo.
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