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Capitulo 1
INTRODUCCION

En este documento se presenta la construccion detallada, ademds de los resultados
mds importantes sobre la cohomologia de De Rham, junto a varias de sus aplicacio-
nes mds estudiadas en las dltimas décadas en el area de la topologia algebraica. La
profundizacion en este tema, surge del estudio que se realiz6 de las formas diferen-
ciales y de los espacios vectoriales en el curso de geometria diferencial durante el
segundo semestre de 2015, asi como también, de un interés particular en ahondar en
los problemas que fueron objeto de estudio en dreas del anélisis vectorial y el dlgebra.
La forma en que se construye la cohomologia de De Rham en este documento es
basada en el trabajo hecho en [1], realizandolo a un nivel mas detallado y brindando
los ejemplos necesarios para que sea del completo entendimiento del lector.

El estudio de la cohomologia en general, surge en la segunda mitad del siglo XX
motivada por la busqueda de invariantes topoldgicos entre cadenas complejas de
espacios vectoriales, es decir, de una coleccidn de espacios vectoriales y aplicaciones
lineales entre ellos, se construyen sucesiones a las que se denominardn cadenas com-
plejas, que son el principal objeto de estudio de la cohomologia, pues su finalidad
es establecer funciones entre cadenas de este tipo, de tal manera que preserven sus
caracteristicas topoldgicas y asi, poder hacer una caracterizacion algebraica de su
topologia. Es precisamente este, el trabajo que se realizard en el capitulo 3, dando de
esta manera al lector, un panorama general de las propiedades de lo que se quiere
construir en los capitulos posteriores.

Como una particularidad del estudio de tales invariantes topoldgicos, se construye
toda la teoria sobre la cohomologia de De Rham que, como se mencioné anterior-
mente, tiene el objetivo de establecer funciones que cumplan dichas propiedades de
invarianza entre cadenas complejas, solo que esta vez, los espacios vectoriales sobre
los que se trabajara tendran como elementos aplicaciones lineales con caracteristicas
diferenciales particulares a las que se les denomina “formas diferenciales” y que
serdn estudiadas en detalle en el capitulo 4.

De ésta manera, se sigue realizando la construccion rigurosa de las cadenas comple-
jas que estudia la cohomologia de De Rham, que una vez teniendo bien definidos los
elementos de los espacios vectoriales, se hard el estudio a profundidad de las aplica-



ciones lineales entre estos, de tal forma que satisfaga las condiciones y propiedades
estudiadas en el capitulo 3. Ya habiendo definido los elementos sobre los cuales
se estd trabajando, se enuncia la cohomologia de De Rham en el capitulo 5, jun-
to con algunos de sus resultados mds importantes en el area de la topologia algebraica.

La cohomologia de De Rham ha permitido realizar una clasificacién de los espacios
vectoriales de formas diferenciales en espacios vectoriales reales, mediante isomor-
fismos entre sus grupos cohomolégicos, de ahi la gran importancia del estudio de
toda esta teoria. Algunas de las aplicaciones mds reconocidas se dieron gracias a
la sucesion de Mayer-Vietoris, que se fundamenta, una vez mds, en toda la teoria
vista en el capitulo 3. Esta sucesion se estudiard detalladamente en el capitulo 6, y
algunas de sus aplicaciones se enunciardn en el capitulo 7, pero para tener una clara
visualizacién de éstas, se puede ver en [1].



Capitulo 2
PRELIMINARES

En este capitulo se proporcionardn unos primeros resultados que serdn de vital
importancia para el claro desarrollo de los capitulos subsecuentes. Los resultados
que se estudiardn en éste capitulo fueron el fundamento principal de este trabajo, y
muchos de estos se abarcan en los cursos basicos de dlgebra lineal y cédlculo vectorial
y fueron tomados de los textos [2], [3] y [4].

2.1. Nociones topologicas

El estudio que se realiza en el presente trabajo tendrd como objetos, espacios dotados
de algunas cardcteristicas particulares, y para ello, inicialmente es necesario abordar
dichos espacios de una manera general, tal como se presenta en esta primera seccion.

Definicion 2.1 El espacio euclidiano n-dimensional R", n > 1, es el conjunto de
todas las n-tiiplas ordenadas a = (a1, ..., a,) de niimeros reales. Dichas n-tuplas
son los puntos de R".

Sean ug, ..., u,, n > 1, las funciones de valor real definidas en R" por
ui(a) = ay, ..., uy(a) = ay,

Estas funciones son llamadas funciones coordenadas de R".

Definicion 2.2 Una bola abierta centrada en un punto a € R" de tamario p es el
conjunto de la forma

{beR":d(a,b) < p}, (1)
donde p > 0y d es la métrica definida por

n

d*(a,b) =) (a; — b;)*.

i=1
Un conjunto V' de R™ es una vecindad del punto @ € R" si existe una bola abierta
centrada en a contenida en V.

Las vecindades satisfacen las siguientes propiedades
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Lema 2.1 Seanx € R" y U,V subconjuntos de R",
(a) Si U es vecindad de a, entonces a € U.

(b) Si U es una vecindad de a, y V es un conjunto tal que U C V, entonces V es
también una vecindad de a.

(c) Si U yV sonvecindades de a, U NV también lo es.

(d) SiU es una vecindad de a, hay una vecindad V de a tal que V C U y V es una
vecindad de cada uno de sus puntos.

Para verificar que las vecindades cumplen las propiedades anteriores basta con aplicar
la definicién en cada una. Una demostracion mas detellada puede encontrarse en [3].

Definicion 2.3 Un espacio topologico es un conjunto S tal que, a cada elemento
a € S, se le asigna una coleccion de conjuntos que satisfacen las cuatro propiedades
del lema anterior. Dichos conjuntos son las vecindades de a, y la coleccion de todas
las vecindades definen una topologia en S.

Ejemplo 2.1 El espacio euclidiano R"™ es un espacio topologico con las vecindades
definidas como en la definicion 2.2, esta topologia es la topologia usual de R". Todo
subconjunto X de R" es un espacio topologico al considerar las vecindades de
a € X, como las intersecciones de las vecindades de a € R" con X. En particular,
S1, la esfera unitaria con centro en el origen, es un espacio topolégico.

Definicion 2.4 Sean {S;}!' , una coleccion de espacios topolégicos no vacios. El
producto cartesiano,

HSizslegx...xSn
i=1

es el conjunto de n-tiiplas ordenadas (a,, as, ..., a,), cona; € Sy,as € Sy, ..., a, €
Sy, ¥y puede dotarse de una topologia , considerando las vecindades de a € ] S;
como [| Vi donde V; es una vecindad de a; en S;. Esta topologia es la topologia
producto.

Ejemplo 2.2 1) Se tienen dos topologias en R"; la usual y la producto. Se puede
demostrar que toda vecindad de a con la topologia usual, contiene una vecin-
dad de a con la topologia producto y viceversa. Esto quiere decir que ambas
topologias son iguales.

2) Si S es un intervalo en R, y Sy es una circunferencia, entonces S1 X So es un
cilindro, el cual, es un espacio topologico con la topologia producto.

3) EltoroT = S' x S es un espacio topolégico con la topologia producto.



2.2. Espacios vectoriales

Algunas definiciones y resultados bdsicos sobre espacios vectoriales se enunciardn
en esta seccion, estos serdn los objetos principales sobre los cuales se constituye la
cohomologia.

Se define ahora una relacién de equivalencia en R™. Se dice que ((ay, ..., @), (b1, ..., by))

y ((ay, ..., ay,), (b}, ..., by,)) son equivalentes si y solo si b; — a; = b; — aj.

Definicion 2.5 Las clases de equivalencias de n-tiiplas ordenadas de puntos, se
denominan vectores. Las componentes escalares de un vector, son las diferencias
bj — a; de las coordenadasde un par depuntos que lo representan. Dos vectores son
iguales si y solo si sus componentes escalares correspondientes son iguales.

Los vectores estdn determinados por sus componentes escalares, es decir, una n-tupla
de nimeros reales determina completamente un vector. Asi, R" representa, no solo
un conjunto de puntos, sino también un conjunto de vectores. Una notacién adecuada
para los vectores es [a], puesto que se estd trabajando con clases de equivalencias,
sin embargo, cuando no haya lugar a dudas, se especificard como el vector a.

A cada punto a € R" se le puede asociar el vector representado por la pareja
((0,...,0), (aq, ..., a,)). Este vector es el vector posicion de a y sus componentes
escalares son las mismas coordenadas del punto a.

Para cualesquiera par de vectores a,b € R™ con componentes a;, b; respectivamente,
cont = 1,2, ...,n,y para cualquier escalar «, se definen las operaciones

»at+b=(a,..,a,) + (b1, ..., 0,) = (a1 + b1, ..., an, + by),
» aa = alay,...,a,) = (aay, ..., aay),

adicion vectorial y multiplicacién por escalar, respectivamente. Un espacio vecto-
rial V' es un conjunto de vectores que, con las operaciones definidas como antes, es
cerrado y cumple con las siguientes propiedades:

Sean a,by c vectores en V, y o, \ escalares, se tiene entonces,

» Propiedad conmutativa de la adicién: @ + b = b + a.

Propiedad asociativa de la adicién: @ + (b +¢) = (a +b) +c.

Tiene elemento neutro para la adicion: existe un vectore € V, tal que a+e = a.

Tiene elemento opuesto para la adicién: para todo vectora € V, existe —a € V'
tal que a + (—a) =e.

Propiedad asociativa de la multiplicacion por escalar: a(A\a) = (a))a.



= Multiplicacién por el neutro escalar: la = a.

= Propiedad distributiva de la multiplicacién por escalar sobre la adicion de
vectores: a(a +b) = aa + ab.

= Propiedad distributiva de la multiplicacién por escalar sobre la suma de escala-
res: (o + \)a = aa + \a

Definicion 2.6 Paran > 1, sean a, ..., a, vectores de R", y ¢y, ..., ¢, escalares.

» La suma cia1+... + ¢, a, se llama la combinacion lineal de los vectores
a, ...,a, con coeficientes cy, ..., .

= Los vectores aq, ..., a, son linealmente independientes si la iinica forma en
queciay+...+cp,a, =0esquecy = ... =c, = 0.

= Vectores que no sean linealmente independientes son linealmente dependien-
tes.

2.3. Aplicaciones lineales

Todo el trabajo que se realiza en la cohomologia (y en particular en la cohomologia
de De Rham), es tratar de encontrar aplicaciones lineales que preserven las caracteris-
ticas topoldgicas de los espacios, en esta seccion, se hard una presentacion definiendo
y enunciando algunas de las propiedades mds importantes de dichas aplicaciones.

Definicion 2.7 Dada una aplicacion F : R™ — R™ con funciones de valor real
f1: f2, -, fn tales que

F(p) = (fi(p), fo(p), ., fm(P))
Se llaman las funciones coordenadas de F'. y se escribe
F = (fla f27 EERE) fm)

La aplicacién F es de clase C* (k > 1) si fi, fo, ..., fm son continuamente diferen-
ciables, hasta su k-ésima derivada.

Ejemplo 2.3 Sea ' : R® — R" tal que F(z,y,2) = (vy,yz, 2%). Entonces
F(p) = (z(p)y(p), y(p)=(p), 2(p)°)
Para todop € R".

Definicion 2.8 Una aplicacion F : R" — R™ se dice que es una aplicacion lineal
de R™ en R™ si, para todos a,b € R"™ vectores y todos o, \ escalares,

Faa+2b) = a(F(a)) + \(F(b))



El Kernel (o Nucleo) de la aplicacién F' : R — R™, denotado por Ker F, es el
conjunto
Ker F'={a:a € R", F(a) = 0}.

El siguiente enunciado, resultard bastante util, sobretodo para definir las aplicaciones
sobre las cuales se trabajardn, aunque acd se plantea como una definicidn, sus
condiciones son facilmente verificables.

Definicion 2.9 El conjunto de todas las transformaciones lineales de un espacio
vectorial V sobre R, con adicion y multiplicacion por escalar, definidos por,

(F+G)(a)=F(a)+G(a), acV,

(cF)(a) =F(ca) acV,ceR
es el espacio vectorial V* sobre R, este, es llamado el espacio dual de V.
Se puede mostrar que si un espacio vectorial V' tiene base {vi, ..., v, }, entonces

su espacio dual V* tiene una base {F}, ..., F},} llamada la base dual de la base
{v1,...,v,} de V definida por

Fj(vy) = 4
donde
1 si 7=k
5jl<::
0 st j#k

Definicion 2.10 Una categoria C consiste en una coleccion de objetos y morfismos
entre ellos, tal que la composicion esta bien definida. Si f, : C; — Cyy g : Co — Cs,
son morfismos, entonces, existe un morfismo g o f : C; — Cs. Ademads, se asume
que id¢ : C — C es un morfismo para cada objeto C' de C.

Ejemplo 2.4 » La categoria de conjuntos abiertos en espacios Euclidianos,
donde los morfismos son aplicaciones de clase C.

» La categoria de espacios vectoriales, donde los morfismos son aplicaciones
lineales.

» La categoria de grupos abelianos, donde los morfismos son homomorfismos.

Definicion 2.11 Un funtor contravariante F : C — V entre dos categorias, asigna
a cada objeto C' de C, un elemento F(C') de V, y cada morfismo f : C; — Cy en C
a un morfismo F(f): F(Cy) — F(Cy) en'V, tal que

(1) F(go f)=F(f)o F(g).
(2) F(idc) = idp(c).



Asi, los funtores son aplicaciones que preservan la estructura entre categorias. Mds
resultados sobre este tipo de aplicaciones se pueden encontrar en [5].

Ejemplo 2.5 Sea A un espacio vectorial y F(C') = hom(C, A), las aplicaciones li-
neales que de C' en A. Para ¢ : C; — Cs, hom(¢, A) : hom(Cy, A) — hom(Cy, A)

esta dado por
hom(¢, A)(¢) = ¢ o §.

Este es un funtor contravariante en la categoria de espacios vectoriales.

2.4. Diferenciacion

Algunos resultados en la diferenciacion, seran de gran utilidad a la hora de definir las
aplicaciones lineales que se usardn en la cohomologia de De Rham, en esta seccién
presentamos definiciones que permitiran contextualizar el trabajo posterior.

Definicion 2.12 Una funcion f : R" — R" es diferenciable en a € R" si hay una
aplicacion lineal A : R™ — R" tal que

o @t h) — fa) = A(h)

h0 |h| =0

La aplicacién A se denota por D f(a) y se llamard la derivada de f en a. Se puede
verificar que la aplicacidn A es unica (vease teorema 2.1 en [1]).

Ejemplo 2.6 Sea f : R? — R definida por f(x,y) = sen x. Entonces D f(a,b) =
A satisface que \(x,y) = (cosa) - x. En efecto,

i |sen(a 4+ h) — sen(a) — (cosa) - h|

w5 )] =0

Muchas veces, sera conveniente considerar la matriz de Df(a) : R” — R™ con
respecto a las bases usuales de R y R. Esta matriz m X n es cococida como la
matriz jacobiana de f en a y denotada por f’(a).

Nétese que si f : R — R, entonces f’(a) es una matriz 1 X 1 cuya tnica entrada es
simplemente el nimero denotado por f’(a) en el cdlculo elemental.

Por la definicién de D f(a) dada anteriormente, se puede demostrar que cumple la
regla de la cadena, es decir, si f : R” — R es diferenciable ena,y g : R"™ — R?
es diferenciable en f(a), entonces, la composicion g o f : R™ — RP es diferenciable
en a, y ademas,

D(fog)(a) = Dg(f(a)) - Df(a).

Algunas propiedades de la derivada aca definida, son:



(1) Si f: R"™ — R™ es una funcién constante, ésto es, si para alginy € R se
tiene f(x) =y para todo z € R", entonces

Df(a) = 0.
(1r) Si f: R™ — R™ es una transformacion lineal, entonces
Df(a) = f.

(1) Si f: R™ — R™, entonces f es diferenciable en a € R” si y s6lo si cada f;,
con 1 <14 < m es diferenciable, y ademas,

Df(a) = (Dfi(a),..., Dfn(a))
Asi f'(a) es la matriz m x n cuya i-ésima fila es f/(a).
(1v) Si f: R? — R estd definida por s(z, y)z + y, entonces
Ds(a,b) = s.

(V) Si f:R? — R esta definida por p(z,y) = x - y, entonces
Dp(a,b)(x,y) = bx + ay
Asi p'(a,b) = (b, a).
Para demostrar estas propiedades, sera suficiente usando la definicién dada ante-

riormente de la derivada por el limite, puede verse la prueba de esto en [6]. De lo
anterior, se deduce que, si f, g : R” — R son diferenciables en a, entonces

D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a),
D(f - g)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dg(a).
Si, ademas, g(a) # 0, entonces
9(a)Df(a) — f(a)Dg(a)

D(f/g)(a') = [g(@)]Q

Definicion 2.13 Si f : R* — Ry a € R", el limite,

lm flay,...,a; +h,...;a,) — flay,...,a,)
h—0 h

si existe, se denota por D, f(a) y se llama la i-ésima derivada parcial de f en a.

Es importante notar que D; f(a) es la derivada ordinaria de cierta funcién, de hecho,
si g(z) = f(aq,...,x,...,a,), entonces D; f(a) = ¢'(a;). Esto significa que D, f(a)
es la pendiente de la linea tangente en (a, f(a)) a la curva obtenida intersectando la
grifica de f con el plano z; = a;, j # 1.

Un resultado importante sobre las derivadas parciales, es que si D; ;f y D, ;f son
continuas en un conjunto abierto que contiene a a, entonces

D;;f(a) = Dj;f(a).

La funcién D; ; f es la derivada parcial de segundo orden mixta de f.

Noétese que D; f(z) representa la derivada parcial con respecto a la i-ésima compo-

nente de z, esto, se escribird tambien como % ().
1
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2.5. Homotopia

Hasta ahora se han visto algunos resultados importantes con los que se trabajaran
en lo que resta del trabajo. En esta seccion se enunciaran algunas definiciones, que
nos permitird posteriormente, ver las aplicaciones més relevantes de la cohomologia
de De Rham. En primera instancia, se daré la definicion de homotopia, con algunas
de sus caracteristicas y propiedades para aplicaciones continuas arbitrarias entre
espacios topoldgicos.

Definicion 2.14 Dos aplicaciones continuas fo : X — Y y fi : X = Y, entre
espacios topoldgicos, son homotopicas, siy solo si, existe una aplicacion continua

F:Xx|[0,1] —Y
tal que F(z,v) = f,(x) parav = 0,1y para todo x € X.

En otras palabras, dos aplicaciones continuas f, y fi; son homotdpicas, si se puede
encontrar una familia /' de aplicaciones continuas f; : X — Y (0 < ¢ < 1) dadas
por fi(x) = F(x,t), cuya posicion inicial sea fj y su posicion final f;.

En el caso que las aplicaciones sean homotdpicas, se denotard por fy ~ f1,y F
se llama una homotopia de f, a f;. Se puede verificar que ~ es una relacién de
equivalencia.

Un resultado, que serd de bastante utilidad, es el siguiente: Sean X, Y y Z espacios
topolégicos y sean f, : X — Y y g, : Y — X aplicaciones continuas con v = 0, 1.
Si fo >~ f1y go = g1 entonces go © fo > g1 © fi.

En efecto, dadas las homotopias F' de fy a f; y G de gy a g1, la homotopia H de
go © fo a g1 o f puede definirse por H(z,t) = G(F(z,t),t).

Definicién 2.15 Una aplicacion continua f : X — Y es una equivalencia homoto-
pica, si existe una aplicacion continua g : Y — X, tal que go f ~idx y fog =~ idy.
La aplicacion g es la inversa homotdpica de f.

Dos espacios topoldgicos X y Y son homotépicamente equivalentes si existe una
equivalencia homotopica entre ellos. X es contraible cuando X es homotdpicamente
homolégico a un espacio con un s6lo punto. Esto es lo mismo que decir que idx es
homoto6pico a una aplicacién constante.

Ejemplo 2.7 SeaY C R™ con la topologia inducida por R™. Si para las aplica-
ciones continuas f, - X =Y, v =0, 1, el segmento de linea en R™ de fo(x) a fi(z)
estd contenido en Y para todo x € X, se define una homotopia F' : X x [0,1] =Y
de fo a f1, por

Flo.t) = (1 - 1) fo(w) + tf1()

Dos resultados importantes en la homotopia, son los siguientes: Si U, V' son conjun-
tos abiertos en espacios euclidianos, entonces
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I. Cada aplicacion continua h : U — V' es homotdpica a una aplicacion de clase
.

II. Si dos aplicaciones de clase C* f, : U — V, v = 0,1 son homotdpicas,
entonces existe una aplicacion de clase C*° F': UR — V con F(z,v) = f,(z)
parav =0,1ytodaz € U.

Para ver la demostracidn de estos resultados, vease [1].

2.6. Particion de la Unidad

Un resultado que seré de vital importancia a la hora de ver algunas de las aplicaciones
de la cohomologia de De Rham, es la particion de la unidad, en esta seccién vamos a
enunciarlo, para tener claro de que se trata, pero su demostracion se puede encontrar
en el teorema 3.11 en [6].

Teorema 2.1 (Particion de la unidad) Sea A C R" y sea O un cubrimiento de
A. Entonces existe una coleccion ® de funciones ¢ de clase C™ definidas en un
conjunto abierto que contiene a A, con las siguientes propiedades:

(1) Para cada x € A se tiene que 0 < p < 1.

(2) Para cada x € A hay un conjunto abierto V' que contiene a x tal que finitos
peDsonlenV.

(3) Para cada x € A se tiene que

Z o(x) = 1.

ped

Por (2), para cada x esta suma es finita en algiin conjunto abierto que contiene
arw.

(4) Para cada p € P existe un conjunto abierto U en O tal que ¢ = 0 fuera de
algun conjunto cerrado contenido en U.

Una coleccion ¢ que satisface de (1) a (3) se llama una C* particiéon de la
unidad para A. Si ademas & satisface (4) es subordinada al cubrimiento O.
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Capitulo 3

CADENAS COMPLEJAS Y SU
COHOMOLOGIA

Una teoria general de la cohomologia se presentard en este capitulo. Tomando es-
pacios vectoriales y aplicaciones lineales entre ellos, se realizara la construccion
de cadenas que permitan deducir propiedades importantes sobre los objetos que se
trabajan. El objetivo principal es establecer aplicaciones que preserven las propieda-
des topoldgicas de los espacios sobre los cuales se trabajard, y de alli se obtendra la
nocién general de cohomologia. El trabajo hecho en este capitulo, servird de guia
para la construccion de la cohomologia de De Rham.

3.1. Cadenas exactas

Para espacios vectoriales, se definirdn cadenas exactas y se veran algunos resultados
importantes que se deducen de las propiedades de las transformaciones lineales que
definen dichas cadenas.

Definicion 3.1 Sean A, B y C, espacios vectoriales, y f, g transformaciones linea-
les. Una sucesion de espacios vectoriales y aplicaciones lineales,

AL B4
es exacta cuando cumple que Im f = Ker g donde

Imf={f(a):a € A}

es la imdgende f v,

Kerg={be B:g(b) =0}

es el niicleo de g.

Se puede observar que A s B — 0es exacta, precisamente cuando f es
sobreyectiva. Asi mismo, 0 —» B -2+ C'es exacta cuando g es inyectiva. Aqui, 0
es el espacio vectorial unitario.
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Definicién 3.2 Una sucesion A* = {A’, d'} de espacios vectoriales A"y aplicacio-
nes lineales d'

e AV g A g AT i (1)
es una cadena compleja, si se cumple que d*! o d* = 0 para todo 1.
Una cadena compleja es exacta, si se tiene que
Imd~! = Kerd'
para todo .

Definicion 3.3 Una sucesion de espacios vectoriales y aplicaciones lineales es
exacta corta, si es de la forma

0—ALB 0o )
Esto es equivalente a requerir que f sea inyectiva, g sobreyectivay que Im f = Ker g.

Definicion 3.4 La suma directa de los espacios vectoriales Ay B es el espacio
vectorial

A® B={(a,b):a€ Abe B} 3)
Jjunto con las operaciones
» Aa,b) = (Aa, A\b), A € R,
L] (CLl, bl) + (CLQ, bg) = (Cll + as, b1 + bg)

Como observacién, se puede verificar que si {a;} y {b;} son bases de Ay B respec-
tivamente, entonces {(a;, 0), (0,b;)} es una base de A & B. En particular:

dim(A® B) =dim A +dim B

Lema 3.1 Sea
0— A B0 —0

Una sucesion exacta corta de espacios vectoriales. Si Ay C' son de dimension finita,
entonces B también lo es y ademds, B = A ® C.

Demostracion: Sean {a;} y {c;} bases de Ay C respectivamente. Por ser (2) una
sucesion exacta corta, g es sobreyectiva, asi, existe b; € B con ¢(b;) = ¢;.

Veamos ahora que { f(a;),b;} es una base de B. En efecto, para b € B ya que {c;}
es base de (', tenemos que

gb) =>_ N¢ (4)
j

13



y ademads
g (b -2 /\jbj>
= (linealidad de g )
g(b) — g (Zj Aﬂ%’)
= (g essobreyectiva )
DA = D5 Ai¢

= ( Aritmética )

asi, b — Zj )\jbj € Ker qg.

Nuevamente, por ser (2) exacta corta, ker g = Im f, entonces existe a = » _ p;a; € A
tal que

b— > Ajbj

= (b—Z)\jbjEImf)
f(a)

= ({a;}esbasede A)
f Q2 miai)

= ( feslineal )
> tif(ai).

Asi,

Por lo anterior, cualquier b € B se puede escribir como combinacion lineal de

{ij f(az)}

Veamos ahora, que {b;, f(a;)} es linealmente independiente. Supongamos que
> it f (ai) + 325 Ajb; = 0, se tiene entonces que

doitaif (ai) 32,205 =0
=  (aplicando g )
g (S0 mif (@) + 52, 00;) = 9(0)
( Linealidad de g )
> mig(f (ai)) + 325 Ai9(b;) = 0
(Kerg=Imf=>,19(f(a;)) =0)
> Aig(b) =0
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(g(bj) =¢;)
Zj )\jcj =0
= ({c¢;} es linealmente independiente )

Aj=0 para todo j.

Asi, se tiene que >, 1; f (a;) = 0, entonces

f (22 miai) =0

f es inyectiva
y

Zi pia; =0
= ({a;} es linealmente independiente )

i =0 para todo ¢

Entonces B es de dimension finita.

Por ultimo, la funcién ® : B — A & C definida por

P(b) = <Z M%ZAJ'CJ) )

donde los coeficientes estan definidos por (5), es un isomorfismo. Q.E.D

3.2. Espacio de cohomologia

En la seccién anterior se definieron las sucesiones de cadenas de espacios vectoriales
y algunas propiedades de las aplicaciones lineales que conformaban dichas cadenas.
A continuacion, con base en lo anterior, se definirdn los espacios de cohomologia,
asi como las aplicaciones lineales entre ellos, y se realizard un trabajo especial sobre
estas aplicaciones, para de esta manera, formar la cadena homolégica entre dichos
espacios cohomolégicos.

Definicién 3.5 Para una cadena compleja
A= — A I g Ty ety
definimos el espacio vectorial H?(A*) por

Ker d?
HP(A") = er d

~ Imdrt’

(6)
HP(A*) es el p-ésimo espacio cohomoligico de A*.
= Un elemento de AP es cerrado, o p-ciclo, si pertenece a Ker d?.

= Un elementos de AP es exacto, o p-cota, si pertenece a Im ar-1.
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= Los elementos de H?(A*) son clases de cohomologia.

Definicién 3.6 Una aplicacion cadena f : A* — B* entre cadenas complejas,

consiste en una familia fP : AP — BP de aplicaciones lineales, que satisfacen
P — fptl o P
dyo fP= frtlod).

Se pueden ilustrar dichas aplicaciones, por medio del siguiente diagrama conmutativo

p—1 dP

AL B e g %

prl lf? pr+1
det dP

pBr-12 . pr__B_prtl

Lema 3.2 Una aplicacion cadena f : A* — B* induce una aplicacion lineal
entre los espacios cohomologicos

f*: HP(A*) — HP(B")

para todo p.
Demostracion: Sea [a] € HP(A*), es decir,
[a] = a+Tmd "

con a € Ker d". Definimos
f*(la]) = [f7(a)).

Veamos que f esta bien definida.

) fP(a) debe pertenecer a Ker d’;. En efecto,

dip(f*(a))

=  (dyjofr=frttod})
frEH(d(a)

= (a€Kerd))
f770)

= ( fP*!eslineal )

11) [f?(a)] debe ser independiente de la escogencia que se haga del representante
de [a].

16



[a1] = [as]

( Definicién de clase de equivalencia )

a; — ay € Im dﬁfl
( Definicién de Im d% " )

a; — ay = d? ' (z) paraalgin z € AP~!

= ( evaluando f )

fP(ar — ag) = fo(diy ' (x))
(fPody 1—dp lofp 1>

fP(ar) = fPaz) = diy " (7} ()

( Definicién de Tm d% " )

(

(

fP(ar) — fP(a) € Tm d%
Definicion de clase de equivalencia )

[f7(a1)] = [f*(az)]

Q.E.D
Definicion 3.7 Una sucesion exacta corta de cadenas complejas
0— A LB L0 —0
consiste en asignaciones cadena f y g tal que
I? g7
0 — AP — B? — C? — 0
es exacta para cada p.

Lema 3.3 Sea
0— A LB Lo —0

una sucesion exacta corta de cadenas complejas. Entonces, la sucesion
HP(A") L5 BP(BY) L5 0P (C7)
es exacta para todo p.

Demostracion: Se tiene que probar que Im f* = Ker ¢g*, ademds que f* sea inyecti-
vay g* sobreyectiva.

1) Setiene que Im f* C Ker g*. En efecto,
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[b] € Im f*
( Definicién de Im )
[b] = f*[a] paraalgin [a] € HP(A*)
( Definicién de f* )
[b] = [f"(a)]
( evaluando ¢* )
gt = g*[f?(a)]
( Definicién de g* )
9] = [g"(f"(a))]
{ g? o f? = 0 por hipétesis )
g7[b] = [0]
( Definicién de Ker )
[b] € Ker g*.

1) Se tiene que Ker ¢g* C Im f*. En efecto,

[b] € Ker g*
( Definicion de Ker )
g°[b] = [0]
( Definici6n de ¢g* )
[g7(0)] = [0]
( Definicion de clase de equivalencia )
(g7 (b)] € Imdg!

)

(
g (b) = dg " (977 (b))

( d‘g_l ogPl=¢gPo d%_l )
g (b) = g"(diy ' (br))

( g” es lineal )
g"(b—dy (b)) =0

( Definicion de Ker )
b— d%_l(bl) € Ker g*
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= ( Ker g? = Im f?, definicién de Im )
b—dy ' (bi) = f*(a)
= ( Tomando clases )
b —diy (b)) = [f7(a)]
( Definicién de f* )

[b] = f*[a]
=  ( Definicién de Im )
[b] € Im f*

Asi, por I) y I]) se tiene que Ker g* = Im f*

I1) g* es sobreyectiva. En efecto, sea [c] € HP(C'), como g” es sobreyectiva, existe
b € BP tal que ¢ = ¢gP(b), entonces [c] = [¢P(D)] = g*[b].

IV) f* es inyectiva, pues, si f*[a;] = f*[as] se tiene que [fP(a1)] = [fP(a2)], y
como f? es inyectiva, se tiene que [a;] = [as]
Por I), IT), IT) y IV) el lema queda demostrado. Q.E.D

Definicion 3.8 Para una sucesion exacta corta de cadenas complejas
0— A LB 940 —0
0* . HP(C*) — HP(A*), es una aplicacion lineal definida por

0" ([e]) = [(f*H) " (d((g") ()] (8)

Para ver mas claramente como funciona la aplicacion 9%, se tiene el siguiente
diagrama

1 3

i T T S N )

pr—l /lf? /pr-&-l
Bpr-1 a5 BP . Bpr+l1
o by b
det d®

or-122 . or S ptl
Donde las flechas diagonales, representan la aplicacion 0*.

Es preciso aclarar que la aplicacion lineal 0* esta definida sobre los espacios de
cohomologia H?(C*), sino que por efectos de practicidad en la visualizacién de esta
aplicacion, se ha dibujado en el diagrama, como si fuera una aplicacién entre los
espacios vectoriales.

Veamos que 0* esta bien definida, para esto, serd necesario demostrar las siguientes
afirmaciones:
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1) Sig?(b) =cy di(c) = 0entonces d(b) € Tm fPH1.
1) Si f7*'(a) = d%(b) entonces d%' (a) = 0.
1) Sigf(by) = gP(b2) = cy fP™(a) = db(b;) entonces [a] € HPT(A*).

Estas expresan que para cada b € (g7)~*(c) se tiene d’(b) € Im fP!, la unicidad del
a € AP tal que fP*!(a) = d'3(b) es un (p+1)-ciclo. Finalmente que [a] € HPT!(A*)
es independiente de la escogencia de b € (g7)~*(c).

Demostracion:

1) Se tiene, pues, por la conmutatividad del diagrama

gy (b) = di(g" (b))

Y ya que Ker g?*! = Tm fP*!, se tiene que d'3(b) € Tm fPH1.
1) Se tiene que
reaa) = ()
= dy(dp)
=0
y como fP*2 es inyectiva, d’(a) = 0 se tiene.
1) Sea by — by = fP(a), entonces
dp(br) — dp(bs) = dp(by — b2)

dp(f*(a))
fridy(a)

y aplicando la imagen inversa de fP*! a la igualdad d% (b)) — di(by) =
fPdb (a), tenemos

(S dR(be) = (7)) 7N (dp (b)) + dy(a)

conlo que [a] € HPT(A*). QE.D
Ejemplo 3.1 La siguiente es una sucesion exacta corta de cadenas complejas con
0" #0:
0 0 RS- R—0
| A
0 R—>R 0 0

La aplicacion 0* : R — R es un isomorfismo.
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En efecto, ya que 0 es una aplicacion lineal bien definida, veamos que es biyectiva.

I. 0* es inyectiva. Sean x y y tales que 0*(x) = 0*(y), entonces

0"(z) = 0"(y)
= (Id)" [Id(Id™"(x))] = (Id)~" [Id(Id~" (y))]
= (Id) [Id(x)] = (Id)~'[Id(y)]
= (Id)~(z) = (Id)"!(y)
- =y

II. 0" es sobreyectiva, puesto que, para x € R

v = (Id)"[Id(1d™}(x))]

3.3. Sucesiones homologicas

En este punto, ya se tienen las suficientes herramientas para llegar al teorema de la
sucesion homoldgica exacta larga, en el cual, tomaré vital importancia la manera en
que se defini6 la aplicacion O*. Este teorema, y en particular, la aplicacion 0* seran
de gran utilidad en las aplicaciones a la cohomologia de De Rham.

Lema 3.4 La sucesion

HP(B") L5 HP(C*) L5 HP (A%
es exacta para todo p.
Demostracion: Veamos que Im ¢g* = Ker 9*

1) Im g* C Ker 9*. En efecto,

9" (g™ ([0]))

= ( Definicién de g* )
9" (lg"(0)])

= ( Definici6én de 0* )
[P~ B ((9) 7 (g7 (0))]

= ( g7 es sobreyectiva )
[P~ (0))]

= (beKerdy)
[(f7)7H0)]

= ( fP*! es inyectiva )

[0]
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1) Kero* C Im g*

J*[c] =0

( Definicién de 0* )
() (67) () € T

(b€ (g?) " (c); definicién de Tm )
(fPtH)~Y(d%) = d%(a) paraalgin a € AP
( evaluando fP!)
(b) = frH(d(a))
()
(

dp

d(b) — frH(d(a)) =0
Entonces
[c]
= (be(g") ()
[97(b)
=  (gPofr=0)

g7 (b) — g7 (f*(a))]
( linealidad de ¢” )
(

g"(b — f*(a))
= ( Definicién de ¢g* )
g'lb— f7(a)]
Esto siempre y cuando b — f?(a) € Ker d%. Pero en efecto, lo esta,
(b — f7(a))
= (d%eslineal )
dp(b) — dp(f*(a))
— (o= priody)
d(b) — frH(d(a))
= (9d=0)
0
Por I') y IT) se tiene que Im g* = Ker 9*. Q.E.D

Lema 3.5 La sucesion
HP(C*) L gAYy LS grry(BY)
es exacta para todo p.

Demostracion: Veamos que Im 0* = Ker f*
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1) Se tiene que Im 0* C Ker f*. En efecto,

f(0°1e)
= ( definicion de 0* )
FUP) " HdB((97) 7 ()]
= ( Definicién de f* )
L) R ((97) ()]
= ( f inyectiva )
[ ((9")7 ()]
= (be(g") ()

= (dp() € Imdy)
[0]

1) Ker f* C Im 0*. En efecto,

[a] € Ker f*

= ( Definicion de Ker )
f*la] = [0]

( Definici6n de f* )
(7 (a)] = (0]

( Definicion de clase de equivalencia )
P (a) € Imdy

( Definicién de Im )
P (a) = d%(b) para algtin O”

{ Aplicando (fP™1)=1 )
a= (") Hdp((g") 1 (g"(b))))
= ( Definicién de 0* )
[a] = 0"[¢*(b)]

( Definicion de Im )
[a] € ImO*

Por I)y 1) se tiene que Im 0* = Ker f*. Q.E.D
Los lemas 3.3, 3.4 y 3.5 demuestran el siguente teorema:

Teorema 3.1 (de la sucesion homolégica exacta larga) Sea
0— A LB 20 —0

23



una sucesion exacta corta de cadenas complejas. Entonces la sucesion
D * fr D * g~ D * o* p+1 * fr p+1 *
... — HP(A") — HP(B*) — HP(C") — H""(A") — HP™(B*) — ...
es exacta.

Definicion 3.9 Dos aplicaciones cadena f, g : A* — B* son cadenas homotopi-
cas, si existen aplicaciones lineales

s: AP — BP1
que satisfacen
& tos+sod,=f—g: AP — BP (10)
En el siguiente diagrama se muestra de manera mds clara estas cadenas homotdpicas

dl)—l dP dp+1
AP A o Ap A Aptl A Apt2

| g S g

prtZ.pr Boprl Foprt2 o

Las cadenas homotdpicas de este estilo serdan objeto de estudio en las aplicaciones
que se describiran al final de este trabajo, una vez presentada la sucesion de Mayer-
Vietoris. Sin embargo, otros resultados importantes, se pueden encontrar en [7].

Lema 3.6 Para dos cadenas, y aplicaciones cadena homotdpicas (vease seccion
2.5) f,g: A* — B* se tiene que

f*=g": HP(A*) — H?(B").
Demostracion: Sea [a] € HP(A*), entonces

(f* = g")(la])

= ( Definicién de f*y g* )
[f*(a) — g"(a)]

( fy g son homotdpicas )
[(d% " 0 5)(a) + (s 0d")(a)]

(a€Kerdy)
[ s(a)]

(5 (s(e)) € Iy

[0]
Asi f* = g*. Q.E.D
Lema 3.7 Si A* y B* son cadenas complejas, entonces

HP(A* @ BY) = HP(A*) @ H?(B").
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Demostracion: Esto se tiene debido a que

Kerd), 5 = Ker d) ® Ker df
y también, se tiene que

Im 'y =Imd, ' ®Imdy "

Q.E.D
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Capitulo 4
ALGEBRA ALTERNANTE

A partir de este capitulo se empieza a construir los elementos sobre los cuales se
construird la cohomologia de De Rham, se hard un estudio riguroso sobre aplica-
ciones lineales con propiedades particulares, y se definird un producto exterior que
permitird construir las p-formas diferenciales, que serdn los objetos sobre los cuales
se hard enfasis a la hora de definir la cohomologia de De Rham. En [1] y [7] se puede
encontrar un estudio més detallado de estos espacios. En todo el capitulo, V denotard
un espacio vectorial real de dimension finita, y V? el producto cartesiano de p copias
de V.

4.1. p-Formas

En esta seccidn se brindardn algunas definiciones y caracteristicas iniciales para la
posterior construccion de las p-formas diferenciales. Resultados andlogos a los que
se plantean acd, se pueden encontrar en [4].

Definicion 4.1 Sea V un espacio vectorial sobre R. Una aplicacion

w:Vp:\VxVx...x‘f—HR

p—veces

es multilineal si es lineal en cada factor.

Esto es, una aplicacién w : V¥ — R es multilineal si paratodo £, &5, ..., €, ¢, -, &, €
VPya,b e R se tiene que
w(&y, 8, a8 +0C;,....€,) =aw(&y, ... &, .., §,) +bw(&y, ..., ¢, Ep)
Definicion 4.2 Una aplicacion multilineal w: VP — R es alternante si
w(y,.-,€,) =0

cuando &;=§;, i # j.
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Las aplicaciones multilineales que son alternantes son llamadas p-formas. El espacio
vectorial de p-formas se denota por Alt’(V).

Se puede mostrar que Alt’(V) = 0 si p > dim V. En efecto, sea ey, ..., e, una base
deV,§&,,....,§, € V' yseaw € Alt’(V), entonces

w(£17 st €p>

= (ep,..,e,esunabasede V)

w (Zz /\i,leia ceey Zz /\iypei)

= (w es multilineal )

Zil Zlé tee le >\i1/\i2 s )\ipw(eil, ...,61'1?)
= (tomando I = (i1,....,7p) Y A\r = Niy -+ Ay, )

Yo Aw(eir, s €i,)
= ( un e; debe repetirse: p > n )
0

Una funcién biyectiva de {1, ..., p} en si mismo es una permutacién. El conjunto de
permutaciones es un grupo bajo la composicién denotada por S(p). La transposicién
(i, 7) es la permutacion definida por

ko si itk

(L,)k)=< i si k=3

No es dificil demostrar que toda permutacion es composicidn de transposiciones. Si
0 es una permutaciéon y 7, ..., 7, Son transposiciones tales que 0 = 7, 0 --- 0 T;, S
define

Signo = (—1)".

Se demuestra sin dificultad que Sign es un homomorfismo. En [8] se puede consultar
con mayor detalle el estudio del grupo de permutaciones. Con estas nociones se
puede ahora, enunciar el siguiente lema,

Lema 4.1 Si we Alt’(V)y o € S(p), entonces

W(&o(1)s - &opy) = Sign(o)w(&y, ..., &p)

Demostracion: Es suficiente con probar la férmula cuando o = (i, j). Sea

wi,j(svgl) = w(£17 "'7£a "'75/7 "'7£p)

con £ y & en las posiciones i y j respectivamente. Los restantes £, € V son vectores
arbitrarios pero fijos.
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Por la definicion, se tiene que w; ; € Alt2(V). Asi,

wi (& + £ja £j +&;) =0.

Por bilinealidad, se tiene que w; ;(&;,&;) +w; ;(&;,§;) = 0. Q.E.D

Ejemplo 4.1 Sea V=RPy¢§, = (&, ;) La funcion w : V¥ — R definida
por

w(ﬁla () €p) = det((&z]))

es una p-forma. En efecto, es multilineal y alternante como se puede constatar por
las propiedades del determinante (vease capitulo 5 en [9]).

Definicion 4.3 Un (p,q)-corrimiento de o es una permutacion de {1,2,...,p + q}
que satisface

y ademds
op+1)<..<o(p+q)

El conjunto de todas éstas permutaciones es denotado por S(p, q).
Ejemplo 4.2 Seao :{1,2,...8} — {1,2,...,8} una permutacion dada por
02(12345678)
35812 467
es un (3,5)-corrimiento, nétese que se cumple
o(l) <o(2) <a(3)
y ademads

o(4) <o(5) <o(6) <a(7) <o(8)

4.2. Producto exterior

Se introducird a continuacion una operacion algebraica bien definida que permitira
realizar calculos entre p-formas llamado el producto exterior.

Definicion 4.4 Para w, € Alt’ (V) y wy € Alt'(V), se define
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Ejemplo 4.3 Una particularidad del producto exterior es el caso en que p = q = 1,
A AP (V) x AI(V) — AIEPT9(V)
y esta dado por

(W1 Aw2)(&1,€2) = wi(&r) wal§z) — wal&y) wa(€y).

Notese que w; A wy es multilineal. En efecto, sean w; € AltP(V), wy € AItY(V),
€1,82,58;,Cj5 &g € VP con1 < j < pya,b € R se tiene entonces que,

(wl Aw?)(€17 527 T (lfj + iju ceey Sp—i—q)
= ( Definicién de A )

>, Sign(o) wi(€y, .., a€; + G, . £,) - @r(Epis - E,)

= ( w; es multilineal )

>, Sign(o) [awi(&y, ..., &r &) Thwi (&, Gy ”"Ep)}
' w2(€p+17 "‘7€p>
— ( Distributividad )

Za‘ Sign(o-)[awl(gla "'7€j7 "'7€p> ' w2<€p+17 '-'7€p>
+owi(&y, -G on ) - wal€pins - Ep)

= ( Separando sumas )
a ZO‘ Slgn(g) wl(sb "'7€j7 "'7£p) ’ wQ(Eerlv "'751))

+ng SZgTL(O’) w1(£17 ] Cja "'7£p) ’ w2(£p+17 "'7€p)
= ( Definici6én de A )

= a(w1 /\(4)2)(61, ...,5]-, ""sp-i-q) + b(w1 /\(.02)(51, "'7Cj7 "'7€p+q>‘

Parael casoenque p+ 1 < 7 < p+ g, el resultado se tiene andlogamente. Ademas
se tiene el siguiente resultado,

Lema 4.2 Siw; € Alf’(V) y wy € AltY(V) entonces (w; Awsy) € AIFPTI(V).
Demostracion: Primero, veamos que para &; = &5 se tiene que

(WiAw2)(&y, s €p0,) = 0.

Sean
) Spo={0c€S(p,q) :01)=10o(p+1) =2}
) Sy ={oc€Spq):0(l)=2,0(p+1) =1}
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1) So = S(p,q) — (S12U Sa1)

Sio € 5) se debe tener que

wl(&o(l)a ) €a(p)) =0

0 que
w2(€a(p+1)7 A Ea(p+q)) =0

puesto que &,y = &,(2) 0 &y (p11) = &y (pia) POT como se definid el conjunto S(p, q).
Componiendo 7 o g, con 7 = (1, 2), tenemos una biyeccién S;o — Ss1, puesto
que solo se intercambiard la primera posicién entre los conjuntos {o(1),...,0(p)} y

{o(p+1), . 0(p+q)}.
Ademas se tiene

(w1 Aws)(&;, "'7€p+q)
= (c(l)=70(p+1)=1AN0o(p+1)=70(1)=2)

Y vess, S1gn(a) wi(€,1ys - &) - W2€opin) s Eotpig)

= s, S19n(0) W1(&ro1)s s &rorp) - W2Eropit)s s Ero(pra)
= < & =& >

0

Mediante un procedimiento similar se obtiene el resultado en el caso §; = &, ;.
Q.E.D

Ahora, w; A wy serd alternante de acuerdo con el siguiente resultado

Lema 4.3 Una aplicacion multilineal w es alternante si w(&,,...,&€,) = 0 para
todas las k-tiplas con §; = &, para algin1 < i <k — 1.

Demostracion: S(k) es generado por las transposiciones (4,7 + 1). por el argumento
del lema 4.1 se tiene que

w(gla "'7€i7£i+1’ 7€k) = _w(Ela "'7€i+17€i7 aEk)

Y asi, el lema 4.1 se tiene para todo o € S(k), y por lo tanto w es alternante.
Q.E.D

Se puede mostrar, por la definicién del producto exterior, que:
L (W +w)) Aws = wi Awy +w) Aws
II. ()\ wl) N\ Wy = )\(wl /\(.UQ) = Wi /\()\ QJQ)

II1. w1 /\((-UQ +w’2) = wi Nwo+w;q /\w’2
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para wi,w) € Alt’ (V) y wo, w), € AltY(V).

En efecto, usando la definicion,

(w1 +wi) Awa)(&rs - € i)
= ()

ZGES (p,q) Slgn( )[(wl + wll)(ga(l)a sty £a(p))] : w2(€0(p+1)7 sy €J(p+q)>
= ()

ZUES (p,9) Szgn( ) [w1(€1)r s €o) - W2(Eopr1)s s Eatpra))]

+ 2 vespa) S19U0) [ (Eo1) 1 €o) * @2(Eopinys s Eopig)]
= ()

(Wi Awr+w) Aw2) (&, -, €0,
Y asi queda demostrado I., andlogamente, se demuestran las partes II. y III.
Lema 4.4 Siw, € Alt’(V) y wy € Alt'(V) entonces wy Awy = (—1)P wy A wy.
Demostracion: Sea 7 € S(p + ¢) tal que
) =p+1,7Q2)=p+2, .. ,7(@)=p+g
Tq+1)=1,7(¢+2)=2, ... ,7(p+q) =p.

Se tiene que Sign(7) = (—1)P4. La composicién con 7 define una biyeccién

S(p,q9) — S(q,p)
o +—— OoOoOT

pues se puede ver que

w2(£07’(1)7 X gar(q)) = w2(€a(p+1)7 ) Ea(p—i-q))
y wl(£o7’(q+1)7 ) €O'T(p+q)) = w1(50(1)7 ) 50(;}))

Por consiguiente, se puede ver que

(w2 A wl)(ED X3 £p+q>
= ()

ZUGS (p,q) Slgn( ) (50(1)7 50(2)7 XS €o(q)> ’ wl(éa(q-f—l)? XS €a(p+q))
= ()

ZJGS (p,q) SZgTL(O'T) w2(€ T(1) EO‘T((])) ' wl(EUT(q+1)7 ) €U7’(p+q))
= ()

(_1)pq EUES (p,q) Szgn( ) (50(1)7 X €a(p)) ’ w2(£0(p+1)7 R ga(p-i—q))
= ()

(_1)pq(w1 A w2)(£17 sy Eerq)'
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Q.E.D

Lema 4.5 Siw, € All’(V), wy € Alt'(V) y w3 € Alt"(V) entonces
w1 /\((.UQ /\w;g) = (w1 /\QJQ) A w3 .

Demostracion: Sea S(p,q,r) C S(p+ q + r), y consiste en las permutaciones o
con

ol) < ... <o(p)
olp+1)< ... <o(p+q)
olp+q+1)< ... <alp+q+r).

Sean también, los subconjuntos S(p, ¢, 7)y S(p, q,7) de S(p, ¢, ) dados por

» 0 € 5(p,q,r) < oeslaidentidaden {1,....p} yo € S(p,q,r),

» 0 € S(p,q,T) < o eslaidentidad en {p + ¢+ 1,...p+q+ 71}y
o€ S(p,q,r).

Es facil demostrar que las funciones

S(p,q+r)xS(p,q,7) — S(p,q,7) "
(o,7)—>0oT
S(p+q,7) x S(p,q,7) — S(p,q,7)
2)
(o0,7) —> 0oT.

Son biyecciones. Con esas notaciones, tenemos que

[wl /\(wZ A w3)] (517 X) Ep—l—q—&-r)
= ()

> 265191 () wi1(€(1) - &op)  (Wa Aw3)(Eopit)s s Eo(prair)
= ()

2o Sign(o) 32, Sign(t)[wi(€say, - €op)

’ w2(£a7’(p+1)7 e £0’7‘(p+q)) ’ w3(£a7’(p+q+1)7 B €O'T(p+q+7‘)>]
= ()

Zu Slgn(u) [wl(su(l)v x3) Eu(p)) ’ wQ(Eu(erl)v s Eu(erq))

TWw3 (Eu(p+q+1)7 ) €U(P+q+7’))] :

Donde o € S(p,q+ 1), 7€ S(p,q,7) yu € S(p,q,7).
La dltima igualdad se tiene de (2). Andlogamente se usa con (3) el mismo procedi-
miento para realizar el cédlculo respectivo con [w; A ws| A w3 y obtener el resultado.

Q.E.D
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Definicion 4.5 1) Una R-dlgebra graduada A, consiste en una sucesion de espa-
cios vectoriales Ay, k = 0,1, ..., y asignaciones bilineales p : A x Aj —
Ag11 que son asociativas.

1) El dlgebra A es llamada anticonmutativa, si ji(a,b) = (—1)*u(b, a), para
a€ Ap,ybe A

1) El digebra A, es llamada conexa si existe un elemento unidad 1€ Ay y si
€ : R — Aq, dado por €(r) = r-1, es un isomorfismo.

Alt*(V) es llamado el exterior o el dlgebra alternante asociada a V.

Lema 4.6 Para I-formas, w, ...,w, € Alt'(V),

wi(§) wi(&) - wilg,)
(WiAAwp)(&y, .., &) = det w2E£1) w2E£2> wgfg
wp(&y) wy(&s) - wp(fp)

Demostracion: Se hard induccion sobre p.

I. Enel caso p = 2, se tiene que

(w1 Aw2)(&1,€5)
= ()

Zggs(m) Sign(o) ‘-01(50—(1)) : w2(£a(2))
= ()

w1(&;) - wa(§s) — wi(&y) - wa(&)
= ()

det ( wi(€&;) wi(s) >
wa(§y) wa(&s)

Y se tiene el resultado para este caso.
1. Supongamos que el lema se tiene en el caso p — 1.

1. De acuerdo a la definicion 4.5 tenemos que

(O35 /\(OJQ FAVIRAN wp)(él, "'7€p) =
= §:1<_1)j+1 w1<€j) ’ ((.02 AN wp)(£17 '-'7€j—17€j+17 "-7£p)

Ya que se supone el resultado para p — 1, el lema se tiene, expandiendo el
determinante de

(W Ao Awp)(Ers oo €51 Ejars o €y)

una fila. Q.E.D
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Teorema 4.1 Sean ey,....e,, base para V'y €1, ..., €, la base dual de Alt' (V). Enton-
ces

{€o(1) A v A €op) Foes(pn—p)
es una base de Alt* (V).

Demostracion: Ya que €;(e;) = 0 cuando i # j,y €;(e;) = 1. Lema 4.6, da

0 i ity erip} # {1500 Jp}
eil /\.../\eip - (3)

Sign(o) si {i1,....ip} = {J1, - Jp}

donde o es la permutacién o (i) = ji. Por la definicién de producto exterior y la
igualdad anterior, tenemos

w = Z w(ea(l), ey ea(p))ea(l) A oo N Eg(p)
JES(pm—p)

para cualquier p-forma alternante. Asi, €,(1) A ... /\ €,(,) genera el espacio vectorial
Alt’(V). La independencia lineal se tiene por (3), ya que la relacién

Z )\060(1) NN Egpy = 0

a€S(p,n—p)

con )\, € R, evaluada en (%(1), ., €q(p)) daque A, = 0. Q.E.D

Ejemplo 4.4 Sea x; : U — R, la proyeccion i-ésima de x € U. Se representard a
dx; (&) como la derivada direccional usual, en la direccion del vector € € R", de la
funcion x;. dx; le asignard a cada componente 1 de su respectiva derivada evaluada
en la componente i del vector &. Con lo que

dzy A ... Ndzx,

para algiin p > 2, es una base de Alf’ (V). En efecto, el ejemplo 4.6 muestra que los
dx; coinciden con los ¢; definidos acd.

4.3. p-Formas diferenciales

Una vez hecha la construccion de las p-formas y habiendo definido el producto entre
ellos, se realizard un trabajo especial con aquellas que son de clase C'*°. El espacio
vectorial de estas p-formas, serdn los que nos permitiran definir la cohomologia de
De Rham. En esta seccién U denotard un conjunto abirto de R", {ey, ..., e, } la base
estandar y {e, ..., €, } la base dual de Alt' (R™).

Definicion 4.6 Una p-forma diferencial en U es una aplicacion w : U — Al (R™)
de clase C*°.
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En otras palabras, se dice que una aplicacién w, es una p-forma diferencial, si ésta es
multilineal, alternante, y diferenciablemente continua. El espacio vectorial de todas
estas p-formas diferenciales, se denotard por 7 (U).

Nétese también, que si p = 0 entonces Alt"(R") = R, y asi, Q°(U) resulta ser el
espacio vectorial de todas las funciones de clase C'*> de valor real definidas en U, es
decir, Q°(U) = C>(U, R).

Ejemplo 4.5 » La funcion f : U C R® — R definida por

fla,y,.z) =2y + 2°
es una 0-forma diferencial.

» Una I-forma diferencial definida en U es una expresion del tipo
W = fldill'l -+ fgdl'g + ...+ fndxn

Donde f; : U C R" — R son funciones diferenciables con valores reales, y
dx; son como en el ejemplo 4.4. La funcion

w = z’dx + x23dy + vytdz

es una I-forma diferencial.

Se tiene que €; = €;, A ... A €;,, donde I recorre toda las sucesiones con 1 < 73 <
iy < ... < i, < n, es una base para Alt’(R"). Asi, cada w € Q”(U) se puede
escribir en la forma w(z) = > ;(x)e; con una funcién de valor real y clase C™ en
z e U.

Nétese que, en la segunda parte del ejemplo 4.5 dx, dy y dz son bases de Alt'(R?).

Definicion 4.7 La derivada usual de una funcion de clase C*, w : U — Al’(R™),
denotada por D w (y su valor en x se denota por D, w), es la aplicacion lineal

Dyw : R" —s AlP(R™)

definida por

Ofr
Dyw(e;) = p = (x)er, 4)
J T 3x]~ !
conj=1,..n.

La funcién x — D, w es una aplicacién de clase C'*° de U al espacio vectorial de
las aplicaciones lineales de R™ a Alt’(R").
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Definicion 4.8 El diferencial exterior d : QP(U) — QPYY(U) es el operador
lineal definido por

p+1

dy w(&y, - €p+1) = Z(_l)i_lDaz w(&) (& &t Eirr s £p+1) (&)

i=1

siendo x cualquier elemento de U.

El diferencial exterior de una p-forma w es una (p+1)-forma, esto es, d, w €
AIt"T(R™). En efecto, si &, = £, , entonces se tiene que

dxw(€17 "‘7€j7£j+17 "'7€p+1)
= ( Definicion de d )
?ill(_l)i_le w(éi)(éla &1 £i+17 ey €p+1)
= ( Desarrollo de la suma )

A

Zg;“_l)i_lDr w(&) (& &y 53‘—17 €j+17 e €p+1)
H=D) T D, w(€) (&, i Eirs o Ep)
1) Do (1) (& i €y o €p)
+ 0 (1) T D w(€) (Ery o €t o i s Ep)
= ( Dy(w)(§;) esunap-formay & =&, )
(=) "Dy w(&) (&1 s &1y &ivrs - Epyn)
+(_1)iDIw(£i+1)(£17"'a£i7€i+27"'7£p+1)
= (& = £i+1 )
0

Y el lema 4.3, muestra asi, que d es una (p+1)-forma.

Ejemplo 4.6 Sea x; : U — R, la proyeccion i-ésima de x € U. Entonces, por (4)
dx; € Q(U) serd

= ( Definicién de d )
Dz;(€)
= ( Calculando la derivada D )
gij €i(§)
(G=1)

€i(§)

En general, para [ € Q°(U), se tiene por (4) nuevamente, que si { = ({1, ..., ()
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D, f(¢)

= < ¢= Z?:l Gie; >
Dxf(Z?ﬂ Giei)

= ( D, f eslineal )
Z?zl GiDq f(es)

= ( Por (4) )
D it anl ()

= (G=ea(Q))
> i aaai (z)ei(C)-

Observese que por (5), d. f(¢) = D, f(C), es decir

df = Z—ez— 8fd;cz

Algunas propiedades que cumplen las p-formas diferenciales, se enunciardn en los
siguientes lemas.

Lema 4.7 Si w(z) = f(x)er entonces d, w = d,. f Ney.

Demostracion: Se tiene que

= (Por(4))

(Daf(C))er
= ( Definicion de D )

(Bt t ghc)a
=  (Ejemplo4.5)
dxf(C)EI

Ademas,

dz w(£17 ceey prrl)
= ( Definicién de d )

ZZE(—D’HDz W(&)(&r, s Sty Ebtrs oo Epi1)

= ( Resultado anterior )

ZP—H( )k_ldxf(gk)el<€lv sy énkfl; €k+17 L) €p+1)
= ( Definici6n de A )

[dof Ner](&ny ey Eprr)-
Q.E.D

37



Se puede ver, que para €; € Alt”(R™) por las propiedades del producto exterior, se
tiene que

0 st kel
Ek/\EIZ
(—1)e; si kel

donde r es tal que 7, < k < i,,1, debido a que ¢, se movera r posiciones para
preservar el orden de los indices, y J = (i1, ..., i, K, ..., 3p).

El siguiente resultado, sera de vital importancia en el estudio de la cohomologia de
De Rham, pues describird como se comportardn las composiciones de aplicaciones
entre espacios de p-formas diferenciales, que es el principal objeto de estudio, tal
como se vid en el capitulo 3.

Lema 4.8 Para p > 0 la composicion de aplicaciones descritas por la cadena
dod: Q°(U) — QP*HU) — QPF(U)
es idénticamente cero.

Demostracion: Se mostrara sin pérdida de generalidad para w = fe; que d?(w) = 0.
Entonces,
dw

= ( Definicién de w )
df Neg
= (Lema4.7)
%61 /\€[+...+£:—{l€n/\6[

se obtiene entonces lo siguiente

d* w

=  (Aplicando d )
> iimt %g;jq N (€5 Ner)

= (esNei=0y€eNe;=—€,N¢€ )
S (555 - 2L ) e neg Ae

(oo = oot )
- 8r;0x; ~ Oz;0x;

Q.E.D

Ejemplo 4.7 Para la I-forma del ejemplo 4.5,

w = z’dx + x23dy + vytdz
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se tiene que

dw = (Zdy Ndx) + (y*dz A dx) + (2zydx A dy) + (4aydz A dy)
+(yPdz A dz) + (3z2°dy A dz)
= (2zy — 2*)(dz A dy) + (v* — y*)(dw A dz) + (322% — 4zy®)(dy A d2)

Ahora, aplicando d de nuevo,

dw = (2y—32%)(dx Ady Adz) + (2y — 4y*)(dz A dz A dy)
+(32% — 49°)(dy A dz A dx)
= (2y —32%)(dx Ady A dz) + (4y* — 2y)(dz A dy A d2)
+(32% — 49°)(dz A dy A dz)
= (2y — 322 + 4y — 2y + 32% — 4y°)(dx A dy A d2)
= 0

Como lo afirma el lema 4.8.

Es andlogamente verificable, que algunas de las propiedades que se tienen para las
p-formas en Alt’(R™) se tienen también para las p-formas diferenciales en 2°(U)
para todo p > 0. Esto, debido a como se definieron las p-formas diferenciales en esta
seccion. Algunas de dichas propiedades son:

» El producto exterior en Alt”(R"™) induce un producto exterior en 27 (U) defi-
nido por

(w1 Aws)(x) = wi () A wa(x).

= El producto exterior de una p-forma diferencial y una g-forma diferencial, es
una (p+q)-forma diferencial, asi, se tiene la aplicacion bilineal

A QP(U) x Q4(U) — QPH(U).
» Para una funcién f € C*°(U, R), se tiene que

(fwl) A Wo = f(w1 /\Ldg) = Wi /\f(.dg .

Esto expresa, precisamente, la bilinealidad del producto en Alt’(R™). También, se
puede notar que para f € Q°(U) y w € Q7(U), se tiene que f A w = fw.

Veamos ahora, algunos resultados importantes de la aplicacion d sobre el producto
exterior A.

Lema 4.9 Para w, € Q°(U) y w, € Q(U),

dlwi Aws) = dwi Awy +(—1)P wy Adws .

39



Nétese que el diferencial exterior, por la forma en que se definid, sobre el producto
exterior, se comporta de manera similar a la derivada usual sobre el producto.

Demostracion: Es suficiente mostrar la férmula cuando w; = fe; y ws = ge; con
f,g € Q°U). Asi,
wi Awy = fger Ney,

yyaque dw, = df A er, dwy = dg A €y se tiene que

dlwi Aws) = d(fg)NerNey
= ((df)g+ fdg) Ner Ney
= (dfygNerNesg+ fdgNer Ney
df Neg Ngeg+ (=1)Pfer Ndg N ey
dwi Awy+(—1)P wy Adws . Q.E.D
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Capitulo 5
COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Hasta este capitulo, se ha construido los elementos y espacios vectoriales sobre los
que se definird la cohomologia de De Rham, en éste capitulo se construirdn ademas
las aplicaciones lineales entre dichos espacios vectoriales. Una vez teniendo ésto, se
podrén conformar las cadenas complejas de la misma forma en que se trabajaron en
el capitulo 3, y asi, definir de esta manera su cohomologia.

5.1. Complejo de De Rham

En resumen, de lo visto anteriormente, serd de gran utilidad el hecho de haber
introducido un dlgebra anticonmutativa £2”(U) con un diferencial, de tal manera que,
d: Q°(U) — QPT(U), dod = 0y siendo d derivacién, esto es, que satisface la
féormula dada en el lema 4.9. Asi, se dice que (£27(U), d) es un édlgebra diferencial
graduada, y se llamard el complejo de De Rham de U.

Teorema 5.1 Existe un tinico operador lineal d : QP(U) — QPYY(U), p =
0,1,2..., tal que

L Si f € Q°U), entonces df = aa_flﬁl +. 4 %Gn
II. dod=20

1L Siw; € QP (U) ywsy € QI(U) entonces d(wy Aws) = dwi Awy +(—1)P wy Adws

Demostracion: Ya se tiene definido el operador d que satisface dichas propiedades,
se quiere ver ahora, que este operador es tnico. Sea d’ un operador que satisface I, II,
y III. Se mostrard que d’ es precisamente, el diferencial exterior.
La primera propiedad dice que d = d’ en Q°(U), puesto que, para f € Q°(U)

of of

€, = df.

En particular, d'x; = dx;, para la i-ésima proyeccién z; : U — R. Se sigue del
ejemplo 4.5 que d'x; = ¢; es la funcién constante. Como d’ o d’ = 0 se tiene que
d'e; = 0,y por I1I, se tiene que d'e; = d'(d'z;) = 0.

Seaw = fe; = f Neg, f € C(U,R).Entonces

41



dw
= (PorI)
dfNer+ fAde;
= (dz;=¢;dod =0)
df Ner
= (d=denQ?)
df N er
=  ( Propiedad de d )
dw

Ya que cada p-forma diferencial es combinacion lineal de p-formas especiales en las
que d'y d’ coinciden, se tiene que d = d’ en todo 27(U).

Ejemplo 5.1 Para un conjunto abierto U C R?, d : Q'(U) — Q*(U) estd dado
por

d(fi€1 + faea + fz€3)
= ( d es lineal por propiedad III )
df1 A ep + dfy N eg + dfs A e
=  (Propiedad 1)
(g;;e + %0, + S0c )/\61
+ gﬁe —i—af% +8f2€3 A €
+ gfl’e +af3e +af363 N €3
=  (eNe=0;eNe =—€ Ne)
(3 - 45) e neas (3 - §8) e
+(L-2)ane

oxs

Definicion 5.1 El p-ésimo grupo cohomologico de De Rham es el espacio vectorial
cociente
Ker(d : Q(U) — QPTH(D))

H(U) = Im(d: Q" (U) — Q°(U))

ey
En particular H?(U) = 0 parap < 0, y H°(U) es el nicleo de
d: C™(U,R) — Q'(U),

Que no es otro espacio que el de aplicaciones f € C*°(U, R) con derivadas parciales
nulas. Este es precisamente el espacio de aplicaciones localmente constantes.

La definicién dada anteriormente, esta completamente relacionada con la que se da
en el capitulo 3 (definicién 3.5), en la que se define el espacio cohomoldgico como el
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espacio cociente entre el nicleo y la imdgen de aplicaciones lineales entre espacios
vectoriales. En esta oportunidad, la definicidon que se da, se refiere al grupo coho-
molégico de De Rham como el espacio cociente entre el nucleo y la imdgen de la
aplicacién d (derivada exterior) entre espacios vectoriales de p-formas diferenciales.

Los elementos w € QF(U) tales que d w = 0 serdn llamados p-formas cerradas y
los elementos w € Imd = d(2"~1(U)) C Q(U) se llamarén p-formas exactas.
Asi, el grupo cohomolégico de De Rham, mide si una p-forma cerrada es una p-
forma exacta. La circunstancia en que toda forma cerrada es exacta se cumple cuando
HP(U) = 0.

Noétese que, por la manera en que se ha definido d, toda p-forma exacta, es una
p-forma cerrada. En efecto, sea w € d(QP~'(U)) C £27(U), entonces existe una p-
forma o € 2771 (U) tal que dox = w. Entonces dw = d(da) = 0 yaque d o d = 0.
La clase de cohomologia [w] de una p-forma cerrada w € QP (U) estd dada explicita-

mente por
w] = w+dQ"(U) € H(U),

y [w] = [w'] siy sélo si w — w' es exacta. En efecto,
W] = [w]
=  ( Propiedad de las clases de equivalencia )

w € W]

( Definicién de clase de equivalencia )

w = w' +v paraalgin v € d(22"1(U))
()

w —w' = v paraalgin v € d(Q"(U))
(vedQ(U)

w—w €dr(U)

( Definici6n de exacta )

w —w' esexacta.

Definicion 5.2 Definimos un producto bilineal, asociativo y anticonmutativo entre
clases de cohomologia

A HP(U) x HY(U) —s HP(U) )

por [wi] A [ws] = [wi Aws].

Este producto estd bien definido ya que,
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(w1 +dm) A (w2 +dnp)

= ( Definicién de A )
w1 Aws +dn; A ws 4wy Adng + dny A dns

= (wj,wecKerd = dw; =dwy, =0)
wi Awy +dn; A ws +wi Adng + dny A dns
+(=1)Pm A dws +(—1)Pdwi Ana + wq Adnps
+dm Adng + (—=1)Pn; A d(dns)

= ( Definicion de d sobre A )
wi Aws +d(m A ws +(—1)F wi A + 11 A dnp)

Asi el producto exterior entre elementos de [w1] y [ws], es un elemento de [w; A ws],
se tiene entonces, que el producto entre clases de cohomologia, esta bien definido.

5.2. Aplicaciones entre espacios de cohomologia

Ya habiendo definido el grupo cohomolé6gico de De Rham, en esta seccion se hara
un estudio mds profundo sobre las aplicaciones entre éstos. Todo esto para construir
cadenas (como las trabajadas en el capitulo 3) entre espacios vectoriales de clases de
p-formas diferenciales.

Sea ¢ : Uy — U, una funcién entre conjuntos abiertos U; C R"y U, C R™ de
clase C™°, se quiere construir un funtor contravariante (vease definicién 2.11) tal que

la aplicacién lineal
HP(¢) : HP(Uy) — HP(Uy)

cumpla que
HP(¢1 0 ¢2) = HP(¢1) 0 H"(¢2), HP(id) = ud. 3)
Para esto, se va a definir un funtor contravariante sobre los espacios {2”.
Definicion 5.3 El morfismo inducido
2 (¢) : Q°(Uz) — QF(U),

esta definido por

]' Qp(¢)(w)z<£17 s} €p> = w¢($)<Dw¢(€1>7 (A Dx¢(£p))
2. QY¢)(w)s = wo(a)

En adelante, cuando no haya lugar a dudas entre 7(¢) y Q°(¢), por practicidad en
la escritura, se denotard la aplicacién como ¢*.
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Veamos que ¢* satisface las condiciones de funtor contravariante dadas en la defini-
cion 2.11. En efecto, usando regla de la cadena,

Dy( 0 ¢) = Dy(ay () © Do ()

Para ¢ : Uy — Us, ¢ : Uy — Us, se tiene que

(¢ © ¢>*<w>m(£17 ) £p)

= ( Definici6n de * )

Wi(p(a)) (D (¥ © @) (&1), -, Da(¥0 0 9) (&)

=  (regladelacadena )

Wy(o(a) (Do) (Ded(&1)), - Doy (D2 (€,))

definicién de * )

(
V(W) () (Ded(&1), - Da(E,))
= ( definicién de * )
(v
(

(b* ( ) ) (€17"7€>

Definicién de composicién entre * )

(¢ O?/) )( )x(Elw"asp)

Por lo que se tiene la primera condicidn de los funtores contravariantes. Ademds,

¢*<ZdU) (w)w(£17 e ép)

= ( Definicién de * )

Widy(x) (Daidy(§1), -, Daidy(§,))
= ( Laderivada de la idéntica es la idéntica )

wx<€17 "'7€p)

Ejemplo 5.2 Para la I-forma constante €; € Q%(Us), sea { € R", entonces

¢"(€)2(C)

Definici6n de * )

{
(€) () (D2(C))
{

€;j es constante )

¢ (D:0(¢))

( Definici6n de derivada )
€ (Z;nzl <Z?:1 %Q) ek)
= (elen) = b )

Z?:l gﬁi G
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= (al@)=G)
Vil geeld)

= ( Definicién de d )
doi(C)

Teorema 5.2 Con la definicion 5.3, el operador lineal ¢* satisface las siguientes
tres condiciones

(1) ¢*(WAT)z = ¢"(w) A ¢*(T)
() ¢*(f) = fogsifeQ(Us)
(1) do*(w) = ¢*(dw).

Demostracion: Seaz € Uy ysean &, ..., §,,, , vectores en R™.

(I) Se tiene entonces que

(b*(w A T)x<€1, ) €p+q)
= ( Definicién de * )
(w A T) ( xgb(Sl) z¢(€p+q))
= ( Definici6én de A >
E SZgTL(O')[ (Dx¢(£ 1))7 ) Dw¢(£o(p)))
“To(x) ( x¢(€ (p+1) ) m¢(£a(p+q)))]

= ( Definici6n de * )

> 51gn(0) 9" (W)a (Eorys - €otp) * D" (TN (Eoprny - Eotpra))
— ( Definicién de A )

(0" (W)e A D" (T)2) (€oir)s - Eotpray)

Queda entonces demostrada la parte (I), cuando p, ¢ > 0. La demostracion
para p = q = 0, es andloga a la anterior.

(1I1) Se tiene por la definicién de ¢* de grado 0.

(111) Se mostrard primero, que d¢*(f) = ¢*(df) cuando f € Q°(Us). Se tiene, por
el ejemplo 4.5, que

N axk

Za_f = ﬁ/\eka
k=1

cuando ¢, es considerado como un elemento en Ql( Us) con valor constante
ex. Por (I) y (II), se tiene que



¢*(df)
= ( ¢* es lineal propiedad I )

Zk 1 o8 (dwk> A Cb*(ek)
= ( Ejemplo 5.2 )

Dt O (axk © ¢> (Z? 1 gﬁ%)
= ( propiedad IT )

S Y (L oo) (42)«
= ( Agrupando sumas )

> i1 (Zk 1 (ébck ¢> %) €1
=  (Regladelacadena )

S 9(fod)

i=1"oz; Ci
= ( Definicién de d )
d(f o ¢)
= ( Propiedad IT )
d(¢*(f))-

Enelcasoenque w = fe; = f Aey,

( ropledadI )
¢*(df) A ¢*(er)
Caso anterior )
“(f)) N ¢*(er)
de*(er) =0)
“(f) Ao (er))
Propiedad I )
“(f Ner))

w = fer)

*

{
d(¢

{
d(¢

{
d(¢
{
¢

d(

w)).
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Asi, se tiene que,

do*(er)

= ( Definicién de ¢; )
d(¢* (e, N ... N€,)

=  (Propiedad 1)
d(¢*(€i) N . AN 97 (€3,))

= ( Ejemplo 5.2 )
d(dgi, A ... Nde;,)

= (dod=0)

Q.E.D

Como se vio anteriormente, dz; = dx;, A ... A dx;,, es base para 27, en adelante se
usard esa notacion, en véz de la p-forma constante e; = €; A ... A €;,.
Asi, una p-forma arbitraria, se escribird como

T) = Zfl(x)d:cl.

Ejemplo 5.3 (1) Se considerard la aplicacion =y : (a,b) — U, una curva suave
en U, tal que v = (71, ..., Vn), Y Sea

w = fidry + ... + fodx,

una I-forma sobre U. Se tiene entonces que

*

7' (W)
( Definici6n de w )
7*(f dry + ...+ fndq:rz)
=  ( PropiedadI)
Y (1) Ayr(den) + o+ 7 () Ay (d)
( Propiedad III )
(
{

Y (A (@1) + o A Y () d(V ()
Propiedad IT )

(fiov)d(zioy)+ ...+ (fuov)d(zi07)
= ( Definici6n de z; )

(froy)dyn + ...+ (fu0o¥)dya
= (dny =)

(frov)vidt+ ...+ (fu oY) 7l
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= ( factorizacion )
((fromm + .+ (fa 0 y)m)dt

= ( Definicién de producto escalar )
(f oy, v)dt.

(11) Sea ¢ : Uy — U, una aplicacion de clase C™ entre conjuntos abiertos de R".
Entonces se tiene, por el teorema 5.2, que

¢*(dxy A .o ANdzxy,)

=  (PropiedadI)
¢*(dxy) A ... A\ o (dxy,)

= ( Propiedad IIT )
do*(x1) A ... ANdo*(xy,)

= (Propiedad IT )
d(x10¢) A ... Nd(x, 0 @)

= ( Definicién de z; )
déy A ... A do,

= (Lema4.6)
det(D,¢)dxy A ... A dx,,.

Ejemplo 54 Si ¢ : R" x R — R" estd dada por ¢(x,t) = 1(t)x, donde (1) es
una funcion de clase C*°, de valor real. Entonces, por el ejemplo 5.2, se tiene que

¢*(d;)

= ( Propiedad III )
d(¢" (i)

= (Propiedad IT )
d(x; o ¢)

= ( Definicién de z; )
de;

= ( Definicién de ¢ )
d(Y;)

= ( Definicion de d )
x)'dt + pdx;.

Estamos ahora preparados para definir un funtor contravariante sobre H”. Sea ¢ :
U; — U; una funcién de clase C'*°. Podemos definir la aplicacion lineal

H?(¢) : HP(Uy) — HP(U,)
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por
H(9)[w] = [¢"(w)].

Hay que recordar que los elementos en H” son clases de equivalencia, por lo que
hay que verificar que esta definicion no depende de la escogencia del representante.
En efecto, siv € QP 1 (U)) y w € QF(U))

¢"(w +dv)
= (Propiedad 1)
¢*(w) + ¢"(dv)
( Propiedad III )
¢"(w) + do™(v)
Y por lo tanto, [¢*(w +dv)] = [¢*(w)]. Ademds,

HPF(¢) ([wr] A [w2])

= ( Producto exterior de clases )
HP7 () ([wr Aws)

= ( Definici6n de ¢* )
[0 (w1 A ws)]

= ( Propiedad I )
[0 (w1) A ¢ (wo)]

= ( Producto exterior de clases )
[¢"(w1)] A 97 (w2)]

— ( Definici6n de ¢* )
(H?(¢)[w1]) A (H(¢)[ws])

5.3. Lema de Poincaré (primera nocion)

En esta seccion, se enunciard y demostrard una primera nocion del lema de Poincaré.
Mas adelante, en el capitulo 6, se verd otra forma de este lema, un poco més general.
Este lema es de vital importancia en el desarrollo de la topologia algebraica, de alli
sus varias aplicaciones. Para esta primera nocion, se tienen que definir los conjuntos
estrellados.

Definicion 5.4 Un subconjunto U C R" se dice que es estrellado (o que tiene forma
de estrella) con respecto al punto xq € U, si el segmento

{txo+ (1 —t)z : t €[0,1]}

estd contenido completamente en U para todo x € U
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Ejemplo 5.5 » Cualquier linea o plano en R" es un conjunto estrellado y
también lo serd cualquier subespacio afin de R™.

» Una linea o un plano sin un punto, NO es un conjunto estrellado.

» Sea A C R™. El conjunto
B={ta:a€ A te]0,1]}

que se obtiene al conectar todos los puntos en A al origen, es un conjunto
estrellado.

Teorema 5.3 (Lema de Poincaré) Si U es un conjunto abierto y estrellado, enton-
ces H*(U) = 0 parap > 0,y H*(U) = R.

Demostracion: Se puede suponer que U es un conjunto estrellado con respecto al
origen 0 € R", y queremos construir un operador lineal

S, Q(U) — QP 1(U)

talque do S, + S,—1 0d =id cuandop > 0y Sy od = id — e, donde e(w) = w(0)
para w € Q°(U). Nétese que un operador de este estilo se mencion6 en la definicién
3.9. La existencia de tal operador implica inmediatamente el teorema, ya que de éste
se tiene que d(S,(w)) = w para una p-forma cerrada, p > 0, de donde [w] = 0. Si
p =0, se tiene que w —w(0) = S;(dw) = 0 al ser w cerrada y por lo tanto w debe
ser constante.

El siguiente es el procedimiento para construir S,. Cada w € QP(U x R) se puede
escribir como

w=>_ filx,t)dz; + > gs(x,t)dt Adzy,
donde I = (i1, ...,%y) y J = (J1, ..., jp—1). Entonces

dw
= ( Definicién de d y de w )
Li gf (x,t)dx; Ndxp+ ) ag];’ (x,t)dt N\ dzy

+ 30 2 () doey A dE A dg + 3, % (2, 8)dE A dE A day
= (dtANdt =0;dx; Ndt = —dt Ndx; )
Ii gfl (z,t)dx; Nder 4, 88];] (x,t)dt A dzy

— D ai(x,t)dt Adx; \dxy

Definimos ahora el operador S : QP(U x R) —s QP~1(U) por

S0 = 3 ([ ototyir) e,

Jyi
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Entonces
A ! of1 ! 99
Spi(dw) = ; (/0 E(x,t)dt) dry — JZ (/0 9o, (x,t)dt) d; A day.

Y

d(S,(dw) = d (; </Olgj(ac,t)dt> de)

1
— (/ gif (x,t)dt) dz; A dxy.
Ji 0 g

Por lo que se obtiene,

o Ot
= Z fr(x, 1)dx; — Z f1(z,0)dz;. (%)
I

1

d(S,(dw)) + Spi1(dw) = Z ( %(x,t)dt> dxy 4

Ahora, sea ¢ : U x R — U, tal que, ¢(x,t) = ¢ (t)x, donde ¢(¢) es una funcién de
valor real de clase C'*°, tal que

0 s2 t<0
o]

1 si t>1

y en otro caso se tendrd que 0 < ¢(¢) < 1. La existencia de 1) se puede consultar en
[1]. Observese que para tal funcién ¢’(0) = ¢'(1) = 0. Se define ahora,

Sp(w) = 5p(¢"(w)).
El diagrama de los operadores para esta demostracion es el siguiente

Sp_1

Q) e (V) — - (V)
Sp+1 . Sp "
— PP X R) <A— QP(U x R) < QP 1 (U x R) =< ...
Supongase que w = »_ hy(x)dxy, se tiene entonces que
¢ (w)
= ( Definici6én de ¢* )
> & (hi(z)dxy)
= ( Propiedad II, Teorema 5.2 )
>_r(hr o ¢)(z,t)¢(dxr)
= ( Definici6n de * )
> b)) (dp(t)zs, + () dw,) A ..
A (dY(t) g, 4+ Y(t)dx;)
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Usando (5) y (6) con ¢*(w) en lugar de w se obtiene

d(Sp(w)) + Spia(dw)
= ( Definicion de S )
d('§p(¢*(w))) + gp+1(¢*(dw))
=  (¢d=dp")
d(Sp(¢"(w))) + Spa1 (d(¢* ()
= (Por (5)y (6))
> hi((1)z)y(1)Pde,
=21 hi(¥(0)2)v(0)Pday
= (v(1)=1v(0)=0)
> hi(x)dzy
= ( Definicion de w )

w

En resumen S, : QF(U) — QP7'(U) es un operador tal que
d(Sp(w)) + Spr1(dw) = w

parap > 0,y d(Sy(w)) + Sp+1(dw) = w(z) — w(0) para p = 0, por lo que queda
demostrado el lema de Poincaré. Q.E.D

53



Capitulo 6

LA SUCESION DE
MAYER-VIETORIS

En éste capitulo se introducird una técnica de mucha utilidad para el cédlculo de
la cohomologia de De Rham conocida como la sucesién de Mayer-Vietoris. Esta
consiste en trasladar todo el trabajo realizado sobre cadenas exactas en el capitulo
tres, a los espacios cohomolégicos HP. Sera de vital importancia tener en cuenta
algunos resultados vistos anteriormente, como el lema de Poincaré y los funtores
contravariantes.

Para hacer el estudio de la sucesion, se comenzard definiendo algunas aplicaciones
lineales utiles para el desarrollo de los teoremas de los que se haran uso.

En este capitulo, como antes, U; y U, serdn conjuntos abiertos de R", y su unién
seraU = U; U Us.

Para v = 1, 2 se definiran las aplicaciones
i, U, > U Yy jv:UlﬂU2—>UU

como las correspondientes inclusiones. Para verlo de manera mas clara, se tiene el
siguiente diagrama

UlﬂUg U1UU2

N A

2

N
j2 2

U
U.

Estas inclusiones definen las aplicaciones I : QP(U) — QFP(U;) @ QP(Us) y
JP QP (Uy) @ QF(Uy) — QP (U, N Us) dadas por

P(w) = (f(w),i5(w)) y  J'(w1,ws) = ji(w1) = j3(w2)

respectivamente, donde ¢* y j* son los funtores contravariantes correspondientes a ¢
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y j. Es decir, visto en un diagrama, se tiene que

/\

Q (UlﬂUg b @Qp U2 Qp U1UU2)

XQWU | /

Estos functores contravariantes en los espacios €27, por ser inclusiones, y por lo visto
en el capitulo 5, estan bien definidos. Teniendo ésto claro, ya se puede enunciar el
primer teorema:

Teorema 6.1 La sucesion
0 — Q/(U) 5 Qr(Uy) @ QP (Us) L5 P (U N Us) — 0 (1)
es exacta.

Demostracion: Para una aplicaciéon ¢ : V. — W de clase C'"™° y una p-forma
w =Y frdx; € QP(W), se tiene, por lo visto en el capitulo 5, que

o"(w) =Y (frod)dei, A ... Add;,.

I

En particular, si ¢ es una inclusién de conjuntos abiertos en R", es decir, ¢;(z) = z;,
entonces
d¢i1 VANRVAN d¢ip = dl’il VANAN d.]?ip.

Y asi,

¢*(w) =Y (frod)dur. )

I

Esto se usard en el caso en que ¢ = ,, J,, v = 1, 2.
Para ver que (1) es exacta, como se vi6 en el capitulo 3, se tiene que ver que [” es
inyectiva, J? sobreyectiva, y que Im [ = Ker J?.
Para ver que I? es inyectiva, comprobemos que /”(w) = 0 implica que w = 0. Si
I?(w) = 0, entonces, i} (w) = 0 = i3(w), y por (2),
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I’(w) =
Definicién de 17 )

{
(ii(w), 13(w)) = (0,0)
(

Igualdad en suma directa )

Hw)=0 A i5(w)=0
(por(2))

Yo(frot)der =0 N D (froix)der =0
( Coeficientes de formas nulas )

froip=0 A froi, =0 Paratodo [
(U=U,ulsy)

fr =0 paratodo [

( Coeficientes nulos de formas nulas )
Yo frder =0
=  ( Definicién de w )
w=20

Im I? C Ker J?. En efecto, sea 7 : U; N Uy — U la inclusién de Uy N Us en U,
observese que i1 o j; = 13 © jo = j. Entonces

I o I7(w)
( Composicion de funciones )
JP(IP(w))
= ( Definici6n de I? )
(

S (w), i5(w))
= ( Definicién de J? )

Ji(w) — j3is(w)
= (@101 =120ja=7])
7 (w) = j*(w)

= (restadeiguales )
0

con lo que Im /? C Ker J?. Ker J? C Im I?. En efecto, sean

w1 = Zfldwf, wo = ZQICMI.
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p-formas diferenciales en U; y Us, respectivamente. Se tiene entonces que

(w1, ws) € Ker J?

( Definici6n de Ker )
JP(wi,wse) =0

( Definicién de J? )
Ji(w1) = j3(ws)

(por(2))
froji=grojs paratodo [

=  (Definiciénde j; y ja )
fr(z) = gr(x) paratodo I y paratodo x € Uy NU;

Definiendo ahora las funciones h; : U — R™ de clase C'*™ por

fi(z) zelh
hr =
gr(x) x €U,

Se tiene que

(wi,wa) =17 (>, hidzy)
( Definicion de Im )

(w1, ws) € Im 17,

y asi, Ker J? C Im I”. Por lo que se tiene que Ker J? = Im [?.
Queda ahora ver que J? es sobreyectiva. Para ésto, se usard la particién de la unidad
{p1, p2} (vease capitulo 2, seccién 2.5) con soporte en {Uy, U, }, las funciones

p:U—10,1, v=1,2

son de clase C'™ tales que supp;;(p,) C Uy, y p1(z) + p2(z) = 1 paratodo z € U.
Usamos {p;, p2} para extender f : Uy NUy; — R a U, y a U, de la siguiente manera:
Como supp;,(p1) N Uy C Uy N U, se pueden definir funciones

—f(I)p1(I) 51 z € U NU,

folz) =
0 si x € Uy — suppy (p1).
y
f(z)pa(z) si xeU NUy
filz) =
0 si x € Uy NUy — suppy (p2).

Noétese que f1 0 j1 — fa 0 jo = f porque pi(x) + po(x) = 1.

Para una forma diferencial w € QP(U; N Us), w = Y frdxy, se puede aplicar lo
anterior a cada una de las funciones f; : U; N Uy — R. Esto produce las funciones
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frvo : Uy, — R, y asi, las formas diferenciales w, = ) fr,dz; € QF(U,). Con ésta
escogencia, JP(wq,ws) = w. En efecto,

JP wl,wg)
= ( Definicién de J? )

Ji(wi) = j5(w2)
= ( Definicion de wy y wy )
g1 Qo (fo)rdxr) — 35 (32, (f2)rdxr)

= ( Propiedades de * )
> ((f)rog)drr — 32, ((f2)r 0 ja)dzs

= ( Suma de formas diferenciales )
> (((f1)rog1) = ((fo)r 0 j2))dxy
= ( Propiedad de (f,)r )
Z I f rdxy
= ( Definicién de w )
w
Q.E.D
Debido a como se definieron las aplicaciones cadena en el capitulo 3 (definicién 3.6),
es claro que las aplicaciones 17 : QP (U) — QF(U;) @ QP(Us) y J¥ - QP(U,) &
QP (Uy) — QP(U; N Uy), lo son, con lo que la cadena dada en el teorema 6.1 es una
sucesion de cadenas exactas. Asi, por teorema 3.1, se puede obtener una sucesion de

cadenas exactas largas de espacios vectoriales de cohomologias. Finalmente, el lema
3.7 se puede adaptar a los espacios cohomolégicos, de tal manera que

HY(QP(Uy) ® Q°(Uz)) = HY(Q"(Uh)) & H(€2°(Us)).
Asfi, se ha probado entonces el teorema de Mayer-Vietoris,

Teorema 6.2 (de Mayer-Vietoris) Sean U, y U, conjuntos abiertos de R" y U =
U, U U,. Existe una sucesion exacta de espacios vectoriales de cohomologia

. — HP(U) 5 HP(U) @ HP(Us) -5 HP (UL N Ty) L HPYYU) — ..

Acd, I ([w]) = (iT[w], i3[w]) ¥y J*(Jw1], [wa]) = ji|wi] — ji|wa2] en la notacion del
teorema 6.1.

Nétese que por el lema 3.7 y por el hecho de que 17 : QF(U; U Usy) — QP(Uy) @
QF(U;) es un isomorfismo, da entonces que

I* - HP(Uy UUy) — HP(Uy) @ HP(Us)

es un isomorfismo.

El siguiente ejemplo, es una de las aplicaciones que tiene el teorema de Mayer-
Vietoris para calcular el espacio cohomolégico de un conjunto. En el siguiente
capitulo se dardn mas aplicaciones.
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Ejemplo 6.1 El espacio vectorial cohomologico de De Rham del plano perforado
R™ — {0}.

Sean

U1 = R2 - {(I1,$2> L Z O,IQ = O}
Uy = R®>—{(z1,29) : 21 < 0,29 =0}

Nétese que U, es todo el plano R? sin el eje no negativo de las abcisas, mientras que
U, es todo el plano, sin el eje no positivo de las abcisas.

Estos conjuntos son estrellados (vease definicién 5.4) por lo que H?(Uy) = H?(U,) =
Oparap > 0y H°(U;) = H°(U) = R. Su interseccion,

UNUy =R~ R=NR2UR2

es la union disjunta de los semiplanos o > 0y 2 < 0. Asi, por ser una union, se
permite usar la observacion anterior, y por el lema de Poincaré (lema 5.3), se tiene

0 st p>0
HP(U;NUy) = 3)
R&R st p=0.
Ademads, de la sucesion de Mayer Vietoris se tiene que la cadena
. — HP(Uy) & HP(Uy) L5 HP (U, N Uy) 25
HP (R? — {0}) = HP Y (Uy) @ HP Y (Us) — ..
es exacta. Ahora, parap > 0,
0 — HP(U; N Uy) 2 HPP(R2 — {0}) — 0

es exacta, por ser 9* un isomorfismo, y H9(R? — {0}) = 0 para ¢ > 2 de acuerdo
con (3). Si p = 0, se tiene la sucesion exacta,

HY(U,NUs) — HR? — {0}) 5 HO(U,) @ HO(Us) 25

HU, N Us) L5 HY(R? - {0}) 25 HY(U) @ HY(Us).

Ya que H~(U) = 0 para todo conjunto abierto, se tiene que I° es inyectiva. Tam-
biém, como H'(U,) = 0, O* es sobreyectiva, y asf, la sucesion anterior es exacta'y
puese reducirse a

0 — HOR2—{0}) & HO(U) @ HO(Uy) 53 HO(U, nU) & HY(R? — {0}) — 0.
de donde, por (3), se tiene que
H(U) e H'(U;) =R R
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y también
HO<U1 N UQ) == IR,EB R

Sin embargo, R? — {0} es conexo, y asi, H°(R? — {0}) & R, y por ser I° inyectiva,
se tiene que Im I° = RR. Por ser la cadena anterior exacta, Ker J° = IR, asi, J tiene
rango 1. Ademés Im J° = R y una vez mds, por ser exacta,

d:H'(U; NU,)/Im J° S HY(R — {0}).

Entonces, como H°(U; NUy)/Im J° = R, se ha mostrado que,

0 st p>2
HP(R*—{0})={ R si p=1
R si p=0.

Queda asi calculado el espacio cohomolégico para el plano perforado R — {0}, mas
adelante se vera el caso en que no solo se quite un punto del plano, sino un conjunto
de puntos.

60



Capitulo 7

APLICACIONES DE LA
COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Hasta ac4, el trabajo que se ha hecho, ha tenido el fin de construir el espacio coho-
moldgico de De Rham con mucho detalle, deduciendo asi, resultados importantes en
la geometria topoldgica. El objetivo ahora de esta seccion, serd poner en practica los
resultados hasta acd vistos, aunque para esto, serd adecuado, brindar algunos resulta-
dos, de gran importancia también, como son los de homotopia en la cohomologia de
De Rham. Algunos de estos resultados, estaran relacionados con los que se vieron
en la seccion 2.4 de este trabajo. Para los que no se haga una descripcion explicita de
su demostracion, éstas pueden encontrarse en [1], [10], o en [11].[12]

Un primer resultado de homotopia que serd de importancia por lo que este implica,
es el siguiente,

Teorema 7.1 Si f,g : U — V son aplicaciones de clase C*™, tal que f ~ g (f
homotdpico a g), entonces las aplicaciones cadena inducidas

g (V) — Q4 (U)
Son cadenas homotdpicas (vease definicion 3.9).

Demostracion: La idea es determinar la aplicacion S que satisface la condicion
vista en la definicion 3.9. Para ésto, como se vio en el capitulo 4, cada p-forma en
U x R, se puede escribir como,

w= Z fr(x, t)dx; + Zgj(z,t)dt A dx g

Si¢: U — U x Reslainclusion ¢(z) = ¢o(z) = (,0), entonces, tal como se
hizo en la demostracion del lema de Poincaré,

So(w) = D fi(2,0)dg
= Y filz,0)dx;.

ya que ¢i(dt) = d(t o ¢g) = dO = 0. Andlogamente, para ¢;(z) = (x, 1) se tiene
que

$1(w) = fr(z, 1)da;
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ya que ¢;(dt) = d(t o ¢;) = d1 = 0. En la demostracién del lema de Poincaré se
defini¢ la aplicacion R
S, (U x R) — QP 1(U)
con la propiedad
(do Sy + Spa 0 d) (w) = ¢ (w) — dh(w)- (1

Considerando la composiciéon U ﬂ U xR i> V', donde F' es una homotopia
suave, o de clase C'™ (vease seccion 2.4) entre f y g. Entonces se tiene que Flogy = f
y F'o ¢ = g. Se define
Sy (V) — QF(U)
y se tiene que,
d(Sp(F*(w))) + Spar (dF™(w))
= (Sp=205p0F")
P F" (w) — ¢k (w)
= ( Propiedad IT en Teorema 5.2 )
(F' o ¢1)"(w) = (F o ¢o)*(w)
= ( Definicién de f*y g* )
9" (w) = f*(w).
Como en la definicién 3.9. Ademds, S, (dF*(w)) = S, 11 (F*(dw)) = Spy1(dw),
ya que F™ es una aplicacion cadena. Q.E.D

De la misma manera que en el teorema anterior, por el lema 3.6 se pueden establecer
las aplicaciones
ff=g": H? (V) — HP(U).
Para una aplicacidén continua ¢ : U — V' se puede encontrar una aplicacién f : U —
V' de clase C'*°, tal que ¢ ~ f. Por los resultados vistos en la seccién 2.4, y por lo
anterior, se ve que f*: H?(V) — HP(U) es independiente de la escogencia de f.
Asi, se puede definir
" HP(V) — HP(U)

tomando ¢* = f*, donde f : U — V es una funcién de clase C'*° homotdpica a ¢.

Notese también el "traslado"que se ha hecho de toda la teoria vista en el capitulo 3 y
los conocimientos de topologia, a la cohomologia de De Rham. Pues el trabajo que
se ha hecho hasta este momento (capitulos 5, 6 y 7) ha sido el de aterrizar todos los
resultados vistos en el capitulo 3, a la teoria de De Rham. Nétese que la homotopia
nos permite desarrollar toda una teoria de chohomologia sobre espacios cuyos
elementos tienen propiedades de diferenciabilidad (continuamente diferenciables), de
esta misma manera se puede también llevar a cabo todo este trabajo, con aplicaciones
cuya unica condicién sea la continuidad.

Ahora se proporcionardn algunos resultados que son consecuencia de lo anterior y
que serdn importantes para un trabajo posterior.
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Teorema 7.2 Para p € 7y conjuntos abiertos U, V, W de espacios Euclidianos, se
tiene que

(1) Si ¢g, 91 : U = V son aplicaciones continuas homotopicas, entonces

¢ = ¢1 - HP(V) — HP(U).

(1) Sip:U —Vy:V — W son continuas, entonces

(Yo@) =¢ o™ : H'(W) — H"(U).

(111) Si la aplicacion continua ¢ : U — V' es una equivalencia homotopica (defini-
cion 2.15), entonces

¢ HP(V) — HP(V)
es un isomorfismo.

(1v) Un homeomorfismo h : U — V induce isomorfismos h* : H?(V) — HP(U)
para todo p.

La demostracién de estas proposiciones, son consecuencia de la observacion y
teorema anteriores, para una demostraciéon mas precisa, vease el teorema 6.8 en [1],
oen [12].

Otro resultado importante de lo anterior, es una segunda nocidn, un poco mas general,
del lema de Poincaré,

Lema 7.1 (Lema de Poincaré, segunda nociéon) Si U C R" es un conjunto abier-
to contraible, entonces HP(U) = 0 cuandop > 0y H°(U) = R.

Demostracion: Sea ' : U x [0,1] — U es una homotopia de fy = idy a una
aplicacion constante f; con valor g € U. Parax € U, F(z,t) define una curva
continua en U, que conecta Z con . Asi U es arco-conexo, y H*(U) = R. Sip > 0
entonces f; : QP(U) — QF(U) es la aplicacion cero. Asi, por (I) en la proposicién
1, se tiene que

idary = fo = 1 =0

por lo que H?(U) = 0. Q.E.D

Ahora, ya se tienen las herramientas necesarias para estudiar algunas de las aplica-
ciones de la cohomologia de De Rham. Una primera aplicacion, permite establecer
isomorfismos entre espacios de cohomologias. En lo que sigue, R" se entendera
como el subespacio R™ x {0} de R"*! y R - 1 denota el subespacio unidimensional
que consiste en las funciones constantes en R.

Teorema 7.3 Sea A un subconjunto cerrado arbitrario de R, con A # R" entonces
se tienen los isomorfismos
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1) HPH (R — A) = HP(R™ — A), para p > 1.
) BB = A) = HOR" — A)/R - 1.

Demostracion: Consideremos los siguientes subconjuntos abiertos de R"™! =
R" x R,

U = R"x(0,00)U(R"—A)x (—1,00)

Uy = R" X (—00,0)U(R"—A) x (—00,1).

Para ver mas claramente estos conjuntos, se consideran como subconjuntos de
R? =R x Ry A = [—4, 2] entonces una ilustracién para el conjunto U, es

y para U,

Asi, U; U U, :RnJrl—AYUlmUz = (RR—A) X (—1,1).Seagb :U; —» U; la
aplicacion que suma 1 a la coordenada n + 1. Parax € U,, U, contiene el segmento
de linea que va de  a ¢(x), y de ¢(z) a un punto fijo en R" x (0, 00). Como en
el ejemplo 2.7 se tienen homotopias idy, >~ ¢y ¢ ~ c donde c es una aplicacion
constante. Esto implica que U; es contraible y andlogamente, U, también lo es, asi,
H?(U,), v = 1,2, es como se describe en el lema 7.1.

Sea ahora,y la proyeccion de Uy N U = (R — A) x (—1,1) sobre R" — Aeila
inclusién de R™ — A en U; N Us. Entonces, para todo € R™ — A, se tiene que

(voi)(x) = ~(i(z))
= q(z)
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de donde y o7 = idgn_ 4. Esto implica que y 0% =~ idgn_ 4. Ademds i 0 v =~ idy, ny,-
Asi, la composicién ¢ o v es homotdpica a idgn_ 4.

Se tiene entonces que ¢ y v son equivalencias homotdpicas, y por (III) en la proposi-
cién 1, se concluye que

’)/* : Hp(Rn—A) —>Hp(U1ﬁU2)

es un isomorfismo para cada p. Por el teorema de Mayer-Vietoris (Teorema 6.2) se
tienen los isomorfismos

o HP(Uy N Uy) — HPTH (R — A)
para cadap > 1,y asi, 0* o v* es el isomorfismo buscado en la parte I)de la proposi-
cion.
Ahora se considera la sucesion exacta
0 HR'—A) L HOU) @ HO(U:) L HO(UNU,) S HYR—A) = 0 (2)

Un elemento de H°(U;) & HY(U,) estd dado por una pareja de funciones constantes
en U; y U; con valores a; y a, respectivamente. Su imagen bajo J* es, por el teorema
5.2, la funcién constante con valor a; — as en Uy N Us. Asi, se tiene que

Ker0* =ImJ" =R -1.

Noétese que la primera igualdad se tiene ya que (2) es exacta, mientras que la segunda
se tiene, por como se definié J*. Asi, se tienen los isomorfismos

HY (U, NU,)/ImJ* ~ HY(R" - A)
HYU,NUy)/R-1 ~ HYR"—A)/R-1

El primer isomorfismo se tiene por algebra, y el segundo se obtiene del isomorfismo
v* que secumple para todo p, en particular p = 0, y asi, se tiene la parte 1I).

Por dltimo, Ker J* = {a; — ay : a1,a2 € R-1,a; = as}, conlo que
dim(Ker J*) =1
y a su vez, por ser (2) exacta
dim(Im(7*)) = dim(Ker(J*)) =1

se tiene entonces que H°(R" — A) ~ R. Q.E.D

Asi mismo, se tienen los siguientes isomorfismos, que se concluyen de la proposicién
anterior,

Teorema 7.4 Paran > 2 se tienen los isomorfismos

R st p=0,n—1
p n _ ~ )
H (R {O}) o { 0 en otro caso

65



La demostracion de esta proposicion se obtiene haciendo induccién sobre n. Nétese
que el caso n = 2 es precisamente el ejemplo 6.1, el caso general, sigue de la
proposicion 2.

Teorema 7.5 Sean A #+ R" y B # R" son subconjuntos cerrados de R™. Si Ay B
son homeomorfos, entonces

HP(R" — A) ~ H’(R" — B).
Demostracion: Haciendo induccion en la proposicion 2, se tienen los isomorfismos

HP™(R™™ — A) ~ HP(R"—A) (p>0)
H™R™™ —A) ~ HR"—-A)/R-1

paratodo m > 1. Analogamente, se tiene para B. Corolario 7.7 en [1], demuestra que
R?" — Ay R?" — B son homeomorfos. La invarianza topoldgica ((IV) en proposicién
1) muestra que tienen un isomorfismo en el espacio cohomoldgico de De Rham. Se
tiene asi los isomorfismos

HP(R™ — A) ~ HP*"(R*™ — A) ~ H"*"(R* — B) ~ H’(R" — B)
parap > 0,y asi,
H'R" — A)/R-1~ H*(R*™ - A) ~ H(R*™ — B) ~ H(R" — B)/R - 1.
Q.E.D

Estos isomorfismos que se han construido, permiten hacer el cdlculo de homeomor-
fismo entre espacios topoldgicos. Para el siguiente ejemplo, sean

St ={r e R?:|z] = 1}.

D*={z e R*: |jz|| <1}.
Ejemplo 7.1 Un nudo en R? es un subconjunto > C R? que es homeomorfo a S*.

El correspondiente complemento del nudo es el conjunto abierto U = R? — .
Entonces se verd que

) <p<
Hp(U):{R st 0<p<2

0 en otro caso.
De acuerdo a la proposicion 4, es suficiente con mostrar esto para el "nudo trivial"
S'CR*C R
Primero, se calculara
HP(R? — S') = H?(D?) @ HP(R? — D?).
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Acd D? es estrellado, cuando R? — D? es difeomorfo a R — {0}. Usando el lema
de Poincaré (teorema 5.3) y ejemplo 6.1 se tiene que el resultado anterior tiene
dimension 2 para p = 0, dimension 1 para p = 1, y dimensién O para p > 2.

Una udltima aplicacion de la cohomologia de De Rham serd enunciada a continuacion,
aunque es conveniente decir, que hay muchas aplicaciones mads, las que aca se
muestran, pretender proporcionar herramientas para encontrar isomorfismos entre
espacios de cohomologia, construyendo asi cadenas de espacios y aplicaciones
lineales.

Ejemplo 7.2 Se puede calcular la cohomologia de R™ con m hoyos, es decir, la
cohomologia de

J=1

Los hoyos K; en R" son conjuntos compactos disjuntos con cota 3.;, homeomorfa a
S™=1 Se tiene que

R st p=20
HP(V)~<¢ R™ si p=n-—1
0 en otro caso.

Haciendo induccion sobre m se tiene este resultado.

Mais resultados y aplicaciones importantes se pueden obtener del estudio de la
cohomologia de De Rham, sobre todo, bajo el concepto de variedades, que con lo
presentado en este trabajo, no seran muy dificiles de estudiar. Para una introduccion
al estudio de las variedades se pueden consultar [13], [14] y para ver las aplicaciones
en la cohomologia de De Rham, un rdpido estudio se presenta en [15] y [7].
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