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Resumen

Siempre que se concibe un proyecto de ingenieria, lo primero que se debe entender es que
este debera estar vinculado al suelo mediante un sistema suelo-fundacion, y que la correcta
interaccion entre el suelo y dicha fundacion debe ser la que garantice la estabilidad
geotécnica y estructural del proyecto.

Debido a que las maquinas y equipos mecanicos que generan vibraciones hacen parte de
los diversos sistemas de produccion en la industria energética, minera, siderurgica, de
petroleos, etc., es muy comun que los ingenieros se encuentren con la necesidad de disefiar
la cimentacion de este tipo de equipos, razén por la cual es fundamental el adecuado
conocimiento del comportamiento del sistema maquina-fundacion-suelo. Por lo anterior se
en este proyecto analizé el comportamiento de un sistema maquina vibratoria-fundacion-
suelo, para un suelo de dos estratos y un cimiento de longitud infinita.

El presente proyecto se desarrollé mediante el método de diferencias finitas en el dominio
del tiempo (FDTD, por sus siglas en inglés), a través de un programa escrito en el lenguaje
FORTRAN 90 usando la plataforma libre INTEL VISUAL STUDIO, donde se propuso un
modelo que contiene las cargas estéticas de la fundacién y dindmicas de la maquina
vibratoria, ademas de la geometria del cimiento y parametros del suelo.

Palabras clave: Suelo, Maquina, Vibraciones, Cimentacion, Carga dinamica, Diferencias
finitas, desplazamientos, esfuerzos.



Abstract

Whenever an engineering project is conceived, the first thing that must be understood is that
it must be linked to the soil through a soil-foundation system, and that the correct interaction
between the soil and the foundation must guarantee geotechnical and structural stability of
the project.

Because the machines and mechanical equipment that generate vibrations are part of the
various production systems in the energy industry, mining, steel, oil, etc., it is very common
for engineers to find the need to design the foundation for this type of equipment, which is
why the adequate knowledge of the behavior of the machine-foundation-soil system is
fundamental. Because of the above this project analyzes the behavior of a vibratory
machine-foundation-soil system, for a soil of two strata and a foundation of infinite length.

The present project is developed by means of the method of finite differences in the time
domain (FDTD, for its acronym in English), through a program written in the FORTRAN 90
language using the free platform INTEL VISUAL STUDIO. A model is proposed that contains
the static loads of the foundation and dynamics loads of the vibratory machine, in addition
to the geometry of the foundation and soil parameters.

Key words: Soil, Machine, Vibrations, Foundations, Dynamic load, Finite differences,
displacements, efforts.
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Generalidades

Introduccion

Las fundaciones pueden estar sometidas a cargas estaticas o dinamicas o una combinacion
de las dos. Las cargas estaticas normalmente son impuestas lenta y gradualmente en la
fundacion y de esta manera no se induce ninguna vibracion en el sistema fundacién-suelo;
por el contrario cuando las cargas conducen a una vibracién del sistema se dice que son
dinamicas. Las vibraciones que son de interés en esta tesis son las debidas a maquinas de
movimiento alternativo, tipo rotativo e impacto, ya que las vibraciones causadas por estas
maquinas al sistema fundacién-suelo pueden ser analizadas con base en el fendmeno de
movimiento armonico.

Las cargas dinamicas ocasionan que la cimentacion sobre la que se apoyan produzca
efectos indeseables en el suelo, por el incremento de los esfuerzos, la mayor solicitaciéon a
la cimentacion misma y la afectacion de las estructuras cercanas, lo que hace necesario la
implementacién de cimentaciones que reduzcan o mitiguen dichos efectos.

Con el avance de la ciencia y la industria, los sistemas de produccién han requerido de
maquinas mas grandes y de mayores velocidades, que por consiguiente han generado
mayor impacto en los sistemas fundacién-suelo. Las mayores frecuencias de oscilacion de
los equipos mecanicos inducen vibraciones mas importantes en el suelo y si estas
vibraciones llegasen a producir resonancia en el sistema o amplitudes de vibracién mayores
a los limites especificados por los fabricantes de la maquina pueden afectar la estabilidad
del sistema.

En el pasado los métodos de diseno para resolver el inconveniente de las vibraciones
excesivas, que aun tiene amplia aplicacion en nuestro medio, fue la amplificaciéon de la
carga estatica, que se logra con el disefio de grandes cimentaciones; pero cuyo gran
inconveniente es que se generan grandes esfuerzos en el suelo trayendo consigo grandes
deformaciones.

El problema de la deformacion de los sélidos puede abordarse de dos formas generales.
Una forma es contemplando las fuerzas inerciales y la propagacion en el tiempo de las
perturbaciones a lo largo del sdlido, es decir, buscando una solucidon que describa como
varia la deformacién a medida que varia la perturbacién en el tiempo (caso dinamico). Otra
forma es considerando el proceso de deformacién como un estado estacionario final donde
no se tiene en cuenta la inercia ni el tiempo, es decir, se evalua la deformacion para una
perturbacion Unica de magnitud y posicion constante (caso estatico).

Los problemas elastodinamicos de deformacion de sodlidos se resuelven mediante la
integracién de lo que se conoce como la ecuacion de onda elastica. La ecuacion de onda
elastica es una ecuacion en derivadas parciales, lineal, de segundo orden, que tiene
soluciones cerradas particulares (Lamb, 1904). Estas soluciones aplican principalmente
para espacios infinitos o medios semi-infinitos con configuraciones simples de estratigrafia
y de carga.
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Sin embargo, en los problemas de ingenieria la geometria del dominio no siempre permite
encontrar este tipo de soluciones cerradas. En cambio, para desarrollar soluciones en
dominios complejos es necesario realizar una integracion numérica aproximada.

Para solucionar los problemas dinamicos de deformacion se puede integrar la ecuacion de
onda elastica usando el Método de las Diferencias finitas en el dominio del tiempo, en teoria,
para dominios de cualquier geometria tridimensional y un sinnimero de condiciones de
carga.
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1

Objetivo

El objetivo general de este trabajo de grado de maestria es aplicar el método de las
diferencias finitas en el dominio del tiempo para encontrar la distribucion de esfuerzos y
desplazamientos dentro de un dominio bidimensional bicapa, no homogéneo, semi-infinito
y elastico, cuando es sometido a cargas verticales sinusoidales producidas por una
maquina vibratoria y aplicadas en la superficie. Para lograr este objetivo se analizara el
resultado de esfuerzos y deformaciones bajo distintos tipos de carga y a distintas
frecuencias de oscilacion, haciendo variar frecuencias y espesor de los estratos del sistema
bicapa. Se realizara un analisis paramétrico del comportamiento dinamico del sistema y se
analizara su comportamiento a frecuencias cercanas a la resonancia.

Para lograr este objetivo se plantearon los siguientes objetivos especificos

Estudiar los fundamentos tedricos de la dinamica de suelos y la propagacion de ondas
en medios elasticos.

Estudiar la integracion con diferencias finitas en el dominio del tiempo (FDTD) de las
ecuaciones elastodinamicas para el caso 2D de deformaciones en el plano.

Estudiar, a partir de la integracién con diferencias finitas en el dominio del tiempo
(FDTD), el comportamiento dinamico del suelo en sistemas de cimentacion flexible
apoyado sobre un medio semi-infinito, no homogéneo y estratificado.

Programar alguna metodologia FDTD en un lenguaje de programacioén cientifico y de
libre utilizacion para fines educativos.

Resolver, en el dominio del tiempo, el problema de la carga arménica de ancho finito
aplicada sobre un medio elastico semi-infinito.

Hacer un estudio paramétrico del problema del cimiento flexible de longitud infinita y a
partir del algoritmo de Virieux, analizar la distribucién de esfuerzos y deformaciones en
la masa de suelo, para un sistema bicapa.

A partir de las ecuaciones del movimiento oscilatorio forzado determinar los parametros
de comportamiento dinamico y comparar los resultados con los obtenidos a partir de
las formulaciones del método del semi-espacio elastico

Emitir las observaciones y conclusiones pertinentes.
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2 Metodologia

Para el desarrollo del presente estudio se debid, en primera instancia, realizar una extensa
revision de la bibliografia en el tema de la dinamica de suelos y de la propagacién de ondas
en medios elasticos. La primera se enfocé en los libros clasicos de geotecnia y algunas de
sus referencias. La segunda se localizé en los libros de ingenieria de terremotos.

Estudiados los conceptos basicos de estas dos disciplinas, se realizd la revisidon
bibliografica mas profunda: aplicaciones de FDTD para la propagacién de ondas en medios
elasticos. La tesis se enfoco en el articulo de Jean Vireux de 1986 “P-SV Wave Propagation
in Heterogeneous Media: Velocity-Stress Finite-Difference Method”. La revisién comprendio
principalmente citaciones y/o referencias de este articulo y otras referencias bibliograficas
relacionadas con el tema que se relacionan con el desarrollo de esta tesis.

Comprendido el método FDTD se escribio un programa en FORTRAN 90 usando la
plataforma libre INTEL VISUAL STUDIO que se puede descargar de la pagina del
proveedor. Este software es libre en la medida en que sea usado para fines académicos
como el del presente estudio. Con este programa se procedid a encontrar la respuesta en
el dominio del tiempo del problema de un cimiento flexible de longitud infinita apoyado sobre
un medio elastico semi-infinito. Como este problema esta resuelto para ciertos rangos de
parametros, la solucién numérica usando estos valores sirvio de referencia para la
validacion de los resultados del programa.

Programado y validado el método numérico, se procedio a realizar el estudio paramétrico
del problema, variando el espesor de los dos estratos y la rigidez de los materiales, para
encontrar la sensibilidad del problema frente a estos cambios. Los resultados se tabularon
y graficaron de tal forma que se pueden comparar con resultados obtenidos por métodos
de calculo y/o abacos de disefio encontrados en la bibliografia geotécnica.
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3 Antecedentes generales

El disefio de cimentaciones de maquinas vibratorias es un tema abordado, normalmente, a
partir de métodos seudo-estaticos que involucran parametros de amortiguamiento y rigidez
del suelo. Para realizar el diseio de estas cimentaciones es necesario verificar que los
esfuerzos dinamicos inducidos a la cimentacién por la operacion de la maquina, ademas de
los demas esfuerzos debidos a cargas muertas, no excedan los limites de esfuerzos y
deformaciones permisibles por el suelo de fundacion. De ser posible se revisara
cumplimiento de criterios de resonancia y amplitudes de vibracion.

3.1 Cimentaciéon de maquinas vibratorias

El analisis y disefio de fundaciones para equipos vibratorios es fundamental e implica un
alto nivel de precision para garantizar la estabilidad y funcionamiento de esta clase de
equipos tanto en pequefios como en grandes complejos industriales, toda vez que
sobrepasa el limite del concepto elemental de fundaciones sometidas a cargas estaticas,
donde se entiende que las cargas son impuestas lenta y gradualmente en la fundacion de
tal manera que se evite alguna vibracién en el sistema fundacién-suelo, problema del cual
se ocupa la Mecénica de suelos tal como se entiende normalmente. El cuidado y precision
que requiere el disefio de fundaciones sometidas a cargas dinamicas obedece
fundamentalmente a que la carga dinamica procedente de la maquinaria, sumada a las
cargas estaticas procedentes de la maquina y el bloque de fundacién, conducen a la
vibracion de todo el sistema generando fuerzas y momentos dinamicos desbalanceados o
parcialmente balanceados. Debido a que se generan, por efecto de la vibracién, este tipo
de fuerzas y momentos se hace necesario procedimientos especiales de disefio.

El analisis geotécnico de cimentaciones superficiales de maquinaria y equipos mecanicos
que ejercen sobre la masa de concreto vibraciones tiene como funcién principal, ademas
de predecir y controlar que los asentamientos y los esfuerzos dinamicos del sistema equipo-
cimiento no sobrepasen los limites permisibles, determinar la frecuencia natural y amplitud
de vibracién del sistema maquinaria-fundacion-suelo, en condiciones normales de
operacion.

En la practica comun los asentamientos y esfuerzos en las inmediaciones del subsuelo,
bajo la influencia de la cimentacién, son eventualmente controlados mediante el control de
los movimientos y esfuerzos “debajo” del cimiento, debido a la carga dinamica que es
tomada como la mayor carga asociada al esfuerzo dindmico donde la componente
sinusoidal toma su valor maximo, al ser estos ultimos los de mayor magnitud; pero esta
practica generalmente ignora aspectos importantes como frecuencia natural del sistema,
amplitud del sistema y frecuencia de resonancia del sistema maquina-fundacion-suelo.

El costo de analisis, disefio y construccion de una fundacion para una maquina,
generalmente, puede llegar a ser una fraccion muy pequefia del costo de la misma maquina,
de sus accesorios, de su instalacion y mantenimiento; sin embargo, la falla de una
cimentacion por causa de un disefio y construccion incorrectos puede llegar a generar
grandes pérdidas.
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El estudio de las cimentaciones para maquinaria debe resolver tres principales problemas:

a) Que los movimientos de la maquinaria y la cimentacion no sean excesivos, ya que
originarian fallas y desperfectos en la operacion propia del equipo.

b) Que los asentamientos debidos a los efectos dinamicos estén dentro de los limites
permisibles.

c) Disminuir o eliminar cualquier modo de vibracién, combinacién de carga y/o
velocidad de operacion que pueda transmitir a través del suelo amplitudes de
vibracién objetables para el sistema maquina-fundacion-suelo o que puedan afectar
a personas, edificios u otra maquinaria cercana.

Basado en lo anterior, es practica comun la utilizacion de un método que podria
denominarse pseudo-estatico, que consiste en disenar fundaciones que respondan a
cargas estaticas de disefio incrementando el peso propio de la maquina por un factor de
impacto, logrando asi fundaciones que cumplan condiciones de capacidad de carga y
asentamientos; pero ignorando la posibilidad de que la frecuencia de vibraciéon
correspondiente a la velocidad de operacién de la maquina o alguna de sus componentes
armonicas coincidan con la frecuencia natural del sistema maquina-fundacién-suelo
pudiendo ocasionar asi fendmeno de resonancia que genera amplitudes de vibracién
intolerables.

Los modelos analiticos para la estimacidn de movimientos del terreno se basan
principalmente en dos aproximaciones: El semi-espacio elastico (Richart el al., 1970) y la
propuesta de los resortes lineales elasticos sin peso (Barkan, 1962).

3.1.1 Tipos de Maquinas Vibratorias

Existe diversidad de maquinas las cuales producen vibraciones que son causadas por las
fuerzas dinamicas y su clasificacion depende del tipo movimiento, a la vez que el tipo de
carga dinamica depende del tipo de maquina vibratoria que ejerza la solicitacion.
Dependiendo el tipo de movimiento las maquinas mas importantes son las siguientes:

a) Maquinas reciprocantes (o de movimiento alternativo)
b) Maquinas rotatorias (centrifugas)

c) Maquinas de impacto

3.1.1.1 Maquinas reciprocantes (o de movimiento alternativo)

Este tipo de maquinas producen periédicamente fuerzas desbalanceadas. La velocidad de
operacion es normalmente menor a 600 rpm (10 Hz); pero también se les puede encontrar
con velocidades de operacion que varian entre 1200 y 1500 rpm (20 y 25 Hz). En muy pocos
casos este tipo de maquinas operan a grandes velocidades. Para el analisis de las
fundaciones, las fuerzas desbalanceadas pueden ser consideradas como varias fuerzas
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sinusoidales. Ejemplos tipicos de maquinas reciprocantes son las maquinas de vapor,
maquinas de combustion interna, bombas y compresores.

La cimentacién para estas maquinas usualmente consiste en un bloque de concreto rigido
provisto de aditamentos para montar la maquina.

3.1.1.2 Maquinas rotatorias (Centrifugas)

Estas son maquinas constituidas por un eje rotor o masa que gira a velocidad considerable;
pero cuyo giro obedece a fuerzas relativamente balanceadas, es decir no experimenta
cambios bruscos de movimiento ni algun tipo de impacto, como por ejemplo
turbogeneradores o compresores de rotacion, las cuales pueden alcanzar velocidades entre
3000 rpm y 10000 rpm (50 y 166.7 Hz).

En términos practicos las maquinas rotatorias se clasifican en de baja velocidad que operan
a menos de 1500 rpm (25 Hz) (compresores, motores generadores, bombas centrifugas y
de vacio, ventiladores, etc.) y normalmente su cimentacién es del tipo bloque rigido o del
tipo marco. En algunos casos, de ser necesario, la cimentacion debera estar soportada por
pilas. Las maquinas de alta velocidad operan a 3000 6 3600 rpm (50 y 60 Hz) y
ocasionalmente hasta 10000 rpm (166.7 Hz) (turbinas de gasolina o vapor, generadores,
compresores y turboventiladores) y algunas unidades de turbina que pueden operar entre
1500 y 1800 rpm (25 y 30 Hz). Normalmente la cimentacion de turbogeneradores es de tipo
marco y puede ser construida en concreto reforzado o acero.

3.1.1.3 Maquinas de impacto

Dentro de esta categoria se encuentran las maquinas que generan cargas de impacto u
operaciones intermitentes de maquinarias, como los martillos de forja, prensas hidraulicas
y neumaticas, martinetes y troqueladoras. Su velocidad de operacién se encuentra entre 60
y 150 golpes por minuto (1 — 2.5 Hz). Estas cargas dindamicas alcanzan su pico en intervalos
pequefios de tiempo.

La cimentacién para una maquina de impacto, normalmente, consiste en un bloque de
concreto reforzado. El bloque de cimentacion generalmente se disefia para apoyarse
directamente sobre el suelo. Pero si las condiciones del suelo son desfavorables el bloque
de cimentacion puede ser soportado por pilas.

Las maquinas también se pueden clasificar segun su frecuencia de excitacion', asi:
a) Maquinas de baja frecuencia: Entre 0 y 300 rpm (0 y 5 Hz).
b) Maquinas de frecuencia media: Entre 300 y 1000 rpm (5 y 16.7 Hz).

" Di bartolomeo O. Ymoli E. “Andlisis Sobre Fundaciones Aisladas Superficiales Sometidas a
Vibraciones Inducidas por Bombas Centrifugas y Reciprocantes”. P. 87-88.
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¢) Maquinas de frecuencia alta: Entre 1000 y 3000 rpm (16.7 y 50 Hz).
d) Maquinas de frecuencia muy alta: Entre 3000 y 10000 rpm (50 y 166.7 Hz).

Es de gran importancia el conocimiento de la frecuencia del impulso que impone una
maquina porque de esa forma se pueden proyectar fundaciones cuya frecuencia natural
sea mucho menor o mayor a la de excitacion (wy # w,), para descartar asi la probabilidad
de resonancia.

3.1.2 Tipos de Fundaciones Para Maquinas Vibratorias

Las fundaciones de maquinarias pueden clasificarse, de acuerdo con el disefio de su
estructura, de la siguiente manera:

a) Fundacioén tipo bloque: Consiste en un pedestal de concreto reforzado que soporta
la maquina (Figura 1).

/. Fundacion
de Goncreto

(L LL L L7, Sulo
Figura 1 Fundacion tipo bloque (Fuente: Herrera C. Fredy, “tesis ECI”).

b) Fundacion tipo bloque combinado: Consiste en un bloque de concreto reforzado que
apoya un pedestal en su parte superior sobre el cual se soporta la maquina (Figura
2).

Fundacion
_ » de bloque
T combinado

Figura 2 Fundacién tipo bloque combinado (Fuente: Herrera C. Fredy, “tesis ECI").
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c) Fundacién tipo cajon: Consiste en un bloque de concreto reforzado hueco que
soporta la maquina en su parte superior (Figura 3).

P Equipo
.'f T )
1 > I
Hueco en _
cimentacion ~|
+ Fundacion

| de concreto
Figura 3 Fundacion tipo bloque combinado (Fuente: Herrera C. Fredy, “tesis ECI").

d) Fundacion tipo muro: Consiste en un par de muros de concreto reforzado apoyados
sobre un bloque o pedestal que dan soporte a la maquina (Figura 4).
Equipo

-

Fundaciéon
de concreto
con Muros

Figura 4 Fundacion tipo muros (Fuente: Herrera C. Fredy, “tesis ECI”).

e) Fundacién tipo marco o pértico: Consiste en losa de fundacién y en columnas
verticales que soportan vigas y losa en la parte superior, la cual sirve de asiento a
la maquina (Figura 5).
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Portico | N

Figura 5 Fundacion tipo marco o portico (Fuente: Herrera C. Fredy, “tesis ECI”).

f) Fundacién tipo bloque apoyada sobre pilotes: Consiste en un grupo de pilotes de
enterrados en el suelo trabajando por friccion y/o por punta los cuales son unidos
por un bloque o pedestal en la parte superior, el cual sirve de asiento a la maquina
(Figura 6).

y. Equipo
LA
- 4 {1 I
¢ 2 Fundacion
. de concreto
___ i | Pilotes de
- concreto

Figura 6 Fundacién tipo bloque apoyada sobre pilotes (Fuente: Herrera C. Fredy, “tesis
ECI”).

g) Fundacién tipo bloque de concreto pre-esforzado: Consiste en un bloque de
concreto reforzado con disposicion de cables que pre-esfuerzan el bloque
envolviéndolo sistematicamente por sus caras laterales y superior, lo que crea unos
esfuerzos internos de compresion resultantes en la fundacion cual sirve de asiento
a la maquina (Figura 7).
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Figura 7 Bloque de concreto pre-esforzado (a) alzado con disposicidn de cables (b) planta
con disposicion de cables (c) esfuerzos internos de compresidn resultantes en la
fundacioén (Fuente: Herrera C. Fredy, “tesis ECI”).

La maquinaria que produce impactos y fuerzas periédicas de baja velocidad es
generalmente montada sobre cimentaciones de tipo bloque. Aquellas que trabajan a altas
velocidades y la maquinaria del tipo rotatorio se coloca sobre cimentaciones de marco; sin
embargo, para ciertas condiciones particulares, lo anterior puede modificarse; en tal caso,
se puede proponer un tipo alternativo de cimentacion.

Alguna maquinaria, como los tornos, induce muy poca fuerza dinamica, y pueden ser
atornillados directamente al firme, sin necesidad de una cimentacién especial.

3.1.3 Métodos de diseno de cimentacion de maquinas vibratorias

El disefio de bloques de cimentacion para maquinas vibratorias se basa en el analisis de
los modos de vibracion de la cimentacion.

Para el analisis de vibracion de las cimentaciones de tipo bloque se usan varios métodos,
los cuales se exponen a continuacion:

- Método del semi-espacio elastico analogo.
- Meétodo de los resortes lineales elasticos sin considerar el peso del suelo.

- Meétodo de los resortes lineales elasticos considerando el peso del suelo.
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- Métodos empiricos

El método mas comunmente usado en la practica corresponde al semi-espacio elastico
analogo y en segundo lugar se encuentra el método de los resortes lineal elasticos sin
considerar el peso del suelo.

En el apéndice A.1 de esta tesis se hace una breve descripcion de los dos métodos y se
exponen las formulaciones utilizadas en el desarrollo del método del semi-espacio elastico
que es el mas usado.

3.2 Movimiento oscilatorio

El movimiento oscilatorio o movimiento arménico simple es el modelo mediante el cual son
mas comunmente analizadas las vibraciones causadas por las maquinas de movimiento
alternativo, de tipo rotativo o de impacto a los sistemas fundacién suelo. Esto es en realidad
un modelo matematico representado por el clasico sistema de un grado de libertad con
amortiguamiento viscoso consistente de una masa, un resorte y un amortiguador. La
experiencia ha demostrado que este es un modelo que representa satisfactoriamente el
analisis dinamico de un sistema maquina-cimentacion-suelo, aunque el sistema real puede
no asemejarse fisicamente al modelo matematico.

3.2.1 Oscilaciones libres?

Los ejemplos mas clasicos de oscilaciones, corresponden al caso de una masa que cuelga
de un resorte o un péndulo (en el vacio) y sin rozamiento mecanico, en la Figura 8 se
muestra la representacion grafica de los casos expuestos de movimiento oscilatorio.

La razon por la que se habla del vacio es porque un resorte o un péndulo, si se lleva a la
posicion perturbada (se le suministra energia potencial) y se suelta, estos se moveran
libremente de la posicién A a la posicién B indefinidamente, siempre y cuando no exista
ningun agente externo que se oponga al movimiento (p.e. el viento o cualquier otro tipo de
friccion).

2 http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/oscilaciones/libres/libres.htm
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Figura 8. Representacion grafica de oscilaciones libres (Fuente: El autor).

La ecuacion del movimiento segun ley de Hooke esta dada por:
F=ma=kx
Teniendo en cuenta que la aceleracién es la segunda derivada del desplazamiento con

. d?x .. . L
respecto al tiempo (a = F)’ la ecuacion del movimiento toma la forma de la siguiente
ecuacion diferencial:

. k . . . .
Si se hace —= w2, la ecuacién del movimiento toma la forma siguiente:
d?x
dt?

Donde w,, es la frecuencia propia o natural del oscilador.

-—w,2=0

La solucion de la ecuacion diferencial que describe las oscilaciones libres esta dada por las
siguientes expresiones:

X = Acos(w,t) = Asen(w,t + @)

dx
V= e Aw,Cos(wpt + @) = Aw,Sen(wyt)

En las cuales @ es el angulo de fase (g en las oscilaciones libres), X es la amplitud de
oscilacion del movimiento y V es la velocidad de la particula en cualquier instante de tiempo.

3.2.2 Oscilaciones amortiguadas?®

3 http://www.sc.ehu.es/sbwebl/fisica/oscilaciones/amortiguadas/amortiguadas.htm
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Cuando existe una fuerza que se opone al movimiento, la oscilaciébn pasa a ser
amortiguada, por ejemplo el resorte tiene rozamiento con el viento y el péndulo tiene
rozamiento en el eje de rotacion y con el viento.

Si tenemos un resorte y una masa “m” unida a él, al excitarlos (halarlos o empujarlos) este
reacciona con una fuerza F = —kx (Ley Hooke). El amortiguamiento es una fuerza opuesta
a la velocidad (p.e. rozamiento) Fr = —CV, que también se opone al movimiento, por ello
un resorte entra en oscilacién y gradualmente disminuye su amplitud hasta que se detiene,
en la Figura 9 se muestra la representacién grafica del movimiento oscilatorio amortiguado.

————— B
CV =
kx b o O (‘_2
e S
Ley de Hooke J
————— A

Figura 9. Representacién grafica de oscilaciones forzadas (Fuente: El autor).

En este caso la ecuacion del movimiento amortiguado esta dado por:
ma = —kx — CV

d

2
Reemplazando la aceleracion y la velocidad por sus definiciones en derivadas (a = d—tf, V=

dx . s .. . . . . s
E)’ la ecuacion del movimiento amortiguado toma la forma de la siguiente ecuacion
diferencial:

I e k=0
M at? de T

. C . k . . . . .
Si hacemos —= 2y, Y sabiendo que = w,2, la ecuacion diferencial del movimiento

amortiguado queda de la siguiente forma:
d?x +o dx
dez TV

La solucion de la ecuacion diferencial que describe el movimiento amortiguado esta dada
por las siguientes expresiones:

+ W, 2x =0
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X = Are Vi sen(Wrt + @)

dx
V= == —yAre " sen(Wrt + @) + Ape Y Wycos(Wrt + @)

Donde

Wi =W,? = y%, 0, Wy = |=- (L)Z

2m
A: amplitud del movimiento

wy,: frecuencia angular o natural del Sistema

Si el amortiguamento es grande, y puede ser mayor que W,,, y W, puede llegar a ser cero
(oscilacion critica) o imaginaria (oscilacion sobre amortiguada), lo cual quiere decir que el

sistema se quedaria estatico, no entraria nunca en movimiento.

Condiciones iniciales

La posicion inicial (X,) y velocidad inicial (V;), para t = 0 determinan la amplitud (A7) y la

fase inicial (@), asi:
XO = ATseTl@
Vo = —yArsen® + ArWycosd

Resolviendo este Sistema de ecuaciones se obtiene:

Vo + vXo\?
4y jxoz+(_o r¥o)

Wr

X W-
L tg® = oWr
Vo +vXo

o=t (3 y - ()

Y sen®

En la Figura 10 se muestra la gréfica tipica de las oscilaciones amortiguadas.
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Figura 10. Grafica tipica de oscilaciones forzadas (Fuente:
http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/oscilaciones/amortiguadas/amortiguadas.htm).

Como puede verse la amplitud en el movimiento amortiguado no es constante, como en el
caso de las oscilaciones libres, y el angulo de fase puede ser diferente de /2.

El maximo desplazamiento ocurre cuando la velocidad es cero (0), que se da al inicio del
movimiento, entonces si V = 0 y despejamos Wt + @ se obtiene:

W, tg~! (%) — @ +nm
tg(WTt+(Z))=7:>tn= ” n=12..

3.2.3 Oscilaciones Forzadas en estado estacionario*

Ya se vio que la oscilacién es libre cuando ninguna fuerza externa interfiere el movimiento
y es amortiguada cuando alguna fuerza proporcional a la velocidad del movimiento se
opone a este, en este caso el oscilador se detendra en alguin momento.

Ahora, si se quiere que el oscilador amortiguado siga moviéndose con una amplitud
constante, es necesario aplicarle una fuerza externa que garantice esto. Esta fuerza debe
ser oscilante (fuerza impulsora), y actuar con una frecuencia angular propia (wy). El

4 http://www.sc.ehu.es/sbwebf/fisica/oscilaciones/forzadas/forzadas.htm
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movimiento con que el sistema se desplaza cuando actia esta fuerza es diferente que
cuando deja de aplicar dicha fuerza.

En una oscilacion forzada la frecuencia angular con que el sistema oscila pasa a ser igual
a la de la fuerza impulsadora, y cuando se esta en esta condicion se denomina movimiento
estacionario del oscilador impulsado; pero existe una etapa previa a dicha condicion
llamada transitoria, en donde la frecuencia natural del oscilador (w,) y la frecuencia de la
fuerza impulsadora (wy) son muy importantes. En la Figura 11 se muestra la representacion

grafica del movimiento oscilatorio forzado.

————— B
CV =
kX L+ o 0] g
e °
Ley de Hooke i
————— A

Fo=Cos(w t)

Figura 11. Representacion grafica de oscilaciones forzadas (Fuente: El autor).

En este movimiento actuan fuerza del resorte (—kx), fuerza de rozamiento (CV) y la fuerza
oscilante (Focos(wyt)).

La ecuacion del movimiento oscilatorio forzado esta dada por la siguiente expresion:
ma = —kx — CV + Fycos(wyt)

Con aceleracion y velocidad en términos de derivadas la ecuacion del movimiento
oscilatorio forzado es representada por la siguiente ecuacion diferencial:

d?x dx
m——+c—

= F,
72 It + kx oCos(wrt)

Pagina 30 de 113



. Cc . k . x . . ..
Si hacemos —= 2y, y sabiendo que —= wy,2, la ecuacion diferencial del movimiento

oscilatorio forzado queda de la siguiente forma:
d?x dx

F,
2. %0
Iz + Zy—dt +w,x = m cos(wft)

La solucion de esta ultima ecuacion, que es la ecuacion diferencial lineal completa, se
compone de dos términos.

1. El estado transitorio que depende de las oscilaciones iniciales (Wr).
2. El estado estacionario, independientemente de las condiciones iniciales, y que
permanece después del primer estado (W;).

X = Are ™V  Cos(Wrt £ @) + A, Cos(Wst F §)

dx
V= pri Awg Cos(Wrt + 6)

Donde:

k
Wr =\Jwp?— y%,0wp = ;_(ﬁ)z

Se obtiene A4, y § al hacer que se cumpla la ecuacioén diferencial lineal completa, asi:

F

e . F
Xmax = Ae = 2 > » 0, Xpax = Ae = > B
J(wnz—wf)2+4wfyz J(K—mwjzc)2+(6wf)
Con
_ Zwa , _ cwr
tgd = P 0,tgd = ma?
wr
0=tg" ()
Y
A,
A =
™ Seng

La amplitud 4, es maxima cuando:
1(C\? . , 1 2
op = Jor 1 (5. 6.0y = a2V, 00 = 11

Si la frecuencia de la fuerza (wy) es igual a la frecuencia del oscilador (w,,) se dice que el
sistema entra en resonancia. En ese caso el valor medio de la energia por unidad de tiempo
(P) es maxima.
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_ meg

(wf2-wi)m
P —_ 7, -

Yy, X =tand = Car

La frecuencia critica genera amortiguamiento critico y esta dada por:

(uc=(un\]1—2 (2\/%)

2

Donde:

C. = 2Vkm, 0, C, = 2mw,, (amortiguamiento critico)

3.2.3.1 Fuerza oscilatoria y Amplitud Maxima de oscilaciéon®

Se ha indicado en este capitulo que la fuerza oscilatoria (fuerza impulsora) que garantiza
que el movimiento se mantenga con amplitud constante es de la forma Fycos(wst). Ahora
bien, en un movimiento oscilatorio forzado la fuerza impulsadora lo que hace es garantizar
que el movimiento mantenga amplitud constante pese a existir una fuerza amortiguadora
que hace tender el movimiento a un estado de reposo. Es posible expresar la fuerza
impulsadora en funcion de las variables que intervienen en el movimiento
(m, wr, Xm, 6,C, k &), asi:

FoSen(a)ft) = —ma)szmSen(a)ft - 8) + Ca)meCos(a)ft - 8) + kaSen(a)ft - 6)

donde la amplitud maxima de oscilacion de la vibracion estacionaria producida por F =
Fycos(wyt) esta dada por

Fo

X, =
Jlk=ma)? + (coy)’

6 — tan_l &
k— maof2

5 http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/oscilaciones/transitorio/transitorio.htm
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4 Suelos Sometidos a Cargas Dinamicas Superficiales

El objetivo del estudio de cimientos sometidos a cargas dinamicas es la evaluacion tanto
de las vibraciones debajo del cimiento que soporta la carga vibratoria (principalmente
equipos/maquinas) como también las vibraciones en el area circundante.

El estudio de estas vibraciones comprende basicamente dos aspectos. Uno relacionado
con las propiedades dinamicas de los suelos de fundacion; y otro relacionado con el modelo
matematico usado para estimar las vibraciones en si.

4.1 Propiedades Dinamicas de los Suelos

Varios problemas en la practica de la ingenieria requieren el conocimiento de las
propiedades del suelo frente a una solicitacién dinamica. Existen muchos ensayos de
campo y métodos de laboratorio desarrollados para obtener las propiedades dinamicas del
suelo, los cuales son discutidos a continuacion.

En Colombia los ensayos de laboratorio dinamicos mas comunes son: moédulo resiliente y
columna resonante. En los ultimos afios se ha implementado en algunos laboratorios
universitarios los Bender Elements y el Triaxial Dinamico.

El médulo resiliente es comunmente utilizado para proyectos de pavimentos, y, aunque es
un ensayo con carga ciclica, solo arroja valores de la rigidez vertical de la muestra a una
misma frecuencia de carga; esto hace que este ensayo no sea usado para caracterizar
dindmicamente los suelos.

El ensayo de Columna Resonante, en cambio, es util para evaluar el médulo de corte y la
relacion de amortiguamiento a diferentes niveles de deformacion y para diferentes estados
de esfuerzo triaxial estatico. Este ensayo, tal como estd estandarizado, caracteriza
dinamicamente los materiales para un unico valor de frecuencia de vibracién, la frecuencia
de resonancia. Esta frecuencia es alta y muy diferente a la frecuencia de operacion de las
maquinarias. Lo mismo ocurre con los ensayos de propagacion de onda que usan Bender
Elements. Las frecuencias de vibracion de estos dispositivos son del orden de los
ultrasonidos.

Por otro lado, el equipo triaxial dinamico permite variar tanto magnitud como frecuencia de
carga. Igualmente permite la aplicacion de carga dinamica lateral y la medicién de la
relacion de Poisson. Mediciones locales dentro de la camara permiten evitar los efectos de
las condiciones de borde y de la rigidez propia del aparato.

El comportamiento dindamico de los suelos es tan complejo que para caracterizar
dinamicamente un suelo debe emplearse diferentes técnicas experimentales. La Figura 12
presenta el nivel de deformacion de algunas técnicas experimentales.
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Esfuerzo cortante (%)
Figura 12 Nivel de deformacién para diferentes técnicas experimentales

No solo es necesaria la implementacién de diferentes técnicas experimentales, igualmente
debe emplearse diferentes modelos constitutivos de cierta complejidad matematica para
interpretar los resultados de los ensayos, para finalmente poder predecir el comportamiento
del terreno sometido a cargas dinamicas. Modelos elasticos no lineales, viscoelasticos,
elastoplasticos, etc., aunque no estan ampliamente disponibles en nuestro medio, también
son empleados actualmente. La Tabla 1 presenta un resumen de estos modelos en funcién
de su utilidad segun el nivel de deformacion.

Tabla 1 Comportamiento del suelo y nivel de deformacion

- Muy pequefia Pequena Intermedia Grande
Deformacion
<1077 107<y <1073 103<y <107 y>107°
. Lineal No-lineal No-lineal visco-
Comportamiento " : e . Falla
Inelastico viscoelastico elasto-plastico

En la practica so6lo es necesario identificar el nivel de deformacién al que se vera sometido
el suelo y caracterizar el rango de frecuencia de operacién, para identificar el tipo de ensayo
a emplear en la caracterizacién. La Figura 13 presenta el nivel de deformacién para algunas
estructuras tipicas.
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Rangos tipicos de esfuerzos:

|«--+}@«—»| Muros de contencién
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Esfuerzo cortante, £, (%)

Figura 13 Nivel de deformacion del suelo en obras tipicas de infraestructura

Una caracteristica de los suelos es que estos no exhiben isotropia. El caso mas simple de
anisotropia es la isotropia transversal. Este caso particular de anisotropia es identificada
mediante técnicas experimentales modernas. Actualmente es reconocido que muchos
depdsitos de suelo presentan esta condicidn de anisotropia en la que la rigidez horizontal
es diferente que la rigidez vertical. Por lo tanto, actualmente se da por cierto que un suelo
se caracteriza mediante alguno de los siguientes juegos de parametros (ver Tabla 2).

Los parametros E, vy G expuestos en la Tabla 2 son médulo de elasticidad, relacién de
Poisson y médulo cortante, respectivamente y los subindices v y h hacen referencia a si el
parametro del suelo fue medido en direccion horizontal o vertical.

Tabla 2 Parametros drenados de los suelos (Fuente: El autor)

Set1 | E, E.\,, v, G,

set2 | E, E,V

vh?

G,, G,

Seta |E,E.V., v..G

v

Set 4 E.. Viv> Vin» Gps G,
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Para el caso no drenado pueden usarse las siguientes expresiones para evaluar los
diferentes parametros elasticos®.

o LB B E
1+ 2(1+v")  2(1+v")
Ve =055V = Ehu
Eu
o =l——L =1-y}
hh ZE: vh

Cuando el nivel de deformacioén es bastante pequefio, los valores de los moédulos de Young

y de corte son denominados valores de referencia: E(; E(lj o] Go (con el subindice 0). Estos

parametros, a muy pequenas deformaciones dependen, principalmente, de la relacién de
vacios, el estado actual de esfuerzos, la historia de esfuerzos, la fabrica y la estructura del
suelo.

Es asi que, diferentes técnicas experimentales permiten la medicién de diferentes tipos de
parametros. La Tabla 3 resume que tipo de parametro es medido por algunas técnicas
experimentales.

Tabla 3 Métodos para obtencion de varios parametros de rigidez (Fuente: Diaz R. Jorge

A.” - El autor)
Prospeccion Bender Columna Triaxial
Nt Down hole Cross hole
sismica element resonante avanzado
E'.E,
v Vv !
GvO Gv0 GvO ’ GhO GVO ’ GhO GvO ’ Gv ! '
E, Vi

4.1.1 Modulos dinamicos

Como se puede inferir de la discusion anterior, y usando el resumen presentado en la Tabla
3, los denominados modulos dinamicos son en realidad modulos elasticos a bajas

6 Gonzalez, M. (2001). "El Terreno". Edicions de la Unversitat Politécnica de Catalunya, Edicions
Virtuals: wwwedicionsups.es, pp. 240.

7 Diaz R. Jorge A.
https://www.google.com.co/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=14&ved=2ahUKEwjJ87Wg

ZXgAhWGNnFKKHY4YAjOQFjANegQIARAC&url=https%3A%2F %2Fwww.imt.mx%2Farchivos%2FP
ublicaciones%2FPublicacionTecnica%2Fpt420.pdf&usg=A0OvVaw0-2gEyFmgBNyqTrNaCJQ_W
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deformaciones (E(') E(‘j o) Go)- Ahora bien, teniendo en cuenta que a partir de una

frecuencia de carga entre los 20 6 30 Hz no se produce cambio de volumeng, se podria
decir que en la mayoria de pruebas dinamicas en suelo, los médulos dinamicos estimados

, . . . u .
corresponden a modulos no-drenados a bajas deformaciones, es decir, EO o Go-

En la presente tesis se utilizé un modelo elastico lineal para las simulaciones numéricas,
considerando asi que este tipo de modelo es suficiente para representar la respuesta
dinamica del suelo a las cargas vibratorias generadas por maquinas.

En el modelo elastico lineal, los pardmetros que determinan la rigidez del suelo son
unicamente el médulo de Young, E, y la relacion de Poisson, v. Ademas, es preciso incluir
algun modelo de amortiguamiento que permita la disipacion de energia del sistema
analizado, cuyos parametros dependeran del modelo empleado. En el caso de problemas
dinamicos, es mas comun usar el modulo de rigidez al corte, y, para representar la rigidez
del suelo, aunque este se relaciona directamente con E y v, en la Tabla 4 se muestra una
serie de relaciones entre parametros elasticos.

En esta tesis no se uso ningun parametro de amortiguamiento para simular la disipacién de
energia porque el modelo no incluye variables para dicho parametro.

Tabla 4 Correlaciones para obtencién de varios parametros de rigidez®

(4,6) (E,G) (K. A) (K,G) (4,0) (G,v) (E,v) (K,v) (K,E) (M,G)
ke 26 EG 1+v 2G6(1+v) E 4G
= | M3 | 3G66=F 3 3(1L—_2v) 3120 M-—
_ 31+ 2@ K—2 9KG A1 +v)(1 -2 3K(1 3M — 4
= At G K3K—J 3K+c v 26a+m _ - 2v) ¢
_ E—-2G 2G 2Gv v 3Kv 3KBK-E)|
+= ‘3c—% K-= 1-—2v | d+w(d-2v) 1+v ok—g | "%
G= 3K—/1 11—21/ E 3K 1-2v 3KE

2 2v 2(1+v) 20+v)| 9K-—E

a s E 1 y 3K - 2G 3K—-E M-2G
T 1 20+0) | 26 3k—21 | 2B3K+G) 6K 2M — 26
M 4G-E| 3K 4G 1-v 1-v 1-v 1-v 3K+E
= At 3G-E| —2A K+3 A X1 | "aewa-o] ¥ty | Kek—F
Modulo de compresibilidad (K), Médulo de Young (E), Primer parametro de Lamé (1),
Modulo de corte (G=u), Coeficiente de Poisson (v), Médulo de onda P (M)

4.2 Modelos Matematicos en Dinamica de Suelos

En ingenieria geotécnica se puede dividir el fendmeno de transmision de vibraciones en
dos grandes casos. Un caso general donde las ondas mecanicas son producidas al interior
del suelo y se propagan hasta la superficie generando vibraciones transitorias que afectan
el normal funcionamiento de las obras de infraestructura.

8 Rondon, H. Alexander. Reyes, F. “Deformacion permanente de materiales granulares en
pavimentos flexibles: Estado del conocimiento”. pp. 77
% https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%B3dulo_de_Young
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Los agentes generadores de estas ondas al interior de la tierra pueden ser sismos,
explosiones mineras, o el transito de trenes subterraneos. Otro caso general es aquel donde
las ondas son generadas en la superficie del suelo. Estas vibraciones son producidas
naturalmente por perturbaciones de diferente indole, o por la interaccion humana con el
terreno. Las de mayor importancia, por su magnitud, son las producidas por el hombre. Las
vibraciones superficiales producidas por el transito de vehiculos o por equipos mecanicos,
son las mas comunes.

Las ondas producidas al interior del terreno sea por agentes naturales o antrdpicos,
producen dos tipos de ondas. Estas ondas se diferencian entre si por el tipo de deformacién
que generan a su paso. Estas ondas son: las Ondas P y las Ondas S. Las primeras, las
ondas P, son las ondas que trasmiten esfuerzos normales y la deformacién que generan es
volumétrica al generar una deformacion en la misma direccion de la propagacion (ver
figuras 14(a) y 14(b)).

Compresionales Medioinalterado
< N b ~\
(a)
¥y
N 4 | —— e
Rarefacciones .
Longitud de onda Medioinalterado
/ \
(b) SERNNSNNANEEEZ

Longitud de onda

Figura 14 Tipos de ondas de cuerpo. a) Ondas P y b) Ondas S (Fuente: Steven L.
Kramer, “Geotechnical Earthquake Engineering”, P. 19)

El otro tipo de ondas de cuerpo son las ondas S. Estas ondas transmiten esfuerzos
cortantes al generar distorsion (cambio de forma sin cambio de volumen) en planos
diferentes al de la propagacién de la onda.

Cuando las ondas de cuerpo P y S alcanzan la superficie del terreno, contacto entre tierra-
aire o tierra-agua, se generan por lo menos dos ondas que se propagan en una franja
bastante reducida cercana a la superficie. Estas ondas son las Ondas Rayleigh y las Ondas
Love, respectivamente, que son las causantes de los dafos producidos por los sismos en
las construcciones (Ver ondas de superficie en Figuras 15(a) y 15(b)).
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Figura 15 Ondas de superficie. a) Ondas Rayleigh y b) Ondas Love (Fuente: Steven L.

Kramer, “Geotechnical Earthquake Engineering”, P. 20)
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5 Ecuaciones Diferenciales y Analisis Numérico

Normalmente en la academia y el ejercicio de profesiones que estan directamente ligadas
con la solucién de problemas de ciencia e ingenieria se hace uso del analisis numérico,
esto debido a que muchos problemas fisicos y de ingenieria son adecuadamente
representados por ecuaciones lineales, polindmicas, exponenciales, diferenciales, etc.,
convirtiendo muchas de estas soluciones en resolucion de problemas de matematica
aplicada. Debido a que la mayoria de los problemas de la matematica aplicada no disponen
de soluciones analiticas se ha vuelto necesario la aplicacién de métodos numéricos para
poder resolverlos.

El analisis numeérico es entonces el estudio de algoritmos para la solucion de problemas de
la matematica continua y este a su vez hace uso de la computacion cientifica, la cual puede
definirse como el disefio e implementacion de estos algoritmos numéricos para problemas
de ciencia e ingenieria.

En particular en esta tesis fue de interés el problema de las ecuaciones diferenciales, debido
a que el algoritmo en que se basa esta se ha desarrollado para un problema geotécnico
que es representado a partir de ecuaciones diferenciales.

5.1 Ecuaciones Diferenciales Parciales

Los problemas de ingenieria como transferencia de calor, flujo de agua subterranea,
propagaciéon de ondas electromagnéticas, deformacién elastica de sdlidos, ente otros, son
descritos de manera general mediante ecuaciones diferenciales parciales (Reddy, 2006).

Las ecuaciones diferenciales que describen estos fendbmenos se enmarcan dentro de
alguna de las siguientes tres clases: eliptica, parabdlica o hiperbdlica (LeVeque, 2005).

5.1.1 Ecuaciones diferenciales Elipticas

Estas ecuaciones describen problemas estables (en equilibrio) de valor de frontera donde
la dimension temporal no es tenida en cuenta (Lynch, 2005). Su representacion matematica
es la siguiente:

Viu=f(x)

Pertenece a este grupo los problemas estacionarios de flujo de calor, flujo de agua
subterranea, y las ecuaciones estacionarias de Navier.

5.1.2 Ecuaciones diferenciales Parabdélicas

Cuando se analizan problemas transitorios no oscilatorios aplican las ecuaciones
parabdlicas. Como se considera que las variables dependientes varian en el tiempo en una
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sola direccion, solo es requerida la derivada de primer orden con respecto al tiempo. La
forma general de estas ecuaciones son (Lynch, 2005):

u, =V (kvu)

Los fendmenos que entran dentro de este caso son la transferencia de calor y la
propagacion de ondas en una direccion, la consolidacién del suelo, entre otros.

5.1.3 Ecuaciones diferenciales Hiperbdlicas

Este es el caso de fendmenos de transmisiéon de ondas electromagnéticas, sonoras y de
deformacién en sdlidos. La forma general de estos fendmenos dinamicos, generalmente
oscilatorios, es:

U, =V(C*Vu)

5.1.4 Resolucion de ecuaciones diferenciales
Dada una funcion y = f(x), la derivada de dicha funcion es % = f'(x).

En la interpretacion elemental de la derivada se sabe que dada una funcion, y = f(x) cuya
grafica es cualquier curva en el espacio coordenado (x, y), la derivada de dicha funcion % =

f'(x) representa la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x), en cualquier punto
(x;, v;). Ver representacion grafica de la derivada en la Figura 16.

Yi
y=mx-+b,donde
m=dy/dx=Ff'(x) en (x;,y;)
(0] X

Figura 16 Representacioén grafica de la derivada (Fuente: El autor)

La forma mas sencilla de una ecuacion diferencial es:

Pagina 41 de 113



dy_ , _
— =@ =9

Resolver esta ecuacion diferencial es hallar la funciéon y = f(x) que al derivarla satisfaga la

s dy
funcién = g(x).

Algunas ecuaciones diferenciales se pueden resolver aplicando ciertas reglas sencillas
(reglas de integracion), en dichos casos la grafica de la funcion y = f(x), que es solucién
de la ecuacion diferencial, se obtiene graficando la funcién que resulta al resolver la
ecuacioén diferencial; pero cuando no es posible resolver por integracion una ecuacion
diferencial, entonces se hace necesario emplear analisis numérico. Luego de esto se puede
graficar la funcion y = f(x), que es solucion de la ecuacion diferencial.

5.2 Diferencias Finitas - DF

Las diferencias finitas se usan para llegar a la solucién grafica de la funciéon y = f(x), que
es solucion de la ecuacion diferencial dada.

El método de diferencias finitas tiene como filosofia el reemplazar cada operador diferencial
de la ecuacion en estudio, por aproximaciones de la definicion de derivada utilizando series
truncadas (finitas) de Taylor de orden arbitrariamente pre-seleccionado. A continuacion se
tratara de explicar en forma muy general en que consiste el método.

Sea la siguiente ecuacion diferencial:

a’y

Tz TP Z—z +q()y(x) = gx),

definidaena <x <b

Con yo =y = f(*0), Vs Yin+1) = f (Xns1) = Yy (véase Figura 17)
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El segmento de curva S es la
grafica de la funcion y=f(x)
que satisface la ecuacion
diferencial dada

—X

Figura 17 llustracion de la grafica de la funcion y = f(x), que es solucion de la ecuacion
diferencial (Fuente: El autor).

Se sabe que al dividir el segmento S en n intervalos iguales de longitud h lo suficientemente
pequenos, entonces la curva S estara formada por n segmentos de recta de pendiente m.

Por definicion la pendiente de cada segmento de recta esta dada por:

= DY Ve TYi Vi~ Vi
Ax X1 — X X=X

Xiv1 = X = X; — X = OAx

De donde resulta que:

dy _Yiv1 Vi
dx Ax
dy _Yi=Yia
dx Ax

Sumando las dos expresiones anteriores se obtiene el operador de diferencias finitas
centradas de las derivadas de primer orden, que sera el usado en esta tesis.

d_y _ Yi+1 — Vi-1
dx 2(Ax)
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Este es un método de aproximaciones locales que tradicionalmente usa una malla de
puntos regular, y métodos explicitos para la soluciéon de ecuaciones algebraicas (Gray,
1984).

Los pasos basicos para la implementacion del método de diferencias finitas son los
siguientes (Moczo & Kristek, 2004):

1. Creacién del esquema de diferencias finitas (DF). Esto contempila:
a. Generar una malla o red de celdas elementales en el dominio geométrico

b. Reemplazar las derivadas por los operadores de las series de Taylor para
los nodos internos, nodos de discontinuidades y nodos de frontera.

c. Construir el sistema de ecuaciones y resolver por algin método numérico
conocido las ecuaciones en diferencias finitas.

2. Analisis del esquema de diferencias finitas. Esto contempila:
a. Analisis de consistencia y orden de aproximacion (error por truncamiento)
b. Estabilidad
c. Convergencia

3. Célculos numéricos

La consistencia hace referencia a que el esquema en diferencias finitas se aproxima a la
solucion cuando los incrementos disminuyen, o lo que es o mismo que el error tiende a
cero cuando el incremento en el tiempo y el espacio tienden también a cero. La estabilidad
hace referencia a que a partir de un tamafio minimo de malla la precision de la solucién
varia poco aunque se siga disminuyendo este tamafio de discretizacion. Por convergencia
se hace referencia a que esa sensibilidad al tamafo de la discretizacion hace que la
solucién tienda asintdéticamente a un valor Unico en la medida que se hace el enmallado
mas fino (LeVeque, 2005).

5.2.1 Diferencias finitas con derivadas temporales 2D

Una ecuacion diferencial en dos dimensiones involucra dos variables espaciales.

Dada la siguiente ecuacion diferencial

du 0%u 0%u

- Pz TR |

definidaena<t< o
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Para el caso de una ecuacion diferencial en 2D, teniendo definidas las aproximaciones de
las derivadas, para el método de diferencias finitas, se reemplaza en la ecuacion diferencial
dada y se obtiene también una ecuacion discreta de diferencias finitas.

n+1 n-1 n n n n n n
iU T Ujpq —2u5 F Uy Uipq — 2U; +Uj_4

200 ° (A%)2 (A7)?

u

En este caso se tiene que el arreglo para la solucion del problema es una region
tridimensional que se divide en grilla de celdas cubicas, donde el plano x,z corresponde a
los incrementos espaciales y en elevacion cada cara x,z avanza un intervalo At que
representa el tiempo.

Para resolver la region tridimensional es necesario conocer unas condiciones iniciales y
unas condiciones de frontera: Estas normalmente son valores dados, iniciales y/o finales
y/o valores en los bordes de la regién, que se usan para iniciar los calculos a partir de la
ecuacioén discreta de diferencias finitas obtenida para el problema. En la Figura 18 se
muestra el esquema de la malla tridimensional para resolver numéricamente la ecuacion
diferencial.
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Figura 18 Modelo de la region tridimensional para resolver numéricamente la ecuacion
diferencial 2D en el dominio del tiempo (Fuente: El autor)

En el numeral 5.6.1 se explicara en detalle como se utiliza el método.

5.3 Historia de Ecuacion de Ondas Mecanicas

En Europa los problemas de vibraciones mecanicas comenzaron a tratarse formalmente a
mediados del siglo XVIII. Fue el fisico Jean le Rond D'Alembert (1746) quien estudio por
primera vez el problema de una cuerda vibrante y a partir de ello, por diagrama de cuerpo
libre, aplicando la segunda ley de Newton, limites y derivadas elaboré el primer modelo
apropiado para describir una onda. Leonhard Euler (1748), también logré demostrar una de
las ecuaciones de onda demostradas por D’Alembert, aunque tenia algunas diferencias con
este ultimo. El fisico Daniel Bernoulli (1753) logré también obtener un modelo matematico
para ecuacion de onda, analizando el problema de la cuerda vibrante, de una manera
diferente que D’Alembert. Beornoulli lo hizo superponiendo una serie de funciones
trigonomeétricas con dos argumentos, uno para el tiempo y otro para la longitud, dando como
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inicio al método de Separaciéon de Variables para resolver ecuaciones diferenciales
parciales. Este método fue sistematizado y formalizado por J. Fourier, medio siglo después,
para resolver la ecuacion de transferencia de calor propuesta también por él mismo.

5.3.1 Ecuacion de onda en una dimension de D’Alembert

La ecuacién de onda desarrollada por d’Alembert tiene su origen en el analisis de cuerpo
libre de un segmento As de una cuerda infinita de longitud L sometida a una tensién T'que
en equilibrio esta en linea recta. Como suposiciones basicas debe considerarse que si la
cuerda es perturbada se observara un desplazamiento transversal u de la cuerda que es
bastante pequefio comparandolo con la longitud L de la cuerda. Esto ocasiona que los
angulos « de la horizontal con cualquier tangente a la curva sean lo suficientemente
pequefios como para que el seno (@) sea aproximadamente igual a la tangente (a)y esta a
su vez a la relacion Au/Ax (eje vertical u eje horizontal x).

En cada extremo del segmento As, actuan fuerzas verticales que intervienen en el
movimiento (la Figura 19 ilustra las variables y suposiciones del método).

As Y T

\\ & TX

Tx— o i
)
T Ty
u
1 X dx~
Figura 19 llustracion de diagrama de cuerpo libre en una cuerda vibrante (Fuente: el

autor)

A*u . .
p As—:Tsma| —Tsina
L Atz X+AX X
Si la tension T se considera constante a lo largo de la cuerda y As se aproxima a Ax la
expresion anterior puede reescribirse como se muestra a continuacion.

|

Au
P e T il A

Au _p[Au
At

X+Ax
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AX
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Au_T X

P At? AX

X+Ax

Tomando los limites

i
Pulim e g

A A 2
T lim S Xlx) _pdu

Ax—0 Ax Cb(z

X+AX

Obtenemos la ecuacion de onda en una dimension
du ,d%u T
2 ¢ =7
dt dx PL
5.3.2 Ecuacion de onda en una dimension de Bernoulli

La idea clave de Bernoulli fue obtener la ecuacién de onda como una superposicion de
ondas sencillas, para ello se partié de la suposicion que el desplazamiento transversal ude
la cuerda puede expresarse como el producto de dos funciones independientes, una
dependiente del espacio y la otra dependiente del tiempo:

u(x,t)=X(x)-T(t)

Ahora se supone que es posible separar la dependencia de u(x, t) en las dos variables
independientes y se sustituye u(x, t) dentro de la ecuacion de onda, para obtener:

X(x)-T"(t)=c*X"(x)-T(t)
Dividiendo la expresion anterior por ¢>X(x)-T(t), se obtiene:

')  X"(x)
c2T(t) X(x)

La expresion de la izquierda solo depende del tiempo (t), en tanto que la expresién de la
derecha solo depende del espacio x. Como x y t son variables independientes, esto solo es
posible si ambas expresiones son iguales a una constante A (independiente de x y t),
obteniendo las siguientes expresiones.

T"(t)
2T - A

X'(x)
X(x)
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La solucién a estas dos expresiones se realiza mediante métodos convencionales de
solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias. Puede verificarse que la solucion esta
representada por medio de funciones trigopnométricas oscilatorias. Aplicando alguna
condicion de borde (espacial) e inicial (temporal), se puede llegar a la solucion de la cuerda
vibrante propuesta por D. Bernoulli:

< kn kn
t)= > b, cos| —t |sin| —
)=25 (L] (LX]

5.3.3 Ecuacion de movimiento

A partir de la segunda ley de Newton puede derivarse la ecuacién de movimiento de un
continuo solido. La fuerza resultante en cualquier cuerpo finito y deformable en equilibrio,
se evalua mediante la siguiente expresion

deV+deA =0
A A

Donde F es el vector de fuerzas de cuerpo e inerciales que experimentan todas las
particulas, P es el vector de fuerzas de contacto aplicado aleatoriamente a lo largo de la
superficie externa del sélido y los diferenciales de volumen y area, dV'y dA, describen la
geometria del sdlido, el primero describe el volumen donde las fuerzas de cuerpo, como el
caso de la gravedad, ejercen su efecto y donde se desarrolla toda la inercia m, y el segundo
delimita un diferencial de area en la superficie con vector normal hacia afuera donde se
aplican las fuerzas de contacto.

La ecuacion anterior escrita en componentes es la siguiente (Mdller, 2007):
J.FdV + Ipun dA=0

Que al aplicar el teorema de integracion de Gauss

J.pun df = j Ps gy - IP,I dv = jv PdV

V J

La ecuacion de fuerza resultante esta dada por:

[(F+v-P)dv=0

\%
Esta integral sera cero siempre y cuando:

F*i+api1+api2+8pi3=0
0x, O0x, Ox,
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Siendo Fla suma de todas las fuerzas de cuerpo e inerciales. La ecuacion general de
movimiento, denominada también Ecuacién de Cauchy (Fridtjov, 2008), es
2
0 0 L;i :%+fi
ot OX

Teniendo en cuenta la ley de Hooke para materiales elasticos lineales, usando constantes
de Lamé, se obtiene:

p; = 7Lq(kaij + 2}16@
y las relaciones desplazamiento deformacién

1

01j Zz(ui,j +uj,i)
Se puede llegar a la ecuacion general de Navier (1821) que describe la deformacion de
solidos elasticos (para cualquier sistema de coordenadas):

2
p%:(i+2y)vv-u—nyqu+ f=0

Esta expresion puede presentarse en componentes y en coordenadas cartesianas (Heaton,
2005) asi:

o’ I R o’u,
L= f 4 Lr(A+2 !
ot JZ::‘ # ox; ( ﬂ)ﬁxiﬁxj

o,

5.3.4 Frentes y Tipos de onda

Un campo de desplazamiento u puede dividirse en dos componentes ortogonales u;
(longitudinal) y ur (transversal). La componente longitudinal no tiene rotacional y la
componente transversal no tiene divergencia (Lautrup, 2011).

u=u, +u;
Vxu, =0
V-u, =0

Como las fuerzas de gravedad pueden despreciarse (Lamb, 1904) la ecuacién de
movimiento de Navier puede reescribirse para cada uno de los campos de desplazamiento
longitudinal y transversal segun la siguiente expresion:
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2

P%(“L +up)=(A+2p)V V-(u, +u; ) —puVxVx(ug +u;)=0

Para las componentes longitudinales:

2

p@@uzL =(A+2n)V V-u, —pVxVxu, =0
t R

es igual a cero

2
LZ@ ‘12L =V’y, con o = At2u
o ot p

Para las componentes transversales:

2

p%uT =(A+2u)V V-u, —pVxVxu, =0

es igual a cero

——u, =Vu, con pr=t
p

Las expresiones anteriores permiten deducir que tanto la solucién para u; y como para ur
corresponden a ondas, y que estas se propagan a diferentes velocidades segun
coeficientes ay B. Dado que la divergencia de las ondas transversales ures cero, se deduce
que solo las ondas longitudinales u; generan cambios de presién, por lo que se denominan
ondas compresionales (onda-P). A las ondas transversales se les conocen como ondas
cortantes (onda-S).

De la definicion de las ondas compresionales y cortantes se desprenden las siguientes
soluciones a la ecuacion de Navier, que corresponden a ondas planas unidimensionales
para medios no dispersivos (Heaton, 2005).

Onda-P plana

u(x,y,z,‘[):f(t—i]ﬁx

o
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que corresponden a un campo de desplazamiento paralelo a la direccién de propagacion
(eje x).

Onda-S plana vertical

u(x,y,z,t):f(t—g}iy

que corresponde a un campo de desplazamiento en direccion vertical (eje y) perpendicular
a la direccion de propagacion (eje x)

Onda-S plana horizontal

u(x,y,z,t)zf[t—%}ﬁl

que corresponde a un campo de desplazamiento en direccién horizontal (deformacién en
eje z) perpendicular a la direccidon de propagacion (eje x).

6 Propagaciéon de Ondas P-SV en Medios Heterogéneos: Velocidades-
Esfuerzos por Método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo

En este capitulo se discute el analisis de distribucion de esfuerzos y desplazamientos dentro
de un dominio de suelo bidimensional bicapa, no homogéneo, semi-infinito y elastico. Pero
el analisis es abordado para el caso particular de suelo sometido a cargas verticales
sinusoidales aplicadas en la superficie. El analisis se realizara mediante el método de
diferencias finitas en el dominio del tiempo FDTD (por sus siglas en inglés).

El método se empleara para la solucién de las ecuaciones visco-elastodinamicas en forma
diferencial por medio de diferencias centradas, las cuales son obtenidas a partir de la
expansioén de Taylor, que sirven para discretizar los campos de velocidades y esfuerzos. El
método de FDTD establece una relacion geométrica, por ejemplo la celda de Yee, que
consiste en discretizar el modelo en tiempo y espacio, dividiendo un cubo en varios cubos
pequenos, donde los vértices de los cubos forman la red tridimensional para el muestreo
espacial de las componentes vectoriales de los campos de velocidades y esfuerzos (en el
numeral 5.3 se explica a partir del modelo de Virieux).

Para resolver los problemas dinamicos de deformacién es necesario conocer aspectos
basicos de ecuaciones diferenciales, métodos numéricos, programacion en lenguajes de
computacidén, mecanica de materiales y teoria de ondas. En este capitulo se describen
brevemente estos aspectos. Para el desarrollo matematico se utilizaran las siguientes
convenciones (Fridtjov, 2008):
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U, =— U;=—
ot ox,
o’u 0
Uy =%7 V= € —
ox’ OX.
fl :gi 5 _ 82 _ 82
% ox % OX.

6.1 Modelamiento Numérico de la Ecuacion de Onda

Los principales avances en el desarrollo de soluciones cerradas y aproximadas de la
ecuacion elastodinamica de onda fueron debido a sismoélogos. En la literatura abundan
articulos cientificos y libros técnicos presentando innovaciones en esta area de la
Geociencia. La principal motivaciéon para los sismologos ha sido la interpretacion de
Sismogramas. La industria petrolera ha patrocinado gran variedad de estos estudios.

En el articulo que enmarca el fundamento tedrico de esta tesis de grado se presenta la
integracion de variaciones de la ecuacion de onda mediante diferencias finitas en el dominio
del tiempo, DFTD. Esto significa que existen diferentes formas de integracién segun el tipo
de ecuacioén elastodinamica utilizada y el esquema DFTD seleccionado. A continuacion se
presenta una breve descripcion de estos avances.

6.1.1 Formulacién desplazamiento y esquema convencional

Esta formulacion de la ecuacion elastodinamica es el resultado de reemplazar directamente
los esquemas de DF seleccionados, en la ecuacion de Navier. Estos corresponden a los
primeros esquemas de DF desarrollados en codigos de computacion.

Los articulos de (Alterman & Karal, 1968) y (Kelly & Ward, 1976) presentan este tipo de
formulacion. La integracién es explicita y el esquema de DF es central truncado para error
de orden 2.

Estos son esquemas de DF convencionales en cuanto a que presentan tres ecuaciones
algebraicas independientes para cada direccion de desplazamiento, resolviendo
independientemente cada una de ellas para el tiempo (t+1) y usando los valores de
desplazamiento hallados en el tiempo ty (t-1).

6.1.2 Formulacion velocidad — esfuerzo y esquema de malla intercalada

Esta formulacioén considera las ecuaciones de movimiento y la ley de Hooke por separado.
Para evitar las ecuaciones diferenciales hiperbdlicas de segundo orden en el tiempo, utiliza
como variable la velocidad y no el desplazamiento. Utiliza esquema de DF central para la
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ecuacion de movimiento (expresada en velocidad) y diferencias hacia adelante en las
ecuaciones de esfuerzo, en una malla donde cada variable dependiente (y parametro de
material) se evalla en un punto que esta desplazado con respecto a otra variable
dependiente.

Los articulos de (Virieux, 1984) y (Virieux, 1986) son ampliamente referenciados en el
medio académico.

El trabajo de Jean Virieux titulado “P-SV Wave Propagation in Heterogeneous Media:
Velocity-Stress Finite-Difference Method” publicado en 1986 (Virieux, 1986), presento las
ecuaciones elastodinamicas integradas con diferencias finitas de segundo orden de
aproximacién, en el dominio del tiempo y en coordenadas cartesianas, aplicable para
medios heterogéneos generales, donde la homogeneidad es un caso especial.

En su articulo, Jean Virieux usa las ecuaciones elastodinamicas basicas donde se relaciona
la aceleracion inercial de la particula con el cambio de esfuerzos a lo largo de esta. Mediante
operadores de diferencias finitas centradas de un paso presenta las expresiones
generalizadas para la integracion DFTD en medios heterogéneos mediante un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden. Se dice que son centradas de un paso debido a
que Yee usa diferencia finita espacial de +'2Ax y diferencia finita temporal de +V2At,
alrededor del punto de observacién, en vez de usar Ax 6 At, dando lugar a un operador de
diferencia finita con cociente Ax o At, en lugar de, 2(Ax) o 2(At), como ocurre en los
esquemas convencionales.

Para llegar a las ecuaciones originales de la elastodinamica contrae en el dominio espacial
las ecuaciones de Navier.

6.2 Ecuacion Diferencial Elastodinamica

A partir de la ecuacion de Navier en coordenadas cartesianas (Ecuacion 1)

o°u. 31 9% o’u.
L= f + Lr(A+ ! Ec. 1

Y las definiciones de ondas planas de P-SV para las dimensiones X e Z (Ecuacién 2)

ondaP = f (t —ij X (Ec. 2a)
o
ondasv = f (t—ﬂjz (Ec. 2b)
04
Us ),
ondaP = f (t ——3J i (Ec. 2¢)
(94
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ondaSV = f(t—uijk (Ec. 2d)
(04

Se puede obtener las expresiones de la propagacion de onda SH, reemplazando esta
solucion dentro de las expresiones expandidas de Navier. Por ejemplo, si definimos

u=u="f(xzt) u,=0 u=v="Ff(xzt) (Ec.é&)a, b,
Y se expande la Ecuacion 1 usando Ecuacion 3 se obtiene (Ecuacion 4)

pg?;=y2)2(l2]+ygig+(l+y)%+(l+y)§gz (Ec. 4a)

pgz\zl:ygi\zl+y2§¥+(ﬂ+y)%+(ﬂ+y)§;§z (Ec. 4b)

Ya que la componente de desplazamientos en Y son nulos y las direcciones 1, 2, 3 son
respectivamente X, Y, Z. Haciendo la siguiente manipulacion de la primera expresion se
obtiene (Ecuacion 5).

Fu o oul o au) o(.ov) of ov
—=—(A+2u)— |[+—| pg— |[+—| A— |+—| u— Ec. 5
P 6x{( /J)éx} az(”azj ax( azj 8z(ﬂaxj (Fe.9)

Para llegar a (Ecuacion 6)

@—ﬁ{(mz )8_u+/1@}rg (@+a—u] (Ec. 6)
P o~ o Wax "o | | M\ ox " @ '

De la misma manera, usando la segunda expresion para desplazamiento en Z, se llega a
la siguiente expresién (Ecuacién 7)

v_o (@ﬁ_“j +§[(1+2 )@ma—“} (Ec.7)
a oax|P\ax )| & Mo o '

La Ecuacién 6 vy la Ecuacion 7 son ecuaciones contraidas de Navier en el dominio del
espacio. Recordando, por mecanica del continuo, las definiciones de esfuerzos.
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o, =(A+2u)—+1— Ec. 8a
o=l ﬂ)ax oz ( )
ov ou
=(A+2u)—+1— Ec. 8b
o, =( ﬂ)az P~ (Ec. 8b)
O,, =0, = [@+8_uj (Ec. 8c)
Xz X ILl aX az .

Teniendo en cuenta que la aceleraciéon es la derivada de la velocidad y usando las
definiciones de esfuerzos de la Ecuacion 8, se puede re-escribir Ecuacion 6 y Ecuacion 7
como (Ecuacion 9)

pgzg(%pg(%) (Ec. 9a)
N 0 0
E—&(O'XZ)‘FE(O'ZZ) (EC gb)

Tomando derivadas con respecto al tiempo a cada una de las expresiones de la Ecuacion
8, se obtiene (Ecuacion 10)

—X = (A4+2u)—+ 1 — Ec. 10
e e PV (Ec. 102)
oo o au
Z=(A4+2u)—+A— Ec. 10b
el G ( )
0% _ (@+@j (Ec. 10c)
a “lox a '

De esta manera se obtienen las ecuaciones diferenciales visco-elastodinamicas usadas por
Jean Virieux en su articulo, que se pueden agrupar como sigue (Ecuacién 11)

N _p[ %, 9% (Ec. 11a)
ot OX 0z '
N _p( 9%, 9%n (Ec. 11b)
ot OX 01 '
oo ou v
X = (A+2u)—+A— Ec. 11
a TGS A (Ec. 11c)
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oA
—Z =(A4+2u)—+ A1 — Ec. 11d
o~ A2 A (Ee. 11d)
00 _ (@+@j (Ec. 11e)
a & '

Donde b es el inverso de la densidad.

6.3 Esquema de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo Virieux 1986

El método de FDTD analiza el problema de distribucion de esfuerzos en pequefas
particiones espaciales al dividir la regién del espacio 2D en una grilla espacial en la cual las
velocidades y los esfuerzos son alternadamente distribuidos en posiciones discretas con el
fin de poder resolver las ecuaciones visco-elastodinamicas. Las derivadas parciales son
discretizadas reemplazandolas por operadores de diferencias finitas, en el espacio y en el
tiempo, para convertir las ecuaciones diferenciales en aproximaciones de tipo algebraico.
Hecho lo anterior, las ecuaciones de diferencias finitas permiten calcular el valor de las
derivadas de una funcién en un punto a partir de los valores de la funcion en otro punto del
dominio, previa construccion de un arreglo de ecuaciones que calcule los campos en un
instante de tiempo futuro con base en los valores de campo en un instante pasado.

Se dice que es distribuido por la condicidon del enmallado y porque utiliza adicionalmente el
algoritmo de Yee (Schneider, 2014), donde con los valores actualizados de velocidad que
son calculados en (t+1/2) calculan los esfuerzos en (t+1). El algoritmo de Yee usa la celda
de Yee, donde se tiene un modelo en 3D que consiste en un cubo dividido en cubos
pequenos, donde los vértices de los cubos conforman la red tridimensional y representan
los campos. En el caso del modelo de Virieux se tienen campos de velocidad y campos de
esfuerzos y estos estan desfasados entre si /4t. Cada componente del campo Vx (U) esta
rodeado de cuatro componentes del campo Vz (V) y viceversa, estos en un tiempo (t+1/2).
Cada componente de campo de esfuerzo esta rodeado de cuatro componentes de otro
campo de esfuerzos, estos en un tiempo (t+1), y los campos de velocidades estan
localizados en los vértices de cubos formados por velocidades y estos a su vez se
encuentran en el centro de las aristas de cubos formados por esfuerzos en sus vértices
(intercalados), véase figuras 20 y 21.

Siendo que los operadores de diferencias finitas centrados de segundo orden respecto al
espacio pueden ser escritos de la siguiente forma:

du.. U u. U

= . . —U. .

i,j i+1,]j i-1,j i+1/2,] i-1/2,]
~ ~ Ec. 12
dx. 2A A ( )
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Los operadores de diferencias finitas centrados de segundo orden respecto al tiempo
pueden ser escritos de la siguiente forma:

kt: k-2
av@zt) _ Yon Yo (Ec. 13)

dt At

Al reemplazar los operadores centrados con paso de un delta (ecuaciones 12 y 13) en las
Ecuaciones 11(a, b, ¢, d, e) y despejando para el tiempo k+%%, en el caso de las velocidades,
y para el tiempo k+1, en el caso de los esfuerzos, se obtienen las expresiones discretizadas
del articulo (Virieux, 1986).

A continuacién se usaran las siguientes convenciones para las derivadas de velocidades y
esfuerzos:

Qvy _du 90U v, _9v _ 9V gy _ 0Y 0gz; _ 0T 0oy _ O

at ot ot’ a8t a4t ot ot at’ ot at’ ot at

Por tanto los operadores de diferencias finitas para la Ec. 11e quedan asi:

Ek+1 —Ek k+l k+l v, 2 —y, 2
0= _ () (43 ou _YaisnUep  ov _ (#3i+5) (i3i+3) (Ec. 14a,b,c)

ot At T ox At ' 0z At

Para entender la configuracion de los subindices de (i,j) es necesario remitirse a las
Figuras 20 y 21 donde se puede apreciar claramente como estan organizados en la grilla
los subindices.

Como se muestra, a continuacion, se presenta el reemplazo de los operadores de
diferencias finitas (Ec. 14a, b, ¢) en la Ecuacién 11e.

1 1
mk+1 mk k+l k+l Vk+2 _ Vk+2
-, Tel 1 Z_U 2 N 1.1

Lty Wity Lj+1 ij ity it
—_—=m, 1———+m. . 1
At Lj+y Az Ljty Ax

: mk+1
Despejando Hl,j%

)

nk+l _ ok At k+§ k+% At k+§ k%
2 ETL=E" 1+m U U . ?|+m V.2 .,-V * .| (Ec.15e)

L. 1T P - P S
i+ Lj+> ij+1 i Lj+s i+L i+l e
l,]+2 J > Az J J J 2 Ax l+2,]+2 i 2,]+2
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De la misma forma de obtienen las ecuaciones 15a, b, c, d

1 1
k+= k—> At At
U 2=U  2+b;;— - — |8k | —&k Ec. 15a
L TRl (ZHZ,J Zz—— > ”Az( Lty iy ( )
1 1
k+= k—= At At
V2=V % +b 1, 1—<5k ) (T.kl. —T.k1.> (Ec. 15b)
i+5)+5 45, +5 i+5J+5 Ax \ i+l ]+— l]+— l+2]+ Az i+5,j+1 i+5,]
At ks ki
k+1 k 2 2
= +(l+2m) 1. — 1% -V Ec. 15¢c
Zi+%.j Zi+%.j ( )l+%.1 Ax( 1y T ) i3] Az( ajts s ]—%> ( )
At [ k+d +2 At [ k+d ki

TF =TF, +(+2m V2 _v +1o1 —(U, 5~ U 2 Ec. 15d
) itp) ( ); i3 Az \ ksl ki 1) T Cegiax \ Uit T T ( )

At [ K+l K+t At [ K+l Kt+a

ck+1 _ ok 2 2 2 2
) =& +m_ . U.:-U..71+m, . %4 4 Ec. 15e
ity Ljta L,J+%Az< Lj+1 Tij > 1.1+%Ax< ithjte  ipjta ( )

En donde

e k es el indice para discretizacién del tiempo.
e i,json los indices para discretizacion de los ejes X y Z respectivamente.
e At es el tamafio de la cuadricula del tiempo (tamano de paso del tiempo).

e Axy Az representa el tamafo de la cuadricula para los ejes X y Z respectivamente
(tamafo de paso del espacio).

e lym representan coeficientes de Lamé (4, p); [/1=—(1+,,;]g_2,,)

b wle=n=i-

21+v)1°

o (Ui,j,Vl-,j) = (v,,v,) son las velocidades numéricas en tiempo (k + %)At que son
calculadas para velocidades en tiempo (k — %)At y esfuerzos en el tiempo kAt, es
decir, las velocidades quedan calculadas en instantes intermedios de tiempo con
base en velocidades del instante anterior y esfuerzos del instante anterior.

e (3, E,T) = (Oxx, 044, 0x,) son los esfuerzos numéricos en el tiempo (k + 1)At que
son calculados explicitamente para velocidad en el tiempo (k — %2)At y esfuerzos
en el tiempo kAt, es decir, los esfuerzos quedan calculadas en instantes enteros de
tiempo para velocidades del instante anterior y esfuerzos del instante anterior.

De esta forma, conocidas las velocidades y esfuerzos de un instante de tiempo anterior, se
podra calcular velocidades y esfuerzos de un instante de tiempo actual, luego se actualizan
las velocidades y esfuerzos del instante anterior con los valores de las ultimas calculadas y
se vuelve a calcular y asi sucesivamente se calculan nuevos valores para nuevos instantes
de tiempo.
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Es importante tener en cuenta que, como el dominio es el tiempo, las variables
dependientes se calculan en funcion del tiempo. Dado que las ecuaciones a resolver,
ecuaciones visco-elastodinamicas, estan constituidas por variables de velocidades y
esfuerzos, entonces es necesario partir de valores de alguna de las variables
correspondientes a un tiempo inicial, en este caso esfuerzos conocidos y condiciones
iniciales de velocidades, los que denominamos valores en un tiempo anterior, y a partir de
los correspondientes valores de velocidad y esfuerzo en el tiempo anterior, se calculan
velocidades y esfuerzos en tiempos siguientes y/o intermedios. Es asi que las variables de
esfuerzos van intercaladas en intervalos de Y2Af con respecto a las variables de velocidad,
entonces dan origen a una malla intercalada donde el primer nivel, en el arreglo
tridimensional, corresponde a las velocidades anteriores, el segundo nivel corresponde a
esfuerzos intermedios y el tercer nivel corresponde a las velocidades a calcular.

6.3.1 Malla intercalada

Las expresiones discretizadas de diferencias finitas de las ecuaciones diferenciales visco-
elastodinamicas, Ec. 15(a, b, ¢, d, e), tienen algunas particularidades frente a esquemas
anteriores. Cuando se usa mallas convencionales en DF (p.e. Z. Alterman y Karal (1968) o
K.R. Kelly et al (1976)) se suele usar formulaciones en desplazamientos, los subindices
entre desplazamiento avanzan un paso (intervalos enteros) y resuelven medios
homogéneos. En el caso de las expresiones discretizadas de diferencias finitas de las
ecuaciones diferenciales visco-elastodinamicas se emplean formulaciones en velocidad-
esfuerzos, los subindices entre velocidad-esfuerzos avanzan medio paso (intervalos de
“2At) y resuelven medios heterogéneos. Evidentemente existe un problema en los
subindices al encontrar pasos intermedios iguales a 2Af, lo cual da origen a la malla
intercalada. A continuacién en la Figura 20 se presenta este esquema para una
discretizacion de 6 nodos.

Los puntos negros es donde se evalua la velocidad en direccioén X. Los cuadrados azules
es donde se evalua la velocidad en direccion Z. Los triangulos rojos es donde se evaluan
los esfuerzos de compresion ox y traccion oz,. Los triangulos verdes son los puntos donde
se evalua el esfuerzo cortante oy..

Este tema de la malla intercalada es bastante dificil de entender, por tal razén es necesario
explicarlo detalladamente:

Obsérvese que en los nodos de la Figura 20 se tienen velocidades (U y V) en el tiempo
k — v; pero los esfuerzos (3., T y E) estan en el tiempo k, esto lo que indica es que esa
grilla esta mostrando resultados de ecuaciones discretizadas de diferencias finitas en dos
tiempo diferentes, es decir que en realidad lo que se muestran son dos planos de tiempo
superpuestos. Mas especificamente tenemos las velocidades en un incremento de tiempo
inmediatamente anterior al de los esfuerzos.

Ya se ha indicado al final del numeral 5.2.1 que el arreglo para resolver diferencias finitas
en el dominio del tiempo es un espacio tridimensional donde el plano XZ representa las
funciones en el espacio y el eje del tiempo que es ortogonal al plano XZ, y genera el volumen
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tridimensional, corresponde al incremento en el tiempo. En la Figura 21 se representa el
espacio tridimensional, donde se puede apreciar claramente la posicion en el tiempo de las
grillas de esfuerzos con respecto a las grillas de velocidades.

Obsérvese que es una grilla discretizada con incrementos en el espacio iguales a 1%Ax
(cuadriculas con lados iguales a %2Ax); pero entre cada nodo correspondiente a la velocidad
existe un nodo desocupado, de tal suerte que las velocidades estan separadas un Ax y los
nodos intermedios son ocupados por los esfuerzos, de tal forma que los esfuerzos también
estan separadas un Ax; pero los esfuerzos estan separados de las velocidades por
incrementos en el tiempo de %At, intercalados también, es asi que en el tiempo las
velocidades estan separadas entre si un At al igual que los esfuerzos estan separadas entre
si un At.

Este tipo arreglos es lo que se conoce como una implementacion “leapfrog” o intercalada
en el tiempo y es la implementacién del algoritmo de Yee, introducido por K. Yee (1966) y
posteriormente desarrollado por Allen Taflove et tal (1980-1993)
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Figura 20 Discretizacion del medio para Virieux P-SV de segundo orden (Fuente: El
autor)

En la Figura 20 se muestran el origen y el final de cada grupo de puntos. Notese como
cada campo esta desfasado en el espacio medio paso de grilla y una celda esta compuesta
por un cuadrado de lados Ax y Az y cuatro puntos circulares. La linea a trazos encierra el
dominio fisico en estudio.
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Figura 21 Modelo de la region tridimensional para resolver numéricamente la ecuacion
diferencial 2D en el dominio del tiempo de Virieux (Fuente: El autor)

En este esquema los nodos internos para los diferentes campos se delimitan como lo
presenta la Tabla 5
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Tabla 5 Limites para campos fisicos (Fuente: El autor)

Campo Limites de subindices
) En X i=2->nx
Velocidad Vx
U
EnZz j=2>nz
) En X i=1->nx-1
Velocidad Vz
V
EnZz j=1>nz-1
En X i=1->nx-1
Esfuerzo ox
z EnZz j=2>nz
En X i=1->nx-1
Esfuerzo oz
T EnZz j=2>nz
En X i=2->nx
Esfuerzo corte oy
= EnZ i=1>nz-1

Nuevamente los subindices deben buscarse de tal manera que estén definidos dentro del
dominio y que puedan usarse dentro del lenguaje de computo como arreglos.

6.3.2 Condiciones de frontera

La condicién de borde que resulta naturalmente al aplicar las férmulas para nodos internos
de las Ecuaciones 15(a, b, ¢, d, ) usando los contadores segun Tabla 5, generan reflexién,
y se describen a continuacion.

6.3.2.1 Fronteras reflejantes

Para la frontera izquierda con frontera superior la velocidad Vx (U) es igual a cero, ya que
el contador no actualiza los puntos con x; =i — 1y z; = j — 1. Para la frontera derecha con

frontera inferior, la velocidad Vz (V) es igual a cero ya que las férmulas de nodos internos
no actualizan los puntos con x; = nx y z; = nz.

Los esfuerzos ox« (£) Y 02 (T), que se evaluan en los tridngulos rojos, son diferentes de cero
en x; =i—1 con z; = nz (fronteras izquierda con frontera inferior respectivamente); sin
embargo, son iguales a cero en x; = nx — 1 con z; = j — 1 (la frontera superior con frontera
derecha).
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El esfuerzo cortante oy, (Z) es igual a cero en x; =i — 1 con z; = nz — 1 (frontera izquierda
con frontera inferior.

6.3.2.2 Superficie libre

La superficie libre se implementé discretizando el dominio de tal manera que los esfuerzos
oxx ¥ Oz estuvieran justo sobre la superficie libre del dominio. Para la evaluacién de los
esfuerzos sobre la superficie libre se utilizé el concepto de nodo ficticio, es decir un nodo
que no existe, y de las propiedades de antisimetria (Graves, 1996), es decir que si se acepta
que el valor del nodo que no existe se relaciona directamente con el opuesto del nodo
existente y viceversa, entonces los nodos son iguales (ver la explicacion numéricamente en
la Ec. 17).

Al implementar el esquema de diferencias finitas (operadores centrados) encontramos que
la ecuacion de la velocidad en x (Vx 6 U) dentro de la Figura 20 necesita un valor de ox,

por fuera del dominio, es decir, un nodo ficticio de oy en el punto (i,j — %).

1 1
k+5 k-5 At At
Ui'jz=Ui,j2+bi,jﬂ<zk1._zl.c 1j>+b (:.k 1—.:{?_1> (EC16)

i+5,] i—

Aplicando la condicién de antisimetria

<3k , = —EF 1) (Ec. 17)
2

Reemplazando Ec. 17 en Ec. 16

1 1
2oy 2y, Al(gk . gk Al gk
Ui,j = Ui,j + bl,] Ax ZH.%J Zi_%'j + bl'] Ay 2 * ui,j+1 (EC 18)

Superficie libre por fuera de la franja de carga para g,
k+1 _ —
Ti+§,j_022_0

Superficie libre por debajo de la franja de carga para gy,
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i+, i+5,j Ax \ 1) TLJ

2J 2
At
+1 1, — T,k"il_—T,kl_—l, 1,
i3 Az \ i+5] i+5,] i+5,]

(Ec.
19)

At [ k+d K+l
L = vk 1+ 2m)i+lj—<u 2 _y. .2
>

)
<k+_

1
z _ k2
Uy = Uy )@+ 2m)

6.3.2.3 Fronteras absorbentes tipo paraxial

Existen varios tipos de fronteras absorbentes (Moczo, The Finite-Difference Method For
Seismologists, 2004). Un tipo de frontera absorbente se logra usando la ecuacion de onda
en una direccion o paraxial (Clayton & Engquist, 1980). Otro tipo de frontera, consiste en
usar parte del dominio espacial del modelo (un estrato, franja o faja) colindante con la
frontera, y generar en esta faja una atenuacion forzada mediante la incorporacién de pesos
decrecientes a la soluciones de los campos en estos puntos cercanos a los bordes (Cerjan
& Dan, 1985). De esta manera cuando se reflejen (se mantiene condiciones reflejantes) la
magnitud de los campos sera despreciable.

En el articulo de Virieux — SH se sefala el uso de las condiciones de borde Paraxiales B1
de (Clayton & Engquist, 1980). Estas condiciones de borde se diferencian ligeramente de
las publicadas en el articulo anterior (Clayton & Engquist, 1977) en que: (1) parten de
diferentes expresiones para la aproximacion racional de la raiz cuadrada, (2) en la
discretizacion y uso de operadores de diferencias finitas, y (3) en que las constantes de las
ecuaciones paraxiales en el articulo de 1980 son dependientes del problema. La ecuacion
general discreta para las condiciones B1 es:

Ecuacion 1
En donde
& Es la direccion de integracion X 6 Z
P Es el campo de velocidad

Es el operador de diferencias finitas. Hacia atras (-) cuando se
esta evaluando la migracién en el extremo derecho o inferior, o
Hacia adelante (+) cuando se esta en los extremos izquierdo o
superior.

Son los subindices. i es en direcciéon Xy j es en direccion Z.
Asumen valores fijos o variables dependiendo de la frontera

Constante de ajuste para minimizacion de amplitud de onda
b reflejada (onda incidente). Es dependiente de cada problema en
analisis
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Son los contadores para llamar al punto interno mas cercano.

1] Sus ecuaciones son/ =i+ 1 & J = j cuando la direccion de
integracion es Xoigualesal =i & J =j + 1 cuando se integra
en”Z

Es la velocidad del medio. Si la propagacién es tangente al borde
Cap se utiliza la velocidad de onda de corte y si la propagacion es
normal al borde se utiliza velocidad de onda de compresién

Las condiciones de borde paraxiales se basan en ecuaciones de onda en una direccion.
Como la ecuacion de onda tiene como solucidon una perturbacién que se transmite
simultaneamente en ambas direcciones, el éxito de la aplicacion de las condiciones
paraxiales consiste en definir cual direccidon-solucion es la que aplica para cada frontera.

Por ejemplo, si se quiere evitar ondas reflejadas hacia la derecha en la frontera izquierda,
en esta frontera se debe aplicar la condicion paraxial que permita la trasmisiéon de ondas
solo en direccion izquierda.

En las ondas que evacuan o migran en el sentido positivo de los ejes espaciales, la derivada
temporal y espacial tienen signo positivo (+). Las ondas que migran en sentido negativo,
las expresiones temporal y espacial tienen signo contrario. Esta es la razén en el signo +
en las expresiones de la Ecuacion 1.

A continuacion se presentan las ecuaciones discretas FDTD para las condiciones
paraxiales B1 del campo de velocidad Vx (U) y para el campo Vz (V) implementadas en los
cédigos FORTRAN.

Para la frontera superior j=1, mientras que i es variable

1 1
k+5 BAt 1
u,*= U, U 2 U
bt At + bAx < >
ﬁ Pl (Ec. 20a)
U. U 2
BAt + bAx < i1 >
Vk+% < At Vk-% N Vk v _%
i1 At + bAx \ ©2 i1 (€. 200)
1 1 1 .
__ bAx vz iz ke
o At + bAx \ 42 i,2 i1

Para la frontera izquierda i=1, mientras que j es variable
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Li T« At + be

Uk+_ U 2y
ﬁAt + be Lj

1 1 1 1
= BAt k-2 Ax k+> k—> k—>

V. 2=—"7"»>"_ [V +V,2—V,2 —V 2y -y 2 Ec. 21b
Lj BAt + bAx < 2,j 2 L BAt + bAx \ I Ly ( )

k+— < At
U, . U +U U

Para la frontera derecha i=nx, mientras que j es variable

Uk+% o« At <Uk+ U - Uk—%)
nxj T o At + bAx \ nx-1j nx— 1} nx,j (EC.
N bAx < k- ;+ U 1 B Uk+l ) 22a)
o At + bAx \ nx.j nx— 1] nx-1,j

N[ =

Vk+% _ BAt Vk+1 Vk—— e bAx Vk—% Vk—% Vk+% (Ec.
nx,j ﬁAt-l— bAx \ nx-1j + nx—1,j nx,j +ﬁAt + bAx nx,j + nx—1,j - nx—1,j 22b)

Para la frontera inferior j=nz, mientras que i es variable

K+ BAt k+d 1 k-2 bAx k-2 1 +2 (Ec.
Ui,nz :BAt'i'be Uznz 1 + Ulnz 1 Ui,nz +BAt+be Uznz + Uan 1 Uznz 1 233)

N[ =

kty  alt Kty k-1 k— bAx k— k-2 K+t (Ec.
Vi,nz - alAt + bAx V;,nz 1 + Vlnz 1 I/;,nz + alAt + bAx Vi,nz + I/;,nz—l - Vlnz 1 23b)
Nétese que las velocidades se calculan en intervalo de tiempo intermedio.

Donde: dt y dx corresponden a At y Ax respectivamente.

6.3.2.4 Fronteras absorbentes tipo estrato con atenuacion forzada

Otra manera de atenuar las ondas reflejadas es usando una faja del modelo cercana a las
fronteras como zona de disipacion (Cerjan & Dan, 1985). Esta zona debe quedar por fuera
del dominio en estudio ya que el procedimiento incorpora pesos artificiales de atenuacion,
G, menores a uno, a los campos fisicos evaluados (en este caso velocidad y esfuerzo). Esta
expresion G se aplica al valor calculado del campo segun expresiones discretas DFTD.

El peso ficticio implementado a los puntos de la faja del modelo tiene la siguiente forma:

Gi,j = e_[e(nf_f)]z (EC 24)

Donde:
® Es un factor de atenuacion.
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né Es el numero de nodos de la franja de atenuacion, en el articulo se recomienda
usar 25 nodos. Depende de la localizacién de la franja. Cuando esta en zona final
de nodos en direccion x, debe ser igual a (ng — ) cuando nges el nimero maximo

de nodos en la direccion x
& Es el contador de la matriz: i 6 j

Por ejemplo las expresiones para atenuar la onda en la frontera izquierda para un modelo
con numero de nodos en direccion x igual a 400 en una franja de 25 nodos (del 1 al 25 en
direccién x), con un factor de atenuacién igual a 0.012 son las siguientes:

ko K+
2 _ ,—-[0.012(25-1)]? 2
inz e * Ui,nz
1 1
k+> . k+>
2 _ ,—[0.012(25-1)]? 2
inz e * I/;,nz
Expresion para atenuar la onda en la frontera derecha
1 1
k+> k+>
2 — ,—[0.012(nx—25)]? 2
inz e * Ui,nz
e+ e+
T2 e—[0.012(nx—25)]2 xV 2
Lnz inz

Expresion para atenuar la onda en la frontera inferior
1
k+5
2 _ ,—[0.012(nz-25)]? 2
Ui,nz =e * Ui,nz
k+1 2
V2 = g-[0012((nz-25)-))|" , 1/
i,nz L,

k+i

1
k+§

Es esta tesis se usaran las fronteras absorbentes tipo estrato con atenuacién forzada.
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7 Modelo Numérico

Hasta ahora se ha explicado el marco tedrico, la definicion de las DFTD y la discretizacion
de las ecuaciones visco-elastodinamicas a partir de operadores de DFTD para obtener las
ecuaciones diferenciales discretizadas del modelo de Virieux.

El propésito de esta tesis fue investigar el comportamiento de un dominio geotécnico bicapa
(dos estratos de suelo), a partir de un modelo elastico lineal, el cual superficialmente fue
sometido a una faja de carga dinamica de ancho finito y longitud infinita. Para este fin se
definié un modelo numérico con cuyo dominio espacial y temporal se ha representado los
estratos de suelo en un espacio semi-infinito y una historia de carga.

La Figura 22 esquematiza el dominio de suelo del modelo numérico. Este modelo se
discretizd usando el esquema de malla intercalada para diferencias finitas que es mostrado
en la Figura 20.

Q=Po.Sen(wt)

X ~—B—~ -~
[ I )

Suelo 1 h

Suelo 2 h'

1 XI |
Figura 22 Esquema que ilustra el modelo numérico (Fuente: El autor)

Nota: ancho de la carga uniformemente distribuida, comunmente denominado B.

7.1 Dominio Espacial

Para las simulaciones se consider6 una dimension del modelo geotécnico L=10B y H=7B,
es decir el modelo tiene cinco anchos hacia la izquierda y hacia la derecha y siete anchos
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en profundidad (por condiciones de sensibilidad del modelo numérico que seran explicados
en este capitulo), medidos desde el extremo correspondiente de la faja de carga de ancho,
B, variable. Considerando las condiciones de frontera absorbentes, estas dimensiones se
consideran suficientes para lidiar con los bordes rigidos, que son los nodos extremos en los
cuales los desplazamientos son iguales a cero.

7.2 Materiales

En la Tabla 6 se presenta un resumen de los parametros de suelo usados dentro de los
modelos numéricos para comportamiento elastica lineal de suelo bicapa, los cuales fueron
asumidos por el autor para sus calculos tratando de cubrir un amplio rango de suelos, yendo
desde suelos poco rigidos a bastante rigidos.

Tabla 6 Definicion de materiales (Fuente: El autor)
p E
(kg/m3) Y| (kN/m2)
SUELO 1 2.000 0.37 | 22.500
SUELO 2 1.800 0.37 6.500

Con estos parametros se cumplié el objeto de esta investigacién, el cual fue encontrar la
distribucion de esfuerzos y desplazamientos dentro de un dominio bidimensional bicapa, no
homogéneo, semi-infinito y elastico, cuando es sometido a cargas verticales sinusoidales
producidas por una maquina vibratoria y aplicada en la superficie.

Es evidente que el médulo de Poisson para rangos entre 0.2 y 0.4 genera efectos muy
pequefos en entre los valores de asentamientos calculados (usando el rango extremo de
0 a 0.5 produce una maxima diferencia de 25%)'°, por ello para efectos de las modelaciones
en esta tesis se va a usar un médulo de Poisson de 0.37 en todos los casos.

Los médulos de elasticidad usados, que van desde 6500 hasta 22500 kN/m2 corresponde
a arcillas de consistencia blanda a media o también a arena limosa o arena limpia suelta’.

7.3 Historia de Carga

Como en las simulaciones dindmicas es comun no usar la aceleracion de la gravedad, a
cambio del peso del cimiento se ha aplicado una carga externa. De esta manera la siguiente
figura presenta la carga aplicada como un esfuerzo de contacto, de ancho B, en el centro
del modelo.

Esta historia de carga tiene tres partes (ver Figura 23):

10 Joseph Bowles , Foundation Analysis and Design, 5thed, pag. 313
1 Joseph Bowles , Foundation Analysis and Design, 5thed, pag. 125
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Carga Pseudo-Estatica: esta etapa consta de un proceso de carga monotdnico a
velocidad constate. Simula la lenta inclusion del peso muerto total del sistema (equipo
vibratorio y cimiento). Duracién 0.3 segundos.

Vibracion Transitoria: después de aplicada gradualmente la carga muerta del sistema,
hasta llegar a una presion de contacto estética, definida segun cada caso, se aplicara
una carga vibratoria de frecuencia constante pero de magnitud variable desde cero
hasta el valor maximo deseado, lo que representa el periodo transitorio de vibracion.
Este proceso de generar la vibracion se hace de esta manera para evitar
inestabilidades numéricas. Duracién 0.3 segundos.

Vibracién Estable: Al final del proceso de carga transitoria, la carga aplicada sobre el
modelo llega a las caracteristicas deseadas, es el estado estable de vibracién. Durante
este estado se presentan los movimientos del terreno que son de interés para la
presente investigacion. La magnitud de la carga vibratoria se mantiene constante
durante 0.4 segundos hasta el final del ciclo de carga.

Simulacién estatica: Para el caso de la simulacion estatica, que se va a hacer como
situacién particular para algunas comprobaciones lo que se hace es aplicar el proceso
de carga monotonico a velocidad constante durante 0.3 segundos para simular la
inclusion del peso muerto y luego durante 0.7 segundo se aplica la carga muerta del
sistema sin ningun tipo de vibracion para lograr obtener el estado de esfuerzos del
terreno en condicion estatica.

Tiempo asplicacion
carga Pseudo-estdtica

Periodo de vibracion Periodo devibracion
transitoria estable

Esfuerzo vertical (Pa)

T I T I T I T I T T 1
) 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11
- tiempo de simulacion (s)

Figura 23 Historia de carga (Fuente: El autor)
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7.4 Sensibilidad de la Geometria del Dominio de Suelo

Antes de involucrarse directamente en las modelaciones numéricas fue necesario la
revision de la sensibilidad del modelo numeérico a las variaciones del dominio de suelo, para
ello se realizaron varias modelaciones con diferentes geometrias del dominio de suelo y se
compararon contra las graficas de bulbos de presiones publicados en los textos académicos
de difundida aceptacion en la comunidad geotécnica. En la tabla 7 se muestran los
resultados de las modelaciones.

Tabla 7 Profundidad de disipacién de esfuerzos versus geometria del dominio de suelo
(Fuente: El autor)

Ancho | o findidad Profundidad
del | yel dominio,| B(m) | " £l del 10% de
dominio, ’ (Hz) L1 (kN/m2) o
H (m) esfuerzo
L (m)
20 12 20 |800| 037 22.500 5.18B
20 14 20 |800| 037 22.500 6.21B
20 16 20 |80 037 22500 7.07B

En las graficas de bulbos de presiones publicadas en los textos académicos de difundida
aceptacién en la comunidad geotécnica se observa que a una profundidad aproximada de
6.26 veces el ancho de la faja de carga de longitud infinita se experimenta el 10% del
esfuerzo transmitido en superficie, lo equivalente a decir que se ha disipado el 90% del
esfuerzo transmitido en superficie, y en el modelo realizado por el autor empleando la
ecuacion expuesta en los textos de geotecnia'? se determind que a una profundidad
aproximada de 6.21 veces el ancho de la faja de carga de longitud infinita se experimenta
el 10% del esfuerzo transmitido en superficie.

De acuerdo con los resultados se determind que la geometria adecuada a usar en el modelo
numeérico seria un ancho de 10B y una profundidad de 7B.

7.5 Sensibilidad del Modelo Ante Variacion de Incrementos del Dominio de
Suelo (tamaio de enmallado) y del Dominio del Tiempo.

En los modelos de analisis numérico la precision de los resultados depende de la cantidad
de particiones en que se divide el modelo (tamafo del enmallado), lo que se traduce en
mayor o menor tamano de los incrementos espaciales o temporales, es decir entre mas
pequenas son las grillas en que se divide el modelo mayor es la precision en los resultados
obtenidos y en los casos donde se trata de un dominio del tiempo ocurre lo mismo, entre
mas pequefas son las particiones del tiempo mayor es la precision.

2 Braja M. Das, “Principles of Geotechnical Engineering”, Cap. 10.
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La desventaja que presenta un modelo con intervalos de incrementos muy finos es que se
multiplica el nUmero de iteraciones que deben realizase, con la consecuencia de requerir
mayor tiempo de proceso los equipos de computo.

Sabiendo que el tamafo de la grilla (tamano del enmallado), para este problema de
propagacién de ondas, es de importancia en cuanto a que de él depende el tamano del
error de la solucion, en este trabajo se reviso la razon de discretizacidon, que corresponde a
la relacién entre la longitud de onda a introducir, 4, y el tamafo de la grilla, Ax 6 Az (1/Ax).
El criterio usado fue restringir la razén de discretizacién a valores mayores o iguales que 8
(es decir Ax <1/84) para tener un error aceptable (menor que 10%)"3.

El tiempo, t, de modelacion escogido en esta tesis fue 1 segundo y en principio se partié
dividiendo el dominio del tiempo en incrementos, dt, iguales a 0.000001 para un total de
iteraciones en el tiempo, nt, de 1°000.000, para lo que el ordenador disponible requirié de
cuatro a cinco horas para correr cada modelo, por ello fue necesario hacer un analisis de
sensibilidad para verificar la precision con la variacion del nimero de iteraciones. La tabla
8 muestra la sensibilidad del modelo a la variacidon en niumero de iteraciones en el tiempo.

Tabla 8 Sensibilidad del modelo a la variacion del niumero de iteraciones (Fuente: El

Autor)

Fr E1 Z Asentamiento
dt(s) | ont FBMM gy | v wm) | gae, (cm)
1x10% | 1x10° 2.0 50 | 0.37 22.500 6.08B 2.01
5x10% | 2x10° 2.0 50 | 0.37 22.500 6.23B 2.07
1x10% | 1x10° 2.0 50 | 0.37 22.500 6.28B 217

Se observo que la diferencia en el valor de asentamiento utilizando 1°000.000 de iteraciones
en el tiempo comparado con tan solo 200.000 iteraciones o 100.000 iteraciones es de 9y 3
mm respectivamente (4.4 y 1.5%). La profundidad de disipacién de esfuerzos vari6 entre
6.08B y 6.28B para 100.000 y 1°000.000 de iteraciones respectivamente, siendo de 6.23B
para 200.000 iteraciones. Por ello, teniendo en cuenta la diferencia relativamente baja, se
decidio calcular los modelos con solo 100.000 iteraciones, que requieren de 25 a 30 minutos
de proceso en el equipo de cémputo.

Con respecto a la diferencia entre dividir el dominio geotécnico en incrementos, dx, iguales
a 0.1 para un total de iteraciones en el tiempo, nx, de 200, que requirié de 25 a 30 minutos
del equipo de computo, a usar incrementos, dx, iguales a 0.05 para un total de iteraciones
en el tiempo, nx, de 400, que requirid mas de 4 horas del equipo de computo, se obtuvo
que la diferencia de asentamientos calculados fue tan solo del 2%, entonces se opt6 por
usar solo particiones, dx, para 200 iteraciones; pero es importante tener en cuenta que Ax

3 Medina, Francisco. Reyes, Alexander, “Precision en la Discretizacion de Problemas
Unidimensionales de Propagacion de Ondas”
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y Az sean menores o iguales que 1/8\ para poder garantizar un error aceptable (menor
que 10%).

7.6 Validacion del Modelo Numérico

Como primera medida, es preciso comprobar la validez y sensibilidad del modelo numérico
propuesto, escrito en codigo FORTRAN 90. Para este fin se ha seleccionado un modelo
geotécnico de una sola capa y se ha procedido a hacer dos corridas del modelo, una en
condicién estatica y otra en condicion dinamica, para representar los resultados como bulbo
de esfuerzos o lineas isobaras con ayuda de algun programa de dibujo asistido por
computador. A partir de otro cdédigo escrito en lenguaje FORTRAN 90, de la solucién de
Boussinesq para esfuerzo vertical debido a una carga continua de ancho finito y longitud
infinita' (faja de carga), se establece la validez del modelo y la similitud de sus resultados
con los expuestos para bulbos de esfuerzos mostrados en la bibliografia geotécnica
ampliamente reconocida. La Figura 24 muestra el esquema del modelo geotécnico de faja
de carga y a continuacion la ecuacion que representa los esfuerzos en la masa de suelo'.

Ao, = Ao, = %[a + sin a cos(a + 2p3)]

|

Figura 24 Incremento de esfuerzos debido una carga continua, definicion de los angulos a
y B y demas parametros del modelo (Fuente: Peter L Berry-David Reid, “Mecanica de
Suelos”. P. 69)

4 Braja M. Das, “Principles of Geotechnical Engineering”, Capitulo 10.
15 Peter L Berry-David Reid, “Mecénica de Suelos”, P. 61
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Las presentes modelaciones se han realizado para relacion de Poisson de 0.37, modulo de
elasticidad de 22.500 kN/m?.

El cédigo FORTRAN 90 del algoritmo de Virieux, seleccionando un incremento o ancho de
particiones adecuado (dx y dy) del suelo, arroja un archivo de texto con aproximadamente
28.000 nodos que representan esfuerzos en la masa de suelo y a partir de estos se ha
dibujado las lineas isobaras que representan dichos esfuerzos. Las figuras 25 y 26
muestran los bulbos de esfuerzos de los modelos estatico y dinamico ejecutados y la figura
27 muestra el bulbo de esfuerzos de la solucién tradicional de Boussinesq, que es
exactamente igual al mostrado en los textos académicos de geotecnia.

12,42

fr=0 Hz

Figura 25 Bulbo de esfuersos (isobaras) debido una carga continua infinita sin vibracion —
modelo Virieux (Fuente: el autor)
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12,41

fr=800 Hz

Figura 26 Bulbo de esfuerzos (isobaras) debido una carga continua infinita con vibracién —

modelo Virieux (Fuente: el autor)
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12,68

“ \ \ xl//// // |

[

Figura 27 Bulbo de esfuerzos (isobaras) debido una carga continua infinita sin vibracion —
Solucién de Boussinesq (Fuente: el autor)

Se puede observar en las figuras que a una profundidad de aproximadamente 6,25B el
esfuerzo en el suelo es 10% del esfuerzo transmitido en superficie y a una distancia
horizontal de aproximadamente 4,10B el esfuerzo en el suelo es 10% del esfuerzo
transmitido en superficie.

Los valores de profundidad de disipacion de esfuerzos obtenidos a partir de la solucion de
Boussinesq y el modelo de Virieux son aproximadamente iguales, con ello se verifica la
validez del modelo propuesto en esta tesis.

Es preciso aclarar la razén por la que las graficas obtenidas, que son parecidas a las de
Boussinesq, estan un poco achatadas hacia la frontera inferior y fronteras laterales. Lo
anterior obedece a un problema de geometria del modelo, asociado con la ubicacion de las
condiciones de frontera utilizadas, lo que sucede es que al poner una frontera totalmente
rigida en la parte inferior y en los laterales, a la distancia que se puso, genera dicho efecto
en las graficas. Para este inconveniente de fronteras se podria generar una tercera capa
en la parte inferior y considerar un dominio de suelo infinito en el que solo interesen los
resultados de las dos primeras capas. Lateralmente podria mejorarse poniendo las
fronteras mas alejadas para dar campo a una franja artificial, bien definida, de
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amortiguamiento y que solo interesen los resultados localizados por dentro de dichas
franjas. Estas alternativas no se consideran en esta tesis y para ellos se condicioné el
dominio del suelo para hacer valido el modelo comparado con otras soluciones, lo cual se
pudo lograr. Lo expuesto introduce limitaciones al modelo que pueden ser revisadas y
ajustadas en otro trabajo de grado.

7.7 Sensibilidad del Modelo a la Variacion en la Frecuencia de Vibracion

A continuacion se presentan los resultados del analisis de sensibilidad del modelo numérico
con respecto a las variaciones de la frecuencia de vibracion, versus los resultados sin
vibracién, para el modelo elastico lineal usado en esta tesis. Para esta validacion se han
realizados varias modelaciones con diferentes valores de frecuencia de vibracién y sin
vibracién, para un solo estrato y también para dos estratos de suelo. La tabla 9 muestra la
variacion en la profundidad de disipacion de esfuerzos para varios valores de frecuencia de
vibracién y sin vibracién, para dos estratos de suelo. También se muestran resultados para
el caso de un solo estrato de suelo.

Tabla 9 Variacién en la profundidad de disipacion de esfuerzos para distintas frecuencias
de vibracién (Fuente: El autor)

Estrgto .E?tr.ato 5 Fr kNI% ) E, 7
owerer, | e, | B | gy | vuvr | 6N | gy | g
14.0 0.0 2.0 10 0.37 22500 |- 6.1B
14.0 0.0 2.0 30 0.37 22500 |- 6.1B
14.0 0.0 2.0 800 | 0.37 22500 |- 6.2B
6.0 8.0 2.0 10 0.37 22.500 | 6.500 3.7B
6.0 8.0 2.0 30 0.37 22.500 | 6.500 3.8B
6.0 8.0 2.0 800 | 0.37 22.500 | 6.500 3.8B
6.0 8.0 2.0 10 0.37 6.500 22.500 6.2B
6.0 8.0 2.0 30 0.37 6.500 22.500 6.2B
6.0 8.0 2.0 800 | 0.37 6.500 22.500 6.2B
0.0 14.0 2.0 10 0.37 - 6.500 6.1B
0.0 14.0 2.0 800 | 0.37 - 6.500 6.1B
14.0 0.0 2.0 0 0.37 22500 |- 6.1B
0.0 14.0 2.0 0 0.37 - 6.500 6.2B

Se ha realizado calculo de esfuerzos para modelos de una sola capa, casos de suelo blando
y suelo duro, y también para dos capas de suelo, caso de suelo blando sobre suelo duro y
viceversa, con variaciones de frecuencias desde 10 hasta 800 Hz. Los resultados obtenidos
muestran que en el modelo elastico lineal usado en esta tesis, la variacion en la frecuencia
de vibracion del sistema no refleja cambios significativos en el estado de esfuerzos y por
consiguiente en el estado de deformaciones que experimenta el suelo.

Al realizar célculos de disipacion de esfuerzos para modelos de una sola capa se puede
apreciar que la disipacion de esfuerzos es similar para un unico estrato de suelos blando
que para el mismo caso con suelo duro y el 10% del esfuerzo transmitido en superficie se
experimenta a una profundidad de 6.2 veces el ancho, B, de la faja de carga.
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Al analizar modelos bicapa de suelo duro sobre suelo blando y suelo blando sobre suelo
duro, se observa que para el caso de un estrato de suelo duro sobre suelo blando, los
esfuerzos tienden a disiparse gran proporcion en el estrato superior y por consiguiente la
profundidad de disipacion del 90% de los esfuerzos ocurre a una profundidad menor;
mientras que en el caso opuesto se observa una profundidad de disipacion de los esfuerzos
similar que el caso de un solo estrato de suelo.

La profundidad de disipacion de esfuerzos es casi igual para el caso de un solo estrato de
suelo sin vibracion que con vibracién y lo mismo ocurre en el caso de suelos bicapa.

7.8 Comparacion del Modelo Numérico Propuesto Versus Modelos con
Cimentaciéon de Geometria Definida

Con el fin de hacer la comparacion del modelo numérico para una faja de carga infinita,
tratado en esta tesis, contra modelos de distribucion de esfuerzos para areas con geometria
definida, como es el caso de areas rectangulares uniformemente cargadas, se ha procedido
con el calculo de asentamientos partiendo de areas cuadradas hasta areas rectangulares
con longitud igual a varias veces su ancho.

Los asentamientos son producto del cambio en el estado de esfuerzos en el suelo. Es
posible definir de manera general los asentamientos como la acumulaciéon de
desplazamientos producidos en la masa de suelo, producto del cambio en el estado de
esfuerzos, a partir de siguiente ecuacion'®:

z
4
AH = —_—
j jE
0

1 —F 1-v
“m, (1+v)(1-2v)

Con:

La expresion Aq. debe ser sustituida por una funcién que represente la variacion del
incremento de esfuerzo vertical respecto a la profundidad. Boussinesq (1885) obtuvo dicha
funcion a partir de la teoria de la elasticidad, para una carga puntual vertical, en la superficie
de un medio semi-infinito, homogéneo, isétropo y linealmente elastico. Soluciones similares
fueron presentadas por Westergaard (1938) para medios con deformacién lateral
restringida y por Steinbrenner (1934) para medios anisotropicos.

6 Joseph Bowles , Foundation Analysis and Design, 5thed, pag. 285
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En esta tesis se va a emplear las soluciones de Boussinesq y Steinbrenner para el calculo
de asentamientos.

La ecuacién de Boussinesq para el calculo de esfuerzos de una faja de carga infinita se cité
en el numeral 6.6.

El asentamiento elastico vertical de una cimentacién superficial se puede estimar utilizando
la teoria de la elasticidad, por ley de Hooke, con la siguiente expresion'’:

z z
1
0, = fszdz = fE—S(AaZ — VA0, — v5A0,,),dz
0 0

Donde:
Q: carga uniformemente distribuida
Es: Modulo de elasticidad
vs: Relacion de Poisson

Aoy, Ady, Ac,: incremento del esfuerzo debido a la carga neta aplicada sobre la
cimentacién en las direcciones X, y e z, respectivamente

A partir de la distribucién de esfuerzos, la deformacién elastica debajo de un area
rectangular se calcula con la siguiente expresion:

[ Q (1+v)(1-2v)
69_!% 1-v) °©

Donde:
Q: carga uniformemente distribuida
E: Mddulo de elasticidad
v: Relacion de Poisson

lc: Factor de influencia de esfuerzos que varia con la profundidad
El factor de influencia de esfuerzos, Ic, es calculado a partir de la teoria de Boussinesq.

Ic se obtiene con la siguiente expresion:

7 Braja M. Das, “Principles of Geotechnical Engineering”, Cap. 5.
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1[2mnVvmZz+n2+1 m?+n?+2 [ 2mnVm? +n? +1
¢ in|mrrnrmEnZ 41 mE A + 1 tan (mz +n?+ 1—m2n2>]
Donde:
m=B/z=x/z
n=L/z=y/z
B y L: Ancho y largo de la cimentacién respectivamente

Z: Profundidad del punto analizado

La ecuacion de Steinbrenner (1934)'8 para el calculo de asentamientos en un punto debajo
de una esquina de un area rectangular cargada es la siguiente:
z QB
e=]F
0

(1 —-vI,

Donde:
Q: carga uniformemente distribuida
B: Ancho del cimiento.
E: Mddulo de elasticidad

v: Relaciéon de Poisson

F1y F2: Factores de influencia de esfuerzos que varian con la profundidad y
se obtienen con las siguientes expresiones:

F, =—|m.Iln

1 (1 +Vm? 4+ 1)Vm? + n? N (m++vVm2 + 1)Vn? + 1]
. n
T m(1+vVm?+n2+1) m+vVvm2+n2+1

n 1 m
F, = —tan ( )
2m nvm? +n? +1

8 Joseph Bowles , Foundation Analysis and Design, 5thed, pag. 303
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Donde:
m=Z/B, n=L/B
B y L: Ancho y largo de la cimentacién respectivamente

Z: Profundidad del punto analizado

En la solucién de Steinbrenner, debido a que la profundidad (Z) del punto analizado es
medida desde la superficie, entonces para suelo estratificado es necesario aplicar la
siguiente expresion para obtener I, en el punto medio de cualquier estrato i, luego del

primer estrato.

1-2v 1—-2v
(n) (n)
L=y = | F +——F — | Fiinepy + ——————F5(,—
p(i=n) < 1(n) 1— U(n) 2(n)> < 1(n-1) 1— U(n) 2(n 1)>

7.8.1 Variacion de asentamientos versus longitud del area cargada

La tabla 10 muestra los resultados de asentamientos bajo un area rectangular cargada para
distintas longitudes de la superficie rectangular cargada y un solo estrato de suelo. Los
valores de modulos de Poisson y elasticidad empleados en los célculos son 0.37 y 650 t/m?
respectivamente.

Tabla 10 Variacién en la profundidad de disipacion de esfuerzos y asentamientos para
distintas longitudes del area cargada (Fuente: El autor).

a B L 5 5 O(area rectangular)/ | Ofarea rectangular)/ 7
(tm?) (m) (m) (cm) (cm) O(area cu.adrada) 8(a'tea cuadrada) 0o,
Boussinesq Steinbrenner ’
14.0 2.0 1.0B 3.98 3.87 2.05B
14.0 2.0 5.0B 6.68 6.36 1.68 1.64 4.34B
14.0 2.0 10.0B 7.29 6.78 1.83 1.75 5.43B
14.0 2.0 15.0B 7.45 6.83 1.87 1.76 5.94B
14.0 2.0 20.0B 7.50 6.81 1.88 1.76 6.15B
14.0 2.0 25.0B 7.51 6.79 1.89 1.75 6.28B
14.0 2.0 30.0B 7.52 6.78 1.89 1.75 6.28B
14.0 2.0 35.0B 7.53 6.76 1.89 1.75 6.28B
14.0 2.0 40.0B 7.53 6.76 1.89 1.75 6.28B

* Asentamiento elastico a partir de solucion de Boussinesq
** Asentamiento elastico a partir de solucidon de Steinbrenner
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Al revisar como influye la longitud de un area uniformemente cargada como proporcién de
su ancho, se observa que a partir de una longitud del area cargada igual a 25 veces su
ancho, la profundidad a la que se disipa el 90% del esfuerzo de contacto aplicado en
superficie se hace constante, tendiendo este valor a 6.28 veces el ancho de la cimentacion,
lo que es aproximadamente igual a la profundidad a la que ocurre la misma situacién en un
cimiento de longitud infinita, analizado a partir del modelo tratada en esta tesis. De la misma
manera el asentamiento tiende a hacerse constante.

El valor de asentamiento calculado a partir de la solucion de Boussinesq para un area
rectangular uniformemente cargada que tiende a infinito equivale aproximadamente a 1,9
veces el valor obtenido para un cimiento cuadrado que tiene el mismo ancho.

El valor de asentamiento calculado a partir de la solucidon de Steinbrenner para un area
rectangular uniformemente cargada que tiende a infinito equivale aproximadamente a 1,8
veces el valor obtenido para un cimiento cuadrado que tiene el mismo ancho.

La figura 28 muestra la variacion en la profundidad de disipacién del 90% del esfuerzo
impuesto en superficie en funciéon de la relacion Largo/Ancho del area cargada.

Variacion profundidad de disipacion de esfuezos
Vs
Longitud del area cargada

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

-2,05

y =-0,000001x> + 0,000067x* - 0,003171x% + 0,074728x? - 0,918717x - 1,215234
R?=0,999477

Profundidad del 10% del esfuerzo en funciénde B

Relacion L/B

Figura 28 Variacion de profundidad de disipacion del 90% del esfuerzo impuesto en
superficie versus relacion L/B del area cargada (Fuente: el autor)
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7.8.2 Variacion de asentamientos versus longitud del area cargada sin
vibracion y con vibracion

A continuacién en la Tabla 11 se consignan los resultados de calculo de asentamientos

para un area rectangular cargada que tiende a infinito (L=30B) y sin vibracién. En la Tabla

12 se muestran los resultados de asentamiento para una faja infinita de carga y con
vibracion por el método de Virieux.

Tabla 11 Asentamiento y disipacion de esfuerzos de un area cargada que tiende a infinita
sin vibracién, por solucién de Boussinesq y Steinbrenner para una capa y bicapa (Fuente:

El autor).

Estrato | Estrato B L E4 E, *3 **3 Z
suhp?rl:;)r, n:\f,e(rrl:)r, (m) (m) v1, U2 | (KN/m2) (kN/m2) | (cm) | (cm) 0.10:
0.0 14.0 2.0 | 30.0B 0.37 |- 6.500 7.52 | 6.78 | 6.28B
2.0 12.0 2.0 | 30.0B 0.37 |22.500 |6.500 545 | 5.23 | 6.28B
3.0 11.0 2.0 | 30.0B 0.37 | 22500 |6.500 4.82 | 4.62 | 6.28B
4.0 10.0 2.0 | 30.0B 0.37 |22.500 |6.500 4.25 | 4.05 | 6.28B
8.0 6.0 2.0 | 30.0B 0.37 |22.500 |6.500 3.13 | 2.93 | 6.28B
14.0 0.0 2.0 | 30.0B 0.37 |22500 |- 217 | 1.96 | 6.28B
* Asentamiento elastico a partir de solucion de Boussinesq
** Asentamiento elastico a partir de solucion de Steinbrenner

Tabla 12 Asentamientos y disipacion de esfuerzos con vibracidén por modelo de Virieux para
una sola capa y bicapa (Fuente: El autor).

Estra_to _Estr'f\to B Fr L1, L2 E, E, s 7
suhp?:":;)r, |r;]f,e(rI|Tc‘>)r, (m) (Hz) (kN/m2) (kN/m2) | (cm) 010,
0.0 14.0 2.0 | 800 0.37 - 6.500 8.89 |6.2B
2.0 12.0 2.0 | 800 0.37 22.500 6.500 543 |6.2B
3.0 11.0 2.0 | 800 0.37 22.500 6.500 420 |6.15B
4.0 10.0 2.0 | 800 0.37 22.500 6.500 3.29 |6.10B
8.0 6.0 2.0 | 800 0.37 22.500 6.500 250 |4.5B
14.0 0.0 2.0 | 800 0.37 22.500 - 222 |6.2B

Al comparar los resultados, se observa que el asentamiento elastico obtenido por la
solucion de Virieux para estrato de suelo blando tiende a ser 15.4% y 23.7% mayor a los
obtenidos a partir de las soluciones de Boussinesq y Steinbrenner respectivamente.

Al comparar los resultados se observa que el asentamiento elastico obtenido por la solucion
de Virieux para estrato de suelo rigido tiende a ser 2.3% y 11.7% mayor a los obtenidos a
partir de las soluciones de Boussinesq y Steinbrenner respectivamente.

La solucién de Virieux para suelos no homogéneos (dos estratos), cuando el estrato rigido
esta arriba, arroja resultados de asentamiento elastico que tienden a ser menores, esto se
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debe a que los esfuerzos tienden a disiparse en mayor proporcion en el estrato rigido
superior, que es el estrato que por su mayor rigidez se deforma menos.

Los resultados obtenidos entre las tres soluciones de calculo se observan bastante
consistentes entre si.

7.9 Variacion de la Deformacion Versus Relacion Entre Moédulos de
Elasticidad E41/E2

Debido a que uno de los objetos de esta tesis es el analisis de comportamiento del suelo
sometido a cargas dinamicas para el caso de un dominio bicapa, a continuacion se
presentara en las Figuras 29, 30 y 31 la forma como varia el asentamiento elastico del
suelo baja la accién de fajas de carga infinitas con valores de 50 kPa, 100 kPa y 200 kPa
respectivamente, calculados para distintas relaciones entre médulos de elasticidad y
diferentes relaciones h/B.

Las Tablas 13, 14 y 15 muestran los resultados que han sido graficados en las Figuras 29,
30 y 31 respectivamente.

Tabla 13 Variacion del asentamiento con respecto a la relacion entre modulos de
elasticidad y la relacion entre ancho de la zapata y espesor de los estratos — modelo de
Virieux (Fuente: el autor)
Q(N/m’)= 50.000 Qo (N/m%)= 1.000 fr (Hz)= 400
h=1,0B|h=2,0B|h=3,0B[h=4,0B| h=5,0B
h=2,0 | h=4,0 | h=6,0 | h=8,0 | h=10,0

Yt1, Y12 V1, L2 E1(N/m2) Ez(N/mz) E./E; e
1.800 0,37|22.500.000/14.500.000( 1,552 || 1,06 | 0,97 0,9 0,85 | 0,81
1.800 0,37|18.750.000|14.500.000( 1,293 || 1,13 | 1,07 | 1,04 1 0,98
1.800 0,37|15.000.000|14.500.000( 1,034 (| 1,25 | 1,24 | 1,23 | 1,23 | 1,23
1.800 0,37|11.250.000|14.500.000| 0,776 || 1,44 1,5 1,5 1,46 | 1,43
1.800 0,37| 7.500.000 |14.500.000( 0,517 || 1,76 | 1,91 | 1,89 | 1,89 | 2,13
1.800( 0,37| 3.750.000 |14.500.000( 0,259 (| 2,75 | 3,15 | 3,96 | 5,24 | 5,01
1.800( 0,37| 1.875.000 |14.500.000( 0,129 (| 4,64 | 6,35 | 883 | 6,35 | 5,98

pardmetros del sauelo
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E,/E, Vs 3, (5.=50 kN/m?)
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Figura 29 Variacion del asentamiento con respecto a la relacion entre modulos de
elasticidad y la relacion entre ancho de la zapata y espesor de los estratos — modelo de
Virieux (Fuente: el autor)

Tabla 14 Variacion del asentamiento con respecto a la relacion entre modulos de
elasticidad y la relacion entre ancho de la zapata y espesor de los estratos — modelo de
Virieux (Fuente: el autor)
Q(N/m?)= " 100.000 Qo (N/m?)= 1.000 fr (Hz)= 400
h=1,0B|h=2,0B|h=3,0B [h=4,0B| h=5,0B
h=2,0 | h=4,0 | h=6,0 | h=8,0 [ h=10,0

Y1, Y2 |V1, V2 E; E; E./E; de
1.800] 0,37|22.500.000|14.500.000| 1,552 2,12 1,93 1,79 1,69 1,62
1.800] 0,37|18.750.000|14.500.000| 1,293 2,27 2,15 2,08 2,01 1,96
1.800] 0,37|15.000.000|14.500.000| 1,034 2,5 2,48 2,47 2,46 2,46
1.800] 0,37/11.250.000|14.500.000| 0,776 || 2,88 | 3,01 3 2,93 2,85
1.800| 0,37| 7.500.000 {14.500.000| 0,517 || 3,53 3,83 3,78 | 3,78 4,3
1.800] 0,37| 3.750.000 |14.500.000| 0,259 5,49 6,31 7,92 | 10,48 10
1.800| 0,37( 1.875.000 [14.500.000| 0,129 | 9,29 | 12,71 | 17,66 | 12,7 12

parametros del sauelo
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E,/E, Vs 8, (5.=100 kN/m?)
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Figura 30 Variacion del asentamiento con respecto a la relacién entre modulos de
elasticidad y la relacion entre ancho de la zapata y espesor de los estratos — modelo de
Virieux (Fuente: el autor)

Tabla 15 Variacion del asentamiento con respecto a la relacion entre modulos de
elasticidad y la relacion entre ancho de la zapata y espesor de los estratos — modelo de
Virieux (Fuente: el autor)

Q(N/m?)= " 200.000 Qo (N/m?)= 1.000 fr (Hz)= 400
. h=1,0B|h=2,0Bh=3,0B|h=4,0B [h=5,0B
pardmetros del sauelo
h=2,0 [ h=4,0 | h=6,0 | h=8,0 | h=10,0
T, Yi2 |1, U, | Ex (N/m?) | E5 (N/m®) | E/E, 8. (cm)
1.800| 0,37(22.500.000(14.500.000| 1,552 | 4,23 3,87 3,58 | 3,38 | 3,25
1.800 0,37|18.750.000|14.500.000( 1,293 (| 4,53 | 4,29 | 4,15 | 4,02 | 3,92
1.800] 0,37(15.000.000]14.500.000| 1,034 5 496 | 494 | 492 | 4,91
1.800 0,37|11.250.000|14.500.000| 0,776 || 5,75 | 6,01 6 5,86 57
1.800| 0,37| 7.500.000 |14.500.000| 0,517 || 7,06 | 7,66 | 7,58 | 7,57 | 854
1.800] 0,37| 3.750.000 |14.500.000| 0,259 | 10,98 | 12,61 | 15,84 | 20,97 | 20,04
1.800| 0,37| 1.875.000 |14.500.000| 0,129 || 18,57 | 25,44 | 35,3 | 25,4 | 23,93
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E,/E, Vs 8, (5.=200 kN/m?)
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Figura 31 Variacion del asentamiento con respecto a la relacién entre modulos de
elasticidad y la relacion entre ancho de la zapata y espesor de los estratos — modelo de
Virieux (Fuente: el autor)

Se observa que la tendencia en los tres juegos de graficas de asentamiento elastico es
exactamente la misma, independientemente de los esfuerzos, para igual relacion entre
modulos de elasticidad y relacion h/B y similar médulo de Poisson.

Se observa una particularidad en las graficas, es que para espesores de estrato rigido
superior muy grandes, con respecto al estrato blando inferior (cuatro y cinco veces el ancho
del area cargada), la grafica de asentamientos presenta una distorsion en los resultados y
se aleja se su forma concava, que es la tendencia que se esperaria. Se revisé los mismos
calculos de asentamiento a partir de las soluciones de Boussinesq con el fin de poder
analizar la situacion y se obtuvo que es un problema de frontera, que se explica a
continuacion.

A continuacioén, en la Tabla 16, se muestra el resultado de asentamiento elastico para dos
estratos, calculados para diferentes relaciones entre médulos de elasticidad y varias
relaciones entre ancho de la zapata y espesor de los estratos, con el fin de hacer la
comparacion de resultados con los del modelo de Virieux, para un esfuerzo de contacto de
100 kPa.
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Tabla 16 Variacion del asentamiento con respecto a la relacion entre modulos de
elasticidad y la relacién entre ancho de la zapata y espesor de los estratos — solucion de
Boussinesq y Steinbrenner (Fuente: el autor)

Q(N/m%= 100.000 Qo (N/md)= 0 fr(Hz)= 0
h=1,0B |h=2,0B| h=3,0B| h=4,0B | h=5,0B | h=1,0B| h=2,0B | h=3,0B| h=4,0B| h=5,08
h=2,0 | h=4,0 | h=6,0 | h=8,0 | h=10,0{ h=2,0 | h=4,0 | h=6,0 | h=8,0 | h=10,0
L1, V) E1(N/m2) EZ(N/mz) E./E, 8. (cm) Boussinesq 0. (cm) Steinbrenner
0,37|22.500.000{14.500.000| 1,552 || 2,08 | 1,89 | 1,78 | 1,71 | 1,65 | 1,92 | 1,73 | 1,63 | 1,55 | 1,49
0,37|18.750.000{14.500.000| 1,293 | 2,2 | 2,07 | 2,01 | 1,96 | 1,92 | 2,01 | 1,89 | 1,83 | 1,78 | 1,74
0,37|15.000.000{ 14.500.000| 1,034 || 2,38 | 2,36 | 2,35 | 2,34 | 234 | 2,15 | 2,13 | 2,12 | 2,11 | 2,11
0,37|11.250.000{ 14.500.000| 0,776 | 2,68 | 2,83 | 2,92 | 2,98 | 3,03 | 2,37 | 2,52 | 2,61 | 2,67 | 2,72
0,37| 7.500.000 |14.500.000| 0,517 || 3,28 | 3,78 | 4,05 | 4,25 | 4,41 | 2,82 | 3,31 | 3,59 | 3,78 | 3,94
0,37| 3.750.000 |14.500.000| 0,259 | 509 | 6,63 | 7,46 | 807 | 855 | 4,16 | 568 | 652 | 7,13 | 7,61
0,37| 1.875.000 | 14.500.000| 0,129 | 8,7 | 12,32 14,28 15,71 | 16,83 | 6,84 | 10,42 | 12,38 | 13,82 | 14,95

pardametros del sauelo
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Figura 32 Variacion del asentamiento con respecto a la relacion entre modulos de
elasticidad y la relacién entre ancho de la zapata y espesor de los estratos — solucion de
Boussinesq (Fuente: el autor)
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E./E, Vs 8, (6.=100 kN/m?)
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Figura 33 Variacion del asentamiento con respecto a la relacién entre modulos de
elasticidad y la relacion entre ancho de la zapata y espesor de los estratos — solucion de
Steinbrenner (Fuente: el autor)

Al hacer el céalculo de asentamiento elastico para para dos estratos respecto a la relacion
entre modulos de elasticidad y la relacion entre ancho de la zapata y espesor de los
estratos, a partir de las soluciones de Boussinesq y Steinbrenner, se observa que las
graficas difieren ligeramente en su forma para los casos de espesores de estrato rigido
superior muy grandes, con respecto al estrato blando inferior (cuatro y cinco veces el ancho
del area cargada), es decir, caso en que el estrato de suelo blando inferior adopta muy poco
espesor. La razdn puede ser una distorsion en los calculos del modelo de Vireux, ya que al
acercarse a la frontera inferior los resultados tienden a contraerse, y se puede deber a la
condicién de frontera adoptada para el modelo. Se piensa en esta razén debido a que lo
que se esperaria es que la tendencia de las graficas sea concava y en el modelo de Vireux
no se esta obteniendo tal tendencia; mientras que el las soluciones de Boussinesq y
Steinbrenner si se obtiene dicha tendencia.

7.10 Grafica del Cuenco de Deformacion Bajo la Carga su Area Aferente.

El programa escrito en FORTRAN 90 también arroja un conjunto de datos con el que es
posible dibujar el cuenco de deformacién bajo la carga y terreno aferente, en las figuras 34
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a 39 se muestran los cuencos de deformacion de varias areas cargadas, obtenidas de
modelos bicapa para diferentes esfuerzos y diferentes relaciones entre mddulos de
elasticidad.

En las graficas se observa lo que ha de esperarse en este tipo de casos, a saber:

Para estrato blando superior y estrato inferior mas rigido se observa que a medida que el
estrato superior se hace mas grueso, el valor del asentamiento elastico se hace mas grande
en todo el cuenco de deformacion.

Para estrato rigido superior y estrato mas blando inferior se observa que a medida que el
estrato superior se hace mas grueso, el valor del asentamiento elastico se hace mas
pequeno en todo el cuenco de deformacion.

Distancia en X Vs Asentamiento —=—B—= Q=Po.Sen(wt)

-10
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-25 \ ’
-30

-35

Deformacion, (mm)

-40
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-50

-55
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Distanciahorizontal, X (m)
® Q=50kPa, h=2m, E1/E2=0.259

Q=50kPa, h=6m, E1/E2=0.259
Q=50kPa, h=10m, E1/E2=0.259
Figura 34 Variacion del asentamiento para un esfuerzo de 50 kPa, con respecto a la
relacion entre médulos de elasticidad y relacion h/B — modelo de Virieux (Fuente: el autor)
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© Q=50kPa, h=10m, E1/E2=1.293

Figura 35 Variacion del asentamiento para un esfuerzo de 50 kPa, con respecto a la

relacion entre moédulos de elasticidad y relacion h/B — modelo de Virieux (Fuente: el autor)
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Figura 36 Variacion del asentamiento para un esfuerzo de 100 kPa, con respecto a la

relacion entre modulos de elasticidad y relacion h/B — modelo de Virieux (Fuente: el autor)
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Figura 37 Variacion del asentamiento para un esfuerzo de 100 kPa, con respecto a la
relacion entre moédulos de elasticidad y relacion h/B — modelo de Virieux (Fuente: el autor)
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Figura 38 Variacion del asentamiento para un esfuerzo de 200 kPa, con respecto a la
relacion entre modulos de elasticidad y relacion h/B — modelo de Virieux (Fuente: el autor)
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Figura 39 Variacién del asentamiento para un esfuerzo de 200 kPa, con respecto a la
relacion entre moédulos de elasticidad y relacion h/B — modelo de Virieux (Fuente: el autor)

7.11 Grafica de Bulbo de Disipaciéon de Esfuerzos Para Diferentes Relaciones
E1/E2 Conjugados con Varias Relaciones h/B.

En las graficas 40 a 42 se mostrara como es el comportamiento del bulbo de disipacion de
esfuerzos para diferentes relaciones h/B, variando las relaciones E+/E..
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Figura 40 Bulbo de esfuerzos para un esfuerzo de 100 kPa
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Figura 41 Bulbo de esfuerzos para un esfuerzo de 100 kPa
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Figura 42 Bulbo de esfuerzos para un esfuerzo de 100 kPa (a) fr=400 Hz, h=10 m y
E1/E2=1.293 (b) fr=400 Hz y h=10 m y E4/E2=1.552, modelo de Virieux (Fuente: el autor)

En las graficas de bulbos de presiones se tienen los siguientes comentarios:

Las lineas isobaras que representan bulbos de presiones completamente uniforme y no
muestran ningun tipo de salto o perturbacion corresponden a casos de cargas sin vibracion.

Las lineas isobaras que representan el bulbo de presiones comienzan a mostrar un trazado
irregular algo sinusoidal, para el caso de la carga con frecuencias de vibracién de 200 y 300
Hz, adicionalmente la irregularidad es parecida en todo el bulbo.

Las lineas isobaras que representan el bulbo de presiones presentan un trazado
completamente irregular y tienden a confundirse entre si, para el caso de la carga con
frecuencias de vibraciéon de 400 Hz; pero con una particularidad, es que en este caso se
puede apreciar el cambio de estrato. Obsérvese que después de cierta profundidad,
profundidad que corresponde a 8.0 m, se suavizan bastante las lineas, esa es la
profundidad donde se pasa de un estrato bastante rigido a otro mucho menos rigido.

Las lineas isobaras de las figuras 42 (a) y (b), ambas con igual frecuencia y el mismo
espesor de estrato superior, muestran algo muy importante, es que en el caso de la figura
42(a) se aprecian mucho menos irregulares que en la figura 42(b). La figura 42(a)
corresponde a un estrato superior menos rigido y con rigidez mas cercana a la del estrato
que le subyace; en cambio las lineas de la figura 42(b) corresponde a un estrato superior
mas rigido y con rigidez mas alejada a la del estrato que le subyace. En ambos casos se
puede apreciar el cambio de estrato. Obsérvese que después de cierta profundidad,
profundidad que corresponde a 10.0 m, se suavizan bastante las lineas, esa es la
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profundidad donde se pasa de un estrato mas rigido a otro mucho menos rigido. Lo que
esta mostrando este comportamiento de las lineas de esfuerzo es la relacion existente entre
la rigidez de un material y la resonancia, es bien sabido que la resonancia es un fenémeno
que afecta, en mayor proporcion a los cuerpos rigidos y que pueden vibrar u oscilar con
mayor facilidad. En cuerpos blandos (menos rigidos) es mucho mas dificil que ocurra
resonancia, aunque también se puede dar, porque las vibraciones se absorben mas
rapidamente y esto es lo que esta mostrando el comportamiento de las graficas.

Para verificar si el comportamiento mostrado en las graficas, explicado en el parrafo
anterior, si es un efecto de la vibracién y que se mantiene en el tiempo, y no un
comportamiento asociado al tiempo tan reducido de la modelacion, situacidon que pudiera
asociarse a la vibracion desordenada de la etapa de oscilacién transitoria, se efectud la
modelacion para tiempos de modelacién de 1,5 s, 2,0 sy 2,5 s y se revisé la sensibilidad
del modelo.

7.12 Sensibilidad del Bulbo de Disipacion de Esfuerzos Para Diferentes
Tiempos de Modelacion.

A continuacion, en las graficas 43 y 44, se muestra cdmo es el comportamiento del bulbo
de disipacién de esfuerzos para un esfuerzo de 100 kPa, fr=400 Hz, h=8 m y E4/E>=1.552,
modelo de Virieux, para tiempos de modelacion de 1,5s, 2,0 s, 2,5 sy 5,0 s. Las graficas
de resultados obtenidos con diferentes tiempos de modelacién pueden ser comparados con
la grafica 41(b) que corresponde a los mismos parametros del modelado; pero para tiempo
de modelacion de 1,0 s.

En las graficas de bulbos de presiones de las figuras 43 y 44 se puede apreciar que no se
presenta variacién alguna cuando se incrementa el tiempo de modelacién, son similares a
los de la gréafica 41(b), por tanto se verifica lo anunciado con respecto al efecto de la
vibracion sobre los bulbos de esfuerzos.
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Figura 43 Bulbo de esfuerzos para par un esfuerzo de 100 kPa (a) fr=400 Hz, h=8 m y
E1/E2=1.552 (b) fr=400 Hz, h=8 m y E1/E>=1.552, modelo de Virieux (Fuente: el autor)
< 200 4 & 200 4

(b)
Figura 44 Bulbo de esfuerzos para par un esfuerzo de 100 kPa (a) fr=400 Hz, h=8 m y
E1/E2=1.552 (b) fr=400 Hz, h=8 m y E1/E>=1.552, modelo de Virieux (Fuente: el autor)
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8 Conclusiones

Se ha podido verificar con este trabajo de investigacién que el modelo de Virieux,
implementado en el desarrollo de esta tesis, resulta ser un algoritmo de gran utilidad debido
a que permite analizar con bastante precisién, comparando con las soluciones tradicionales,
la distribucion de esfuerzos y deformaciones en la masa de suelo bien sea cuando el
esfuerzo aplicado en superficie es estatico o esta sometido a vibraciones. La razén de ello
radica en que se trabaja en el dominio del tiempo, lo que permite involucrar el efecto del
incremento del esfuerzo a través del tiempo, situacion que no se puede implementar con
las soluciones tradicionales de Boussinesq.

Una limitacion que se identifica con la implementacion del algoritmo de Virieux en este
trabajo es que por tratarse de una distribucion de esfuerzos sin geometria definida, ya que
corresponde al analisis de una faja de carga dinamica de ancho finito y longitud infinita, no
ha sido posible comparar los resultados contra valores de parametros de comportamiento
dinamico del suelo existentes en la bibliografia de uso académico, ya que estos ultimos
corresponden a modelos de cimentaciones con geometria bien definida.

Una gran ventaja que representa en modelo de Virieux, adicional a que permite introducir
la carga vibratoria en el analisis, es que permite involucrar parametros como el médulo de
Young, E, y la relacion de Poisson, v, que determinan la rigidez del suelo, ademas del
modulo de rigidez al corte, 1, cuyo uso es comun para representar la rigidez del suelo en
analisis dinamicos, parametros que no estan representados en las soluciones tradicionales
de Bousinesq.

El modelo de Virieux permitié observar que los diagramas de disipacién de esfuerzos para
cada configuracion estratigrafica, en modelos sometidos a cargas vibratorias, presentan
una perturbacién en las lineas isobaras, especialmente perceptibles en el estrato mas
rigido. Esto corresponde a la existencia de vibracion que es indicativo de la existencia de
una frecuencia de resonancia, situacién que no se present6 en la grafica de lineas isobaras
para el caso de modelos bajo carga estatica unicamente.

Aunque el modelo de Virieux permite ver, a partir del dibujo de las lineas isobaras, la
perturbacion que se genera en la masa de suelo, no es posible determinar con precision la
existencia de la frecuencia de resonancia o determinar algun valor que la represente.

Al hacer el andlisis de disipacion de esfuerzos con el modelo de Virieux se concluye que
para estratos rigidos de espesor menor o muy cercano al ancho del area cargada,
subyacidos por estratos de suelo blando, la vibracion pasa inadvertida debido a que las
vibraciones son absorbidas rapidamente por la existencia cercana del estrato blando.

Se ha comprobado con el modelo de Virieux que para una faja de superficie del terreno, de
ancho finito y longitud infinita, uniformemente cargada, la profundidad a la que se disipa el
90% del esfuerzo transmitido en superficie es aproximadamente 6.2 veces el ancho de la
faja de carga y en la horizontal esto ocurre aproximadamente 4.0 veces el ancho de la faja
de carga.

Se ha comprobado en esta investigacion, al hacer los analisis de disipacion de esfuerzos
para comparar con el modelo de Virieux, que en el caso de un area rectangular cargada de
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longitud finita, ésta se hace equivalente, en cuanto a profundidad de disipacion de
esfuerzos, a una franja de longitud infinita de aproximadamente 25 veces su ancho.

A partir de la solucién de Boussinesq, un area rectangular de ancho B uniformemente
cargada y que tiende a infinita (L=25 veces B), presenta un asentamiento aproximadamente
igual a 1.9 veces el valor obtenido un area cuadrada cargada uniformemente del mismo
ancho.

A partir de la solucién de Steinbrenner, un area rectangular de ancho B uniformemente
cargada y que tiende a infinita (L=25 veces B), presenta un asentamiento aproximadamente
igual a 1.8 veces el valor obtenido un area cuadrada cargada uniformemente del mismo
ancho.

El valor de asentamiento elastico, calculado a partir de teoria de elasticidad lineal y por
soluciones tradicionales, para el caso de cimentaciones sometidas a carga estatica no
presenta diferencia considerable con el calculado a partir del método de Virieux.

El bulbo de disipacion de esfuerzos en una masa de suelo, calculado a partir de teoria de
elasticidad lineal y por soluciones tradicionales, para el caso de cimentaciones sometidas a
carga estatica no presenta diferencia considerable con el calculado a partir del método de
Virieux.

El modelo de Virieux ha mostrado que los esfuerzos en la masa de suelo, cuando se tiene
un estrato superior bastante rigido subyacido por un estrato de menor rigidez, tienden a
disiparse en mayor proporcién en el estrato superior.

A partir de las graficas de lineas isobaras (que representan las lineas de igual esfuerzo en
la masa de suelo debido a la carga impuesta) dibujadas con los resultados obtenidos con
el modelo de Virieux, se puede observar que, debido a la implementacién de unas
condiciones de frontera, estas lineas experimentan una distorsién en cercanias éstas, razén
por la cual ha sido necesario ajustar el tamafo del dominio para que, al menos, dentro del
area del dominio la tendencia de las lineas isobaras sea la esperada en estos analisis.

El modelo de Virieux permite concluir, al hacer analisis de disipacion de esfuerzo y y analisis
de deformacion, para sistemas bicapa con diferentes relaciones de médulos elasticos, que
para estratos de suelo rigido superior con espesor muy grande, respecto al estrato de suelo
blando que le suprayace, tiende a presentarse una distorsién en los valores de deformacion
elastica obtenida, comparando con las soluciones tradicionales. Esto puede deberse a la
condicion del frontera inferior asumida para los analisis.
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9 Algunas Sugerencias Para Futuras Investigaciones

Debido a que esta investigacion estuvo enfocada al estudio de comportamiento del suelo
baja franja de carga infinita, que reduce el problema a dos dimensiones, seria interesante
escribir un codigo para modelar areas cargadas de geometria definida (p. e. areas
rectangulares) y ajustar la geometria del modelo y localizacién de condiciones de frontera
para eliminar la forma achatada que se origina en la parte inferior y lateral de las graficas
de isobaras.

Debido a que en este trabajo de grado no se tuvo en cuenta la inercia del area cargada,
sino que la carga se implement6 como esfuerzos aplicados directamente sobre la superficie,
un trabajo futuro de investigacion seria el estudio de la variable masa inercial dentro del
modelo numérico.

Seria interesante poder implementar un cédigo para modelar cimentaciones donde se
considere el empotramiento o profundidad de cimentacion.
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10 APENDICE A.1: METODOS DE ANALISIS DE BLOQUES DE CIMENTACION

1 Teoria del semi-espacio elastico analogo

En la teoria del semi-espacio elastico el medio elastico (suelo) es considerado como
homogéneo e isotropico. La teoria supone que las ondas generadas debido a la vibracion
de las zapatas circulares que descansan sobre el semi-espacio elastico se alejan en
direcciones radiales desde la base. A medida que se aleja, lleva consigo parte de la energia
que se impone al suelo. Como esta energia no esta disponible para participar en un
fendmeno de resonancia, se introduce un efecto de amortiguacion. Este tipo de
amortiguacion se denomina amortiguacion geométrica o amortiguacion de radiacion. La
teoria del semi-espacio elastico, por lo tanto, no considera el sistema de amortiguamiento
viscoso como se usa en el método de parametro agrupado, el cual se basa en la suposicion
que las vibraciones inducidas dentro del sistema fundacién-suelo por el funcionamiento de
una maquinaria obedecen a un movimiento arménico simple con un grado de libertad. Los
parametros basicos del suelo utilizados para el desarrollo de la teoria son el médulo de
corte, G, el peso unitario del suelo, v, y la relacién de Poisson, v. La teoria hace uso de
ciertas simplificaciones matematicas que son bastante realistas.

Sin embargo, la solucion analitica sirve como una guia Gtil para un medio racional de evaluar
las constantes de resorte y amortiguamiento que se utilizan en el método de las constantes
elasticas suelo-resorte, que se explicara mas adelante.

La teoria del semi-espacio elastico para la oscilacion vertical fue desarrollada por primera
vez por Reissner (1936), ampliada por Quinlan (1953) y Sung (1953). Hsieh (1962) mejord
las ecuaciones basicas para la amortiguacién geométrica presentadas por Reissner.
Reissner (1937) y Reissner y Sagoci (1944) presentaron soluciones analiticas para la
oscilacién torsional de una base circular que descansaba sobre un semi-espacio elastico.
Las soluciones analiticas para el modo de balanceo fueron presentados por Arnold, Bycroft
y Warburton (1955), y Bycroft: (1956). La oscilacién deslizante de un disco circular fue
analizada por Arnold, Bycroft y Warburton (1955) y por Bycroft (1956).

Los esfuerzos de todos estos investigadores se dirigieron hacia el desarrollo de soluciones
analiticas para calcular la frecuencia de resonancia y el desplazamiento (amplitud de
vibraciéon) de zapatas circulares bajo cargas dinamicas (Richart et al, 1970).

Para obtener los resultados como la frecuencia, deformacion y esfuerzos del sistema, se
hacen necesarios parametros caracteristicos del suelo, geometria de la fundacién y la
maquina.

2. Método analogo suelo-resorte sin considerar el peso del suelo

Barkan (1962), al utilizar el concepto de mdédulo de reaccion del suelo ha simplificado el
método de analisis comparativo de vibraciones.

Carga dinamica: En ciertos tipos de maquinas, las fuerzas desequilibradas se desarrollan
a proposito, por ejemplo, en planchas vibratorias, rodillos vibratorios para la compactacién
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de superficies, etc. En estos casos, la excitacion de la amplitud de fuerza se puede evaluar
a partir de la siguiente ecuacion:

Qo=me*e*a?
Dénde: me: Masa total desbalanceada.
e: Excentricidad al centro de gravedad de la masa total desbalanceada.

: Frecuencia angular de la maquina vibratoria.

3. Procedimiento de disefio para bloques de cimentacion

En la actualidad existen dos propuestas comunmente utilizadas para el disefio de
cimentaciones de maquinas vibratorias:

- Meétodo del semi-espacio elastico analogo (Richart et al., 1970) que trabaja con la
hipétesis de que el suelo es un espacio semi-infinito homogéneo, isotrépico y
elastico, llamado simplemente semi-espacio elastico

- Método de los resortes lineales elasticos sin considerar el peso del suelo (Barkan,
1962).

Cuando se disefian cimentaciones sometidas a cargas dinamicas, la primera condicién que
se debe garantizar es que el esfuerzo en el suelo no exceda el esfuerzo admisible. Esta
situacién se resuelve, en la practica comun, disefiando para una capacidad portante menor
o igual al 50% de la capacidad admisible no drenada, 6.<0.56.4m. Con este principio de
disefio se garantiza bajas deformaciones cortantes, presiones de poros bajas y un
comportamiento predominantemente elastico que garanticen la no generacion de
ablandamiento ciclico'. Adicionalmente se garantiza, teéricamente, que los asentamientos
por cargas no seran excesivos. Pero principalmente en el disefio de sistemas maquina-
fundacioén-suelo debe garantizar que la frecuencia de dicho sistema sea diferente de la
frecuencia de oscilacién de la maquina para evitar que las amplitudes del sistema excedan
los limites permisibles. Por ello es necesario calcular los siguientes parametros:

1. Frecuencia natural de vibracién del sistema (w,,).
2. Amplitud de vibracion del sistema (4,).
3. Esfuerzos y deformaciones en la masa de suelo.

El analisis dinamico viene siendo estudiado desde el afio 1900 y existen varios métodos
con los que se busca determinar los parametros que describen la respuesta dinamica del
suelo. Fue Lamb (1904) quien publicé la primera investigacién donde planted soluciones
matematicas para calcular la respuesta de un sistema maquina-fundacion-suelo sometida

¥ N. E. Wilson & J. R. Greenwood. “Pore Pressures and Strains After Repeated Loading of Saturated
Clay”. Canadian Geotechnical Journal, National Research Council of Canada, vol. 11, pp. 269-277,
1974.
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a vibraciones en su trabajo “Respuesta de un Semi-espacio Elastico Excitado por una
Fuerza Vertical Periédica”.

Este trabajo de Lamb sent6 el fundamento de analisis dinamico de fundaciones. Luego
Reissner (1936) adelanto trabajos tendientes a ampliar la investigacion de Lamb y se baso
también en el semi-espacio elastico. Los parametros necesarios para describir el
comportamiento dinamico del suelo fueron médulo de corte (G), relacién de Poisson (v) y
la densidad de la masa de suelo (p=y/g), representando la cimentacion como una masa
vibratoria (oscilatoria) generando una presion vertical periédica actuando uniformemente
sobre un area circular de radio ro, en la superficie del semi-espacio elastico, a partir de estos
fundamentos Reissner desarrolla la solucidon analitica para el desplazamiento vertical
periédico, zo, conocido comunmente como A,.

Mas tarde Quinlan y Sung (1953) ampliaron la solucion de Reisner. Para esta época se

define la formulacién del valor de la constante equivalente de resorte para vibraciones
_ 4-Gr0)

verticales en el sistema maquina vibratoria —fundacion-suelo (k, = =

Hsieh (1962) modifica las soluciones de Reissner y propone la obtencién de una ecuacién
para vibraciones verticales, similar a la ecuacion para vibraciones amortiguadas de un
sistema de un grado de libertad. Con esta investigacion Hsieh ilustra como las vibraciones
verticales de una cimentacién en el semi-espacio elastico pueden ser representadas desde
el punto de vista de un modelo equivalente masa-resorte-amortiguamiento, a partir de la
ecuacioén diferencial del movimiento de un sistema masa-resorte con amortiguamiento; pero

en este caso la constante de resorte (k,) y el amortiguamiento (C,) dependen de la
frecuencia.

Lysmer y Richart (1962) proponen una analogia simplificada masa-resorte-amortiguamiento
para calcular la respuesta de una cimentacién circular rigida sujeta a oscilaciones verticales.

Esta ultima es la propuesta mas reciente sobre el calculo de la respuesta dinamica.

Lo que se tiene finalmente es que la ecuacion del movimiento de una cimentacion cilindrica
rigida de peso W = mg, sobre un semi-espacio elastico y excitado por una fuerza periédica
vertical, Q, esta dado por la siguiente expresion.

d?z dz
me— + € —

— iot
72 It + kz = Qye

La fuerza periddica vertical, Q, puede obedecer a dos situaciones perfectamente viables.
La primera es que corresponda a una fuerza armoénica constante, en el sentido que su
magnitud no depende de su frecuencia w;. La otra posible situacion es que la fuerza
corresponda a la de una masa que rota con excentricidad, caso de las maquinas giratorias,
en este evento la magnitud de la fuerza depende de la frecuencia, Q, = meew/%, donde m,
es la masa rotatoria excéntrica y e es su excentricidad. Las ecuaciones del movimiento para
las dos situaciones expuestas son las siguientes:
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d?z

mﬁ +C Z i kyz= QoSen(wyt) (Situacion 1)
dtz Z+ CZ o 2t k,z = meewaen(ooft) (Situacion 2)

Las expresiones generales empleadas en el calculo del comportamiento dindmico de
sistemas maquina vibratoria-fundacién-suelo, para el método del semi-espacio elastico
analogo, son las siguientes:

B, = 2. 2~ (Relacién de masas)
4

pro?

4GTO
1_

k, = (Constante de rigidez del suelo)
Donde:
v: = p -+ g (Peso unitario total del suelo)

W, = m, - g (Masa de la zapata + equipo + fuerza excitada)
Ty = f% (Radio de cimentacion equivalente)

G: Médulo cortante

v: Médulo de Poisson del suelo

C, = 34r° J/p - G (Amortiguamiento del suelo)
= |Re o |26 =~ w, (F ia natural del Sist
wn = [T = 0, fn — Wy (Frecuencia natural del Sistema)

d?z | 3.41y? dz . 4Gry _
Mozt 15, VP G- 2 T 1o z=0
La relacién de amortiguamiento esta dada por:

o G G 34 JpG
© G 2k, m, 1-V [aGrym,

1—-v
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Donde:

Ce = 24k, -m, = 2m,ws

C. : Amortiguamiento critico, que desde el punto de vista fisico corresponde a un
desplazamiento sin vibracion.

Un aspecto importante definido por la teoria es que si B, = 0.3 ocurre resonancia.
A continuacion se presentaran las formulaciones para dos condiciones a saber:

- Foérmulas aproximadas para la condicion de resonancia para una fuerza de
excitacion independiente de la frecuencia:

Vs +/Bz—0.36 _ 4Vspry?,/B,—0.36 . .
==.3= =Pl v e (Frecuencia de resonancia)

Wmr To B, my(1-v)
. _ fa _ 1 4Gy . .
0, Wnr = 725 = Zn\]mz(l—v)—o.7225pro3 (Frecuencia de resonancia)
_ Q. B, . _ (1-v)Qo B, . . ‘s
A, = v, 085/5.01% 0,4, = 2oy 085 5018 (Amplitud de vibracion)
0,4, = Qr , Esto usando la teoria de vibraciones (8 = ﬂ)
kZ\/ (1_32)2"'(252[3)2 Wn

- Formulas aproximadas para la condiciéon de resonancia para una fuerza de
excitacion dependiente de la frecuencia:

V. . .
Wiy = r—: aom (Frecuencia de resonancia)

Donde:

S 0.9
om = \|B,—0.18
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11 ANEXO 1: Articulo De Virieux
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P-SV wave propagation in heterogeneous media:

Velocity-stress finite-difference method

Jean Virieux*

ABSTRACT

1 present a finite-difference method for modeling
P-SV wave propagation in heterogeneous media. This
is an extension of the method I previously proposed for
modeling SH-wave propagation by using velocity and
stress in a discrete grid. The two components of the
velocity cannot be defined at the same node for a com-
plete staggered grid: the stability condition and the
P-wave phase velocity dispersion curve do not depend
on the Poisson’s ratio, while the S-wave phase velocity
dispersion curve behavior is rather insensitive to the
Poisson’s ratio. Therefore, the same code used for elastic
media can be used for liquid media, where S-wave ve-

locity goes to zero, and no special treatment is needed
for a liquid-solid interface. Typical physical phenomena
arising with P-SV modeling, such as surface waves, are
in agreement with analytical results. The weathered-
layer and corner-edge models show in seismograms the
same converted phases obtained by previous authors.
This method gives stable results for step discontinuities,
as shown for a liquid layer above an elastic half-space.
The head wave preserves the correct amplitude. Finally,
the corner-edge model illustrates a more complex geom-
etry for the liquid-solid interface. As the Poisson’s ratio
v increases from 0.25 to 0.5, the shear converted phases
are removed from seismograms and from the time sec-
tion of the wave field.

INTRODUCTION

Many different methods proposed for modeling waves in
heterogeneous media have their own range of validity and in-
terest. Ray theory (Cerveny et al., 1977), a high-frequency ap-
proximation, breaks down in many common situations. At
caustics the predicted amplitude is infinite, and in shadow
zones the amplitude is zero. Using spectral transformations in
space and time, several extensions for overcoming these diffi-
culties have been proposed, depending on how the inverse
transformations are performed. Reflectivity (Fuchs and
Miiller, 1971), which integrates numerically on the slowness
vector, is routinely used for vertically heterogeneous media.
Numerical integration over wavenumber is used by Aki and
Larner (1970) and Bard and Bouchon (1980), who introduced
the Rayleigh ansatz for the diffraction sources, in order to
model laterally heterogeneous media. More recently, Alekseev

and Mikhailenko (1980) and Mikhailenko and Korneev (1984)
performed integration over wavenumber for any interface.
Going to the complex slowness plane allows inversion by in-
spcction, giving generalized ray theory (Helmberger, 1968).
For computing reflection and refraction coefficients glorified
optics (Hong and Helmberger, 1978) introduces two-
dimensional (2-D) wave curvature at the interface, while Lee
and Langston (1983) took into account two curvatures for a
three-dimensional (3-D) wavefront. Chapman (1978) per-
formed the frequency integration before the integration over
real slowness, and obtained a WKBIJ seismogram which is
regular at caustics. By using the Maslov asymptotic transfor-
mation, Chapman and Drummond (1982) extended the WKBJ
seismogram for laterally inhomogeneous media. Another
method called Gaussian beam, which also gives finite results
at caustics, is seen as a perturbation of spectral decomposition
(Madariaga and Papadimitriou, 1985).

Manuscript received by the Editor July 9, 1985; revised manuscript received September 3, 1985. .
*Laboratoire de Sismologie, Institut de Physique du Globe de Paris, Université de Paris 7, 4 Place Jussieu, tour 24, 4éme étage, 75005 Paris,

France.
41 1986 Society of Exploration Geophysicists. All rights reserved.



890 Virieux

On the other hand, fully numerical techniques in space-time
domain, in the finite-difference formulation (Boore, 1972) or
finite-element formulation (Smith, 1975), handle any kind of
waves in complex media but are limited mainly because nu-
merical dispersion prevents them f{rom propagating waves
over large distances. In other words, enough low-frequency
waves must be used. Another difficulty that arises with nu-
merical techniques is the interpretation of numerical seismo-
grams. The situation is better than for the real Earth, because
the medium is known and fields may be displayed inside the
whole medium, thereby defining the shape of wavefronts. Of
course, the interpretation becomes more difficult as the com-
plexity of the medium increases.

To model P-SV wave propagation, I apply a finite-
difference scheme used in Madariaga (1976) for crack propa-
gation modeling. SH-wave modeling has already been dis-
cussed in a previous article (Virieux, 1984). Here I follow the
same formulation of the problem. Numerical analysis is
lengthier, because of several interesting features of the P-SV
scheme. Explosive source and surface waves are compared
with analytical results to gain confidence in this modeling.
After comparing other numerical simulations with the
weaihered-layer model and the corner-edge model, I discuss
the discrepancy between results obtained for the corner-edge
model in the homogeneous and heterogeneous formulations
(Kelly et al., 1976). Pictures of the medium display the evolu-
tion of wavefronts with respect to time. The liquid-solid inter-
face is studied, and stable results obtained for a liquid layer
over an elastic half-space are shown. The case of a complex
interface is illustrated by a corner-edge and numerical seismo-
grams for Poisson’s ratios v ranging from 0.25 to 0.5 are pre-
sented. Pictures of the medium at a given time for different
Poisson’s ratios help demonstrate its effects on seismograms.
For modeiimg & more complex medium like a salt dome, future
work 1s necessary.

PROBLEM FORMULATION

I closely follow the development in my previous paper on
SH-wave propagation (Virieux, 1984). I consider a vertical 2-D
medium with a horizontal axis x and a vertical axis z pointing
downward. The medium is assumed linearly elastic and iso-
tropic.

Equations

Instead of using the wave equation which is a second-order
hyperbolic system, I go back to the elastodynamic equations
which are:

Pu, at oty
P ot dx oz’

du, ot Ot

k24

P2 “ox oz

XX

Ju ou
=(M+2p=—=4+ 1= 1
Tex (+|J)ax+ PR (1)
tom Ok 2y P 0 B
oz ox

and

ou, du
T, =pl=—+==
x “( az ax)
In these equations, (u,, u,) is the displacement vector and (3,
T,,, Ty,) is the stress tensor. p(x, z) is the density, and A(x, z)

and p(x, z) are Lamé coefficients. This system is transformed
into the following first-order hyperbolic system:

%_b _lal’ﬁ+at“z
ot 0x oz )’

v, b ot,, + ot,,
ot Ox oz }’

ot v v

4o D2 D 2
o S AWM @)
ot ov ov
Dot o) L2 D,

PR G A

and

0T, Ov, + ov,

a  Ma T

In these equations (v, v,) is the velocity vector. b(x, z), the
lightness or the buoyancy, is the inverse of density.

Initial conditions

The medium is supposed to be in equilibrium at time ¢t = 0,
ie., stress and velocity are set to zero everywhere in the
medium. Because of these initial conditions, propagating stress
and velocity is also equivalent to propagating “time-
integrated stress” and displacement.

Boundary conditions

Internal interfaces are not treated by explicit boundary con-
ditions because they are in a homogeneous formulation (Kelly
et al, 1976). They are represented naturally by changes of
elastic parameters and density as they are in a heterogeneous
formulation. Only four explicit boundary conditions have to
be considered: the four edges of the finite-sized vertical grid.
Depending on the problem, different boundary conditions can
be used on the edges: approximate-radiation conditions (for
simulating an infinite medium), stress-free conditions (also
known as the Neumann condition or free-surface condition),
or zero-velocity conditions equivalent to zero-displacement
conditions (the Dirichlet condition or rigid-surface condition).
The radiation conditions are equivalent to the condition B-1
of Clayton and Engquist (1980), and correspond to plane-
wave radiation conditions.

Source excitation

I use an explosive source in this paper. Because, as shown
later, stresses t,, and 1., are defined at the same nodal point,
equal incremental amplitudes are added to t,, and t,, at the
point source to simulate a given source excitation. Because v,
and v, are not computed at the source point, infinite ampli-
tudes are avoided. As shown by Gauthier (1983), this imple-
mentation of the source excitation is equivalent to the one
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used in Alterman and Karal (1968) for this scheme and it saves
computer time. Two source excitations for stress are used: the
Gaussian pulse

fay=e o ©

for the Lamb’s problem with the parameter a, which controls
the wavelength content of the excitation, equal to 200, and the
derivative of a Gaussian pulse for the other models

glt) = —2at — to)e 211 @)

with the parameter o equal to 40. This means that, for a
P-wave velocity of 6 000 m/s, the P-wave half-wavelength is
1800 m and the S-wave half-wavelength is 1 000 m for a
Poisson’s ratio v = 0.25. Consequently, a good choice for the
grid spacing is around 100 m. t, is chosen to give a causal
signal which is approximately zero for negative time.
Throughout this paper, f(¢) is written for a Gaussian pulse and
g(t) for its derivative.

NUMERICAL ANALYSIS

Derivatives are discretized by wusing centered finite-
differences. Because the system is a first-order hyperbolic
system, the interpolation functions are linear functions (Zien-
kiewicz and Morgan, 1982, p. 154). Assuming equations are
verified at nodes, discretization leads to a unique staggered
grid, as shown in Figure 1. The discretization of the medium is
the last step in the finite-difference formulation. The major
difference from usual schemes is that the different components
of the velocity field are not known at the same node. The
explicit numerical scheme, equivalent to the system (2), is:

At
k+1/2 _ yrk—1/2 k k
Ui,j = Ui,j +Bi,jE(EH'I/Z,j_Zi—1/2,j)
At
=k =k
+ B ; Az (Bi j+12 — EL j-12h
k+1/2 _ pk-1/2
VEE o2 = VIR 1o
+ B. . ﬂ &, _ =k )
i+1/2,j+ 12 Ax =—i+1,j+1/2 =i, j+1/2
At
K k
+ Bi+]/2.j+1/2 E (Tf+1/2, i+l Ti+ 1/2,,’),

k+1 - Sk
P+ 172,57 2i+ 1/2,§

At .
+ (L +2M)iy )0 Ax (Ufill/f - U?_jl/z)

At
k172 k4172
+Li+1/2,jE( Tivi — Vii

?Ill/Z,j = T?H/z.j
At i K+1/2
+ (L +2M) 4,5 ~ (Viser = Vs
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Ly, 2w _ursn
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=k
=i+ 1/2 T =, j+1)2
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k+1/2 K+1/2
+ M, E(U:’.j+/l —Utsi?)

At
k+1/2 k+1/2
yk+12 _ Vi,j ),

+ Mi.j+1/2 _( i+1,j
Ax

(%)

In these equations, k is the index for time discretization, i for
x-axis discretization, and j for z-axis discretization. At is the
grid step in time, Ax and Az are the grid steps for the x-axis
and for the z-axis, respectively, which are assumed equal in the
following applications. Numerical velocity (U, V) = (v, v,) at
time (k 4 1/2)At, and numerical stress (X, =, T) = (1, T,,, T,,
at time (k + 1)At are computed explicitly from velocity at time
(k — 1/2)Atr and stress at time kAt. B represents the buoyancy
inside the medium, while L, M represent Lamé coefficients (A,
), as shown in Figure 1.

For homogeneous media, standard spectral analysis gives
the following numerical stability condition for this explicit
scheme:

1 1
V;)At\/A—xZ-I—EE<1, (6)

where V, is the P-wave velocity. The stability condition is
independent of the S-wave velocity V., or of the Poisson’s
ratio v. For the special case Ax = Az, the stability condition
reduces to

At 1
V, — <——=. 7

? Ax \/E

The generalization of this stability condition for an »n-D space
is straightforward and gives the following condition

VoAt [y :

P 2
iT1 Ax;

< 1, 8)

and, for Ax; = Ax,

)

FiG. I. Discretization of the medium on a staggered grid.
Black symbols are for velocities and buoyancy at time kAt.
White symbols are for stresses and Lamé coefficients at time
(k + 1/2)At.
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where n is the dimension of the space. This condition has been
verified by Virieux and Madariaga (1982) for 3-D crack mod-
eling. This stability condition is more restrictive than the one
obtained for usual finite-difference schemes (Bamberger et al.,
1980 or Stephen, 1983) which, for Ax = Az, gives

At
VVEi+VE A< b (10)

because the S-wave velocity is lower than the P-wave velocity.
This is the price paid for a complete staggered grid.

Using the same mathematical framework in Bamberger et
al., (1980), stability in heterogeneous media is expected provid-
ed the condition in equation (6) or (7) holds everywhere on the
grid. For the scheme used here, this seems to be true for any
Poisson’s ratio, as shown later for a liquid-solid interface.

I do not develop the numerical analysis of the finite-
difference scheme here because it is lengthy and because it
follows standard lines found in many textbooks on numerical
analysis (Marchuk, 1975). However I do analyze phase veloci-
ty, because it illustrates why a liquid-solid interface is correct-
ly modeled with this finite-difference scheme.

Consider a plane wave with wavenumber k, which makes an
angle 8 with the x-axis. Following Bamberger et al. (1980), the
quantity y given by

At
Y=V12V, o (11)

controls the numerical dispersion, and the quantity H defined
by
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Fic. 2. Dispersion curves for nondimensional P-wave phase
velocity with a dispersion parameter y = 0.8. Results for differ-
ent angles 0 of the plane wave with respect to the x-axis are
shown. They are independent of Poisson’s ratio v.

H="=", (12)

controls the number of nodes per wavelength of the plane
wave. The resulting nondimensional P-wave phase velocity
(defined by the ratio of numerical P-wave phase velocity to
true P-wave velocity) is:

/2
q,=Y=sin"" ':~Y—_ /sin? (tH cos 6) + sin? (nH sin 6):',
V2
(13)

where g, is independent of Poisson’s ratio v. Similarly, the
nondimensional S-wave phase velocity is:

v, 2
q, = Y2 sin™?
V.nyH

V,
x [——V sz J/sin? (tH cos 8) + sin? (tH sin G)} (14)

PV

where ¢, depends on the Poisson’s ratio through ¥,/V,. For
y = 0.8, ¢,(H) is shown on Figure 2 for different angles 0. The
figure is valid for any Poisson’s ratio, which is not the case for
standard finite-difference schemes. The quantity ¢, is always
lower than 1 and approaches 1 for small H. For H ~ (0.1,
q, =~ 1. This is the rule of thumb stating that ten nodes are
needed inside a wavelength for correct modeling. For y = 0.8,
q,(H) is shown on Figure 3 for different angles 6 and for
different Poisson’s ratios v. The quantity g, is always lower
than 1. This is not the case for usual finite-difference schemes
where g, may be found to be higher than 1 (Bamberger et al.,
1980), which means that the numerical-S-wave propagates
faster than_the true S-wave. The quantity g, approaches- 1 for
small H, giving the same rule of thumb as for the P-wave
modeling. Because the S-wave velocity is lewer than the
P-wave velocity, the condition on the S-wave is more re-
strictive and will overrule the one on the P-wave. Moreover,
the behavior of g, does not degrade as v goes to 0.5, while g,
becomes infinite inside liquids for standard finite-difference
schemes (Bamberger et al., 1980). This suggests, as is con-
firmed later, that our numerical scheme behaves correctly
inside liquids, and at liquid-solid interfaces.

Finally, for a medium of size 400 x 200, a computer
memory of 8§50 K words is needed. 100 s are necessary to
perform 1 200 time steps on a CRAY 1-S. Although the nu-
merical code was designed to handle any size of medium by
using its own virtual memory, this option was not used be-
cause it increases drastically the I/O computing cost.

COMPARISON WITH ANALYTICAL RESULTS

Two problems arise in the modeling of P-SV wave propaga-
tion which require a numerical solution. These are source
modeling and surface wave (Rayleigh wave) modeling. These
features are not simple extensions from the SH-wave case, and
need to be checked with simple analytical solutions.

Explosive source

Although any kind of source may be implemented, an ex-
plosive source is easily modeled by adding a known value to
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stress (t,,, 1,,) at the point source. A point force at the free
surface of a half-space is modeled incrementing only 1, at this
point source.

For a source excitation g(f) given by equation (4) with a
parameter o equal to. 40, T compared. the radial numerieal
displacement with the analytical solution in an infinite
medium of P-wave velocity equal to 4 000 m/s. Figure 4 pic-
tures the seismogram at a station 400 m from the source. The
tangential displacement, which is not zero because of numeri-
cal dispersion, remains negligible. Its amplitude decreases
when the parameter y diminishes or when the spectral content
of the source shifts to lower frequencies.

Lamb’s problem

Rayleigh surface waves are strongly excited by a source at
the free surface of a half-space. Since the work of Lamb (1904},
analytical solutions have been presented in many textbooks
(Ewing et al., 1957; Aki and Richards, 1980). The Cagniard-De
Hoop method is an elegant way of computing body wave
seismograms (Achenbach, 1975, p. 303). Moreover, the Cag-
niard path is known analytically for a source at the free sur-
face. A difficulty arises when the station is also at the free
surface. The Rayleigh pole in the complex slowness plane is
located on the Cagniard path: its contribution must be evalu-
ated by the theorem of residues (Ben-menahem and Singh,
1981, p. 545). The seismogram for any source excitation is
obtained by convolution of the solution for Dirac’s & pulse
with the source time function.

Figure S, shows the horizontal component due to a vertical
Gaussian point source f(t) of the type (3), with a spectral
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parameter a = 200. Observe the propagation without disper-
sion of the surface wave and the build-up of the conical wave.
The numerical Rayleigh wave has a lower amplitude than
does the analytical Rayleigh wave. This slight misfit, which is
the same-for X = I 566-m or X = 3 060 m; does not depend
on the propagation and may be explained by the dis-
cretization of the medium at the source. At early times, inter-
action between the source and the free surface involves a few
nodes. Because the propagation is correctly modeled, I consid-
er that the agreement between numerical and analytical solu-
tions is satisfactory.

COMPARISON WITH NUMERICAL RESULTS

For more complex models of the medium, only numerical
solutions are available for comparison. Two models are pre-
sented: the weathered-layer model for Rayleigh wave exci-
tation by a point source at depth, and the corner-edge model
for diffraction. These models were chosen because they present
more complex wave patterns than do the analytical solutions
and because they have been studied by Kelly et al. (1976)
which makes qualitative comparison achievable.

Weathered-layer model

The geometry of the medium is shown in Figure 6. The
upper layer has a very low P-wave velocity of 2 000 m/s com-
pared to the velocity of the half-space which is 6 000 m/s.
Density is taken as a constant of 2 500 kg/m>. The source g(z),
with a spectral content defined by a = 40, see equation (4), is
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FiG. 3. Dispersion curves for nondimensional S-wave phase velocity with a dispersion parameter y = 0.8. Results for
different angles 0 of the plane wave with respect to the x-axis are shown on the same graph for different Poisson’s
ratios v.
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located near the surface in order to obtain efficient Rayleigh
wave excitation. In Figure 7, seismograms lasting § s present
the features already studied in Kelly et al. (1976). A quantita-
tive comparison is difficult because of the unknown spectral
source content of Kelly et al. (1976) and because of the graph-
ical representation of seismograms. The direct P-wave and the
Rayleigh wave dominate the seismograms. The PP- and PS-
wave reflections clearly show a phase shift after the critical
angle. The reflection at the free surface, which seems to come
from a ghost source above the [ree surface, is called GP for the
P-wave reflection and GS for the S-wave reflection. These
phases are usually called pP and sP but I use the nomencla-
ture of Kelly et al. The GP phase is again reflected upward by
the interface as a P-wave. This so-called GPP phase stands
between the PP and PS reflection. The head wave can be
guessed, mainly when it arrives before the direct P-wave. With
another choice of saturation for the picture, it would have
been clearly seen. Then, the S reflection of GP phase, called
GPS, and the P reflection of GS. phase, called GSP, arrive in
front of the phase obviously called GSS. The PPPP phase,
which is the P incident phase twice reflected at the interface
and once at the free surface, can hardly be seen at the bottom
of the seismogram.

T now show raster pictures instead of the more conventional
representation in Figure 7. Small energetic phases are better
scen on raster images.

Corner-edge model

This model is a stringent test for the quality of a finite-
difference scheme. Kelly et al. (1976} showed unacceptable dis-
crepancies between the solutions obtained with the homoge-
ncous and heterogeneous formulations of the problem.

The geometry of the medium is shown in Figure 8. The
velocity of the upper medium is 6 000 m/s while the lower
medium has a velocity of 9 000 m/s. The density of the lower
medium is 2 500 kg/m>. The source g{t) has a spectral content
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defined by a = 40, [see equation (4)]. Figure 9 presents seis-
mograms lasting 6 s on the free surface for Ax = Az = 100 m.
Two models were considered: (1) homogeneous density, where
the two media have the same density, and (2) homogeneous

Lamé- coefficients; where the two media have the same A and

p. They illustrate the phase shifts for the different waves at the
interface. Time arrivals of numerical waves are compared with
those obtained by ray tracing. [ use the same nomenclature of
phases used in the previous example. After the direct P-wave,
the PP reflection is associated with the PP diffraction.
The PS,.q is clearly seen on the horizontal component, but
interferes later with the ghost GPP,,,, reflection and the ghost
GPP4,, diffraction, which are strong above the corner and
source area. Another group of energetic waves, GPS and GSP
waves, which are the S-wave reflection of the GP phase at the
interface or the P-wave reflection of the GS phase, are not
hidden by the residual reflection coming from the bottom
where npmerical radiation conditions were applied. Kelly et
al. (1976) mainly observed this reflection because they did not
apply absorbing radiation conditions.

These different phases may be followed by snapshots of the
medium at successive times. Figure 10 shows the horizontal
and vertical components. Wavefronts are indicated with
arrows. Attention must be drawn on diffracted fronts, head
fronts, and corner fronts. The corner front is the same one
observed for the SH case (Virieux, 1984). This front, called C
phase in Figure 10, corresponds to the P-wave refracted on
the horizontal interface, and reflected again on the vertical
wall as an S wave.
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Returning to the discrepancy between the homogeneous
and heterogeneous formulations of finite-differences at inter-
faces, Kelly et al. (1976) argue that a possible explanation may
come from the numerical smoothing of Lamé coefficients in
the heterogeneous formulation. There is a numerical transition
zone which is not found in the homogeneous formulation be-
cause of the explicit boundary conditions. With the increasing
power of computers this argument may be reexamined by
numerical scaling. By decreasing the grid size, the transition
zone is reduced, and results for the heterogeneous formulation
are expected to improve. This is not the case. Taking
Ax = 200 m, Ax = 100 m and Ax = 50 m, results are remark-
ably stable and give a very weak PS diffracted signal in the
forward direction compared with that in the backward direc-
tion. This signal is not as strong as that found by the homoge-
neous formulation of Kelly et al. (1976) and the result con-
firms numerically Gupta’s results (Gupta, 1966) on analytical
transition zones. A source with a wavelength content between
10 and 20 nodes cannot distinguish drastically a transition
zone over 1, 2, or 3 nodes from an abrupt change of physical
parameters because the source does not have enough resolu-
tion. Therefore, another explanation may be sought. I give two
arguments for a weak PS diffraction.

The energy of the incident wave is divided in two parts at a
plane interface: the reflected part, going upward and the re-
fracted part, going downward. The diffraction phase, which
comes from an abrupt end of the interface, connects the
upward reflected phase to the downward incident phase. The
incident phase, where the interface is missing, is stronger than
the refracted phase. Therefore, only a small amount of energy
is expected to go upward with the diffracted front, while the
incident phase brings downward the maifi part of the energy.

A possible analytical way is to look at asymptotic solutions
in the high-frequency approximation. I could compare nu-
merical solutions for a high-frequency source with solutions
obtained by the geometrical theory of diffraction (Keller, 1962)
applied to elastic waves. Instead, I argue qualitatively from
results presented in Achenbach et al. (1982). The corner-edge
model is not too different from the semiinfinite crack diffrac-
tion problem. The contribution of the vertical wall of the
corner is missing, but the contribution from the interruption
of the horizontal wall is expected to be correctly modeled.
Illuminating the horizontal wall by a compressional plane
wave making an angle 0, with the x-axis, Achenbach et al.
(1982, p. 126-148) obtained PS diffraction coefficients. For any
angle 9, between 0 and n/2 of this plane wave, the amplitude
was an order of magnitude smaller in the forward direction
than in the backward direction.

38 000 m

5800m
J 8 800 m

»
2 000 m

1
9 000 m/s 9 800 m

6 000 m/s 25000 m

F1G. 8. The geometry of the corner-edge model.

As a partial conclusion, the heterogeneous formulation of
Kelly et al. (1976) or the heterogeneous formulation of this
article present teasonable solutions while the homogeneous
formulation of Relly et al. (1976) presents features difficult to
explain. For a more precise analysis the computer program
used by Kelly et al. for the homogeneous formulation is
needed.

LIQUID OVER SOLID INTERFACE:
CORNER-EDGE MODEL

Interest in the liquid-solid interface increases with marine
seismic exploration. Waves propagate inside water before hit-
ting the ocean basement and penetrating an elastic medium.
Does the problem require a new formulation?

The heterogeneous formulation of standard finite-difference
schemes exhibits instabilities for step discontinuities at a
liquid/solid interface or inaccuracies for gradient dis-
continuities, as clearly shown in Stephen (1983). Solving this
problem requires the homogeneous formulation of finite-
difference schemes. Propagation inside water is solved by the
acoustic equation, while the propagation inside an elastic
medium is solved by the elastodynamic equations. The liquid-
solid interface is a common boundary. Different approxi-
mations used at this interface yield different numerical
schemes. Modeling complex interfaces with a homogeneous
formulation is a difficult computational task, and has not yet
been performed, to my knowledge.

I illustrate the liquid-solid interface with two models: the
2-D step discontinuity model for showing stable results, and
the corner-edge model for analyzing the complex liquid/solid
interface.

Step-discontinuity model

Stephen (1983) studied the same problem but used cylindri-
cal symmetry to simulate point sources. He found unstable
results for a step discontinuity of velocity and density with
depth, using a heterogeneous formulation. This instability
does not come from the cylindrical symmetry of his problem,
but results from the numerical feature of the standard finite-
difference scheme he used. Figure 11 presents results for the
same medium, using my heterogeneous formulation which
gives stable results. Unfortunately, comparison with Stephen’s
results is net possible because my flat 2-D- geometry is differ-
ent from his cylindrical calculations. My results exhibit rea-
sonable amplitudes at any range and a good modeling of
conical phases at supercritical (4 000 m) range.

Corner-edge model

Now consider the corner-edge model presented previously.
Figure 12 presents seismograms for the same medium as
Figure 9, but for different Poisson’s ratios ranging from 0.25
to 0.5. The pattern for the direct P-wave and the PP-wave
remains essentially the same for the different Poisson’s ratios,
while the PS-wave moves downward because the S-wave ve-
locity decreases and then disappears completely for the Pois-
son’s ratio v = 0.5. Small oscillations coming from the S-wave
generated by the free surface may be observed when the
number of nodes inside the S wavelength is too small. For this
scheme, they go to zero when v tends toward 0.5.

A better understanding of these seismograms may be ob-
tained from the snapshots of the medium for different Pois-
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FiG. 9. Numerical seismograms at the free surface for the corner-edge model. The horizontal seismogram is shown on

the left and the vertical seismogram is shown on the right. Continuous lines are arrival times of different waves from
ray tracing.
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F1G. 10. Pictures of the corner-edge medium for different times. Wavefronts are indicated by arrows.
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son’s ratios v. Figure 13 shows vertical component at time
t=2.995s inside the medium. To observe the modification of
the wave pattern, look at the PS reflection/diffraction on the
corner edge. As the Poisson’s ratio- tends toward 0.5, the PS
wavefront becomes increasingly confined near the interface.
Another modification comes from the free surface. The PS
reflection at the free surface precedes slightly the GPP reflec-
tion for v = 0.25. For v = 045, the PS reflection is behind the
GPP reflection, while, for greater v, the PS is unnoticeable and
disappears for v = 0.5.

Stable and accurate results were obtained in Nicoletis (1981)
at a liquid-solid interface. Using variational methods, she de-
signed a numerical scheme for the acoustic problem inside the
liquid and another scheme for the elastic problem inside the
solid with an explicit boundary between them. In our tech-
nique, it is not necessary to use an explicit boundary condition
between the solid and liquid. The same unique numerical
scheme is applied to the liquid and solid media. Therefore,
propagation of elastic waves and acoustic waves across a
liquid-solid interface is modeled with the same code. No spe-
cial treatment of the interfaces is needed to allow our method
to model complex geometries of the interfaces.

CONCLUSION

I have shown that elastodynamic equations can be solved
by a finite-difference technique using velocity and stress as
conjugate physical quantities distributed on a staggered grid.
The numerical solution is valid for any Poisson’s ratio. Liquid
areas can be introduced inside the heterogeneous medium and
the wave equation can be solved using the same formulation
used for a solid, thereby avoiding use of the acoustic equation
inside the liquid and escaping the rather complex problem of
connecting the liquid and solid areas along an interface.

The main limitations of our stress-velocity finite-difference
method come from the numerical dispersion and the finite
numerical size of the grid. With these restrictions, interpreta-
tion of numerical seismograms may be very difficult for com-
plex media. By choosing different hypothetical media, differ-
ential seismograms may be built to analyze where the energy
is coming from. Ray theory and its extension may also be used
to locate different phases. These different methods are essential
for understanding wave propagation in a complex medium
(George et al. 1985).

Another alternative to this trial-and-error method consists
of applying inverse techniques to the nonlinear problem.
Techniques are currently being developed using this stress-
velocity formulation (Gauthier et al., 1985).
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* * *

PROGRAM: ProgramaMaestria

PURPOSE: Trabajo de grado para optar titulo de maestria
Programa Final de Virieux Oh”2
Codigo fortran para integracion de ecuacion de onda P-SV
Diferencias finitas en el dominio del tiempo Virieux 1986
Maximiliano Villadiego

CONTROL DE CAMBIOS:
2870872018

program ProgramaMaestria
implicit none
declaracion de variables

IDominio geometrico y temporal

real::bb, XI1,ZJ, h, deformacion !son son ancho faja de carga, dimensiones en X y en z EJE ¢
Z POSITIVO HACIA ABAJO EJE X POSITVO HACIA DERECHA 'y espesor del suelo 1

real::dx,dz,dt !son los pasos en x, en z, y en t

integer::nx,nz,nt 'numero de nodos x, en z, y en t

real::t0,tn, maxVsig, maxSzsig !son los tiempos inicial y final de la moleacion
integer::n,i,j,t, ix, jz, conta, ir, imv, jmv, ims, jms Icontadores en tiempo y dimension ¢
X & z

Iparametros de material

real::ro_1,1_1,m_1,v_1,E 1 'que son los parametros de lamé, la densidad, médulos de V4
poisson y young estrato 1.
real::ro_2,1_2,m_2,v_2,E 2,sumAsent, sumAsentCol !que son los parametros de lamé, la 4

densidad, médulos de poisson y young estrato 2.

real ,dimension(:,:),allocatable::ro !densidad matricial
real ,dimension(:,:),allocatable::1,m,v,E 'constantes de lamé matricial

Variable principal velocidad
real, dimension(:,:),allocatable::Usig,Vsig !velocidad siguiente +1/2
real, dimension(:,:),allocatable::Uact,Vact !velociad anterior -1/2

Variable principal esfuerzo
real, dimension(:,:),allocatable::Sxsig,Szsig,Sxzsig !esfuerzo siguiente +1
real, dimension(:,:),allocatable::Sxact,Szact,Sxzact,temp !esfuerzo anterior +0

Variable para almacenar la columna y su suma total de asentamiento
real, dimension(:,:),allocatable::AsentamientosCol

IPara impresiones periodicas
real, dimension(:,:),allocatable::grafl, puntosModelar !captura esfuerzo y/o desplazamiento ¢
para un punto especifico

lvariables para la carga

integer::ini,nD,anD !contadores de rampas y numero de nodos

real::Q0,Fr,xFr !Carga muerta que corresponde a la maquina y la cimentacion, frecuencia de ¢
carga, fraccion de frecuencia para magnitud de vibracion

real::Qe !Fuerza excentrica u oscilante

real::Fs lvariable auxiliar para esfuerzo de contacto

ialaleiaialalaiole DECLARACION ¢
DE VALORES INICIALES
bb=0 lTancho de faja de carga
print *," "

print *,"Escuela Colombiana de Ingenieria Julio Garavito "
print *,"Trabajo de grado para optar titulo de maestria Ingenieria Civil
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print *,"Maximiliano Villadiego "
print *," o
print *," "
print *,"Escriba el ancho de faja de carga (m):"

read *,bb 'ancho de faja de carga

1bb=0.2

print *, "Escriba el espesor del estrato 1 (m):"™ 'h
read *, h lespesor del estrato 1 (m)

1h=0.2

print *, "Escriba el delta en la direccion x(m):" Idx
read *, dx !delta en la direccion x(m)

1dx=0.01

print *, "Escriba el delta en la direccion z(m):" !dz
read *, dz !delta en la direccion z(m)

1dz=0.01

Iprint *, "Escriba el delta en la direccion t(s):" ldt
Tread *, dt !delta en la direccion t(s)
dt=0.00001

IMATERIAL #1 - Suelo superior
print *, "Escriba la densidad del estrato 1 (kg/m3):" !ro_1 (kg/m3)
read *,ro_1 !densidad del estrato 1 (kg/m3)

Tro_1=2000.
print *, "Escriba médulo de elasticidad del estrato 1 (N/m2):" I!E_1 Médulo de elasticidad w
(N/m2)

read *,E_1 Imédulo de elasticidad del estrato 1 (N/m2)

TE_1=333333333.32

print *, "Escriba médulo de Poisson del estrato 1:" !v_I médulo de Poisson
read *,v_1 Imédulo de Poisson del estrato 1

v _1=0.25

IMATERIAL #2 - Suelo inferior

print *, "Escriba la densidad del estrato 2 (kg/m3):"

read *,ro_2 !densidad del estrato 2 (kg/m3)

Tro_2=1800.

print *, " Escriba médulo de elasticidad del estrato 2 (N/m2):" IE_2 Médulo de elasticidad v
(N/m2)

read *,E_2 Imédulo de elasticidad del estrato 2 (N/m2)

1E_2=60000015.82

print *, " Escriba médulo de Poisson del estrato 2:" !v_2 médulo de Poisson
read *,v_2 Imédulo de Poisson del estrato 2
v_2=0.25

print *, "Escriba la fuerza excentrica u oscilante (N):"

read *,Qe !fuerza excentrica u oscilante (N)

1Qe=50.

print *, "Escriba la frecuencia de carga (revoluciones por segundo - Hz):"™ IFr (Hz)
read *, Fr !frecuencia de carga (revoluciones por segundo - Hz)

1Fr=30.

Tingreso de valores

X1=10.*bb !'largo del dominio unidades m

ZJ=7.*bb 'alto del dominio unidades m

t0=0. !tiempo inicial de la propagacién unidades s
tn=1.0 !tiempo Ffinal de la propagacion unidades s

Q0=0

1_1=E 1*v_1/((1.+v_1)*(1.-2.*v_1)) !Primer parametro de lamé estrato 1
m_1=E_1/(2.*(1+v_1)) !Segundo parametro de lamé estrato 1

1_2=E 2*v_2/((1.+v_2)*(1.-2.*v_2)) !Primer parametro de lamé estrato 2
m_2=E_2/(2.*(1+v_2)) !Segundo parametro de lamé estrato 2

print *, "Escriba la carga muerta, corresponde a la maquina y la cimentacién(N):"
read *, Q0 !carga muerta, corresponde a la maquina y la cimentacion(N)
1Q0=50000.

anD=aint(bb/dx/2.) Inumero de nodos del centro al extremo de la faja de carga
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Icalculo de numero de nodos

nx=X1/dx+1. INumero de nodos del eje x

nz=2J3/dz+1. !Numero de nodos del eje z
nt=(tn-t0)/dt+1 !Numero de nodos del eje t (tiempo)
ini=aint(0.3/dt) !paso de inicio del vibrado

TPunto central de la superficie
nD=aint(0.5*nx)

IDeclaracion de tamafio de matrices
allocate(Uact(1l:nx,1:nz))
allocate(Usig(l:nx,1:nz))
allocate(Vact(1l:nx,1:nz))
allocate(Vsig(l:nx,1:nz))
allocate(Sxact(l:nx,1:nz)) lesfuerzo en X
allocate(Sxsig(l:nx,1:nz))
allocate(Szact(l:nx,1:nz)) lesfuerzo en Z
allocate(Szsig(1l:nx,1:nz))
allocate(Sxzact(1l:nx,1:nz)) l'esfuerzo en XZ
allocate(Sxzsig(1l:nx,1:nz))
allocate(temp(1:nx,1:nz))
allocate(grafl(1l:nt,6)) !para captura de datos
allocate(puntosModelar(l:nt,3))
allocate(AsentamientosCol (1:nx,2))
I-—-1PROPIEDADES DE LOS MATERIALES!---1
allocate(ro(1:nx,1:nz))
allocate(1(1:nx,1:nz))
allocate(m(1:nx,1:nz))
allocate(v(1l:nx,1:nz))
allocate(E(1:nx,1:nz))

imv=0
Jmv=0
ims=0
Jms=0
Uact=0.
Usig=0.
Vact=0.
Vsig=0.
Sxact=0.
Sxsig=0.
Szact=0.
Szsig=0.
Sxzact=0.
Sxzsig=0.
temp=0.
grafl=0.
v=0.

E=0.

IEnsamble de matriz de parametros de material (Global)
do i=1,nx
do j=1,nz
if(g>= (h/dz)+1)then
ro(i,j)=ro_2
1(i,j)=1_2
m(i,j)=m_2
v(i,j)=v_2
E(i,j)=E_2
else
ro(i,j)=r
1(i,j)=1
m(i,j)=
v(i,j)=v
ECi,J)=E_
endif
enddo
enddo

1

3

0_
1
1
1
1
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L e o L e a2 e o o

o INTEGRACION DE LA ECUACION=-=-———— oo
L e o L L e a2 e o o L v

COMIENZA DELTA DE TIEMPO

do n=1,nt

*** INICIO "4
CARGA SINUSOIDAL

if(n<=ini)then 'FRACCIONES PARA RAMPA LINEAL DE CARGA - PESO MUERTO
do i=-anD,anD-1
Fs=Q0*n/ini
Szact(nD+i,1)=-Fs
enddo
else YA PASO LOS 0.3 SEGUNDOS COMIENZA A VIBRAR
XFr=0.5*Fr*n/ini !se evalua la fraccién de frecuencia para aumento lineal de amplitud «
de vibracion
iT(xXFr>=Fr)Then !control rampa vibracion
XFr=Fr
endif
do i=-anD,anD-1
Fs=Q0
Szact(nD+i,1)=-Fs-Qe*(XFr/Fr)*cos(2.*3.141592654*Fr*n*dt) !carga muerta mas vibracion
enddo
endif

FIN CARGA "4
SINUSOIDAL

INICIO CARGA SINUSOIDAL "4
VALOR n+1 para calculo de Sx

if(n+l<=ini)then 'FRACCIONES PARA RAMPA LINEAL DE CARGA - PESO MUERTO
do i=-anD,anD-1
Fs=Q0*(n+1)/ini
Szsig(nD+i,1)=-Fs

enddo
else YA PASO LOS 0.3 SEGUNDOS COMIENZA A VIBRAR
XFr=0.5*Fr*(n+1)/ini !se evalua la fracciéon de frecuencia para aumento lineal de 4

amplitud de vibracion
iT(xXFr>=Fr)Then !control rampa vibracion
XFr=Fr
endif
do i=-anD,anD-1
Fs=Q0
Szsig(nD+i,1)=-Fs-Qe*(xXFr/Fr)*cos(2.*3.141592654*Fr*(n+1)*dt) !carga muerta mas "4
vibracion
enddo
endif

L * FIN CARGA SINUSOIDAL VALOR nw
+1 para calculo de Sx
temp(nD,1)=Szact(nD,1)
IPARA MOSTRAR DATOS en pantalla valores de V y paso de integracion
deformacion=Szsig(nD,41)*(1.+v(nD,41))*(1.-2.*v(nD,41))/(E(nD,41)*(1.-v(nD,41)))*dz
print*,n,Szact(nD,1),Uact(nD,1),Vact(nD,1),Szsig(nD,41),deformacion !Uact(nD,1) quitar "4
anD de U DONDE SE ME ANTOJE

if(n==100)then
pause
endif

-
%

INICIO "4
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VELOCIDADES

Thacemos una iteracién entonces es "medio” paso en el tiempo total de actualizacién de laswv
ecuaciones

! Velocidad en X --> U nodo interno
do i=2,nx
do j=2,nz
Tun paso para la velocidad +1/2 en tiempo
Usig(i,j)=Vact(i,j)+1./ro(i,j)*dt/dx*(Sxact(i,j)-Sxact(i-1,j))&
+1./ro(i,j)*dt/dz*(Sxzact(i,j)-Sxzact(i,j-1))
enddo
enddo

TPARA SUPERFICIE LIBRE j=1 PARA U
do i=2,nx-1
Jj=1
Usig(i,l)=Vact(i,1)+1./ro(i,j)*dt/dx*(Sxact(i,l)-Sxact(i-1,1))&
+1./ro(i,j)*dt/dz*(2.*Sxzact(i,l))
enddo

I Velocidad en Z --> V NODO INTERNO y superficie libre
do i=1,nx-1
do j=1,nz-1
Tun paso para la velocidad +1/2 en tiempo
Vsig(i,j)=Vact(i,j)+1./ro(i,j)*dt/dx*(Sxzact(i+l,j)-Sxzact(i,j))&
+1./ro(i,j)*dt/dz*(Szact(i,j+1)-Szact(i,j))

enddo
enddo
1
P ** fin de 4
velocidades
1
1
1 INICIO "4
esfuerzos

I Esfuerzo compresion en X nodo interno

do i=1,nx-1
do j=2,nz

Tun paso para calculo de esfuerzos +1/2 de tiempo para completar el paso 1
Sxsig(i,j)=Sxact(i,j)+(0(i,j)+2.*m(i,j))*dt/dx*(Usig(i+1,j)-Usig(i,j))&

+1(i,j)*dt/dz*(Vsig(i,j)-Vsig(i,j-1))

enddo

enddo

I Esfuerzo en Z nodo interno

do i=1,nx-1
do j=2,nz

Tun paso para calculo de esfuerzos +1/2 de tiempo para completar el paso 1
Szsig(i,j)=Szact(i,j)+(I(i,J)+2.*m(i,j))*dt/dz*(Vsig(i,j)-Vsig(i,j-1))&

+1(i,j)*dt/dz*(Usig(i+1,j)-Usig(i,j))

enddo

enddo

! Esfuerzo XZ nodo interno

do i=2,nx
do j=1,nz-1

Tun paso para calculo de esfuerzos +1/2 de tiempo para completar el paso 1
Sxzsig(i,j)=Sxzact(i,j)+m(i,J)*dt/dz*(Usig(i,Jj+1)-Usig(i,j))&

+m(i,j)*dt/dx*(Vvsig(i,j)-Vsig(i-1,j))

enddo

enddo

! Esfuerzo en Z superficie libre ZONA POR FUERA DE LA CARGA
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do i=1,-anD-1

Jj=1

Tun paso para calculo de esfuerzos +1/2 de tiempo para completar el paso 1
Szsig(i,j)=0.

Szact(i,j)=0.

enddo

do i=anD,nx

Jj=1

Tun paso para calculo de esfuerzos +1/2 de tiempo para completar el paso 1
Szsig(i,j)=0.

Szact(i,j)=0.

enddo

I Esfuerzo compresion en X nodo interno
do i=1,nx-1
Jj=1
Tun paso para calculo de esfuerzos +1/2 de tiempo para completar el paso 1
Sxsig(i,j)=Sxact(i,j)+(I(i,J)+2.*m(i,j))*dt/dx*(Usig(i+1,j)-Usig(i,j))&
+1 (1, J)*dt/dz*(Szsig(i,j)-Szact(i,j)-1(i,J)*(Usig(i+1,J)-Usig(i,j))/(1(i,j)+2«¢
m(iL3)))

enddo

r———— CONDICIONES ABSORBENTES CERJAN----—-——----——— - ————
I---FRONTERA izquierda
do i1=1,25
do j=1,nz
Usig(i,j)=exp(-(0.007397101*(25-1)**2))*Usig(i,]j)
Vsig(i,j)=exp(-(0.007397101*(25-1)**2))*Vsig(i,j)
enddo
enddo

1-——-FRONTERA derecha

do i=nx-25,nx

do j=1,nz
Usig(i,J)=exp(-(0.007397101*((nx-25)-i)**2))*Usig(i,J)
Vsig(i,j)=exp(-(0.007397101*((nx-25)-1)**2))*Vsig(i,j)

enddo

enddo

I-——-FRONTERA inferior
do i=1,nx
do j=nz-25,nz
Usig(i,J)=exp(-(0.007397101*((nz-25)-j)**2))*Usig(i,J)
Vsig(i,j)=exp(-(0.007397101*((nz-25)-j))**2))*Vsig(i,j)
enddo
enddo

! V es velocidad en Z

1 W es desplazamiento en Z

! cinematica W=V*t

1 pero se esta integrando paso a paso (dt)

! delat_W=Vmedia*dt

! W=sumatoria de los deltas W

! sumAsent: es la suma de la deformaciéon en cada nodo

if(n>1)then
grafl(n,1)=n
grafli(n,2)=-temp(nD, 1)
grafl(n,3)=Usig(nD,1)
grafli(n,4)=Vsig(nD,1)
grafl(n,5)=-Szsig(nD,41)
grafl(n,6)=deformacion
TPuntos para modelar
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if (n==nt)then
conta=1
do 1=2,nx-1,1
do j=2, nz-1, 1
print *, i, j, -Szsig(i,j)/grafi(n,2)*100
puntosModelar(conta,1)=(i-1)*dx
puntosModelar(conta,2)=(j-1)*dz
puntosModelar(conta,3)=-Szsig(i,j)/grafl(n,2)*100
conta=conta+1
Ipause 1
enddo
enddo
endif

else
grafl=0
endif

if(nh==nt) then
Tlnicio*****12/09/2018*****
maxVsig=0
do i=2,nD, 1
sumAsentCol = 0
do j=2,nz,1
sumAsentCol=sumAsentCol + grafl(n,2)*bb*(1.-v(i,J))/((L.-+v(i,J))*@Q.--2.*v(i,}j))*(4v
-*ECL,3)))*(Szsig(i,j)/grafl(n,2))*dz
enddo
AsentamientosCol (i,1)=i
AsentamientosCol (i,2)=sumAsentCol
I*****Inicio 12/09/2018
do j=1,nz-1
if(Vsig(i,j)>maxVsig)then
maxVsig=Vsig(i,j)
imv=i
Jmv=j
endif
if(Szsig(i,j)>maxSzsig)then
maxSzsig=Szsig(i,j)
ims=i
ims=j
endif
print *, "Coordenada actual (",i,",",jJ,") Vsig ",Vsig(i,j), " max Vsig ",maxVsig," ¢
Coord ", imv,",",jmv," Szsig ",Szsig(i,j), " max Szsig '",maxSzsig," Coord ",ims,",",jms
ITpause 1

enddo

I****x*Ejn 12/09/2018

enddo
ir=nD
do i=nD+1,nx-2, 1
AsentamientosCol (i,1)=i
ir=ir-1
AsentamientosCol (i,2)=AsentamientosCol(ir,2)
enddo

TRin*****12/09/2018%*****

sumAsent = 0
do j=2,nz,1
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sumAsent = sumAsent + grafl(n,2)*bb*(1.-v(i,J))/(Q.-+v(i,J))*@A.--2.*v(i,J))*(4.*E(i,

J)))*(Szsig(nD,j)/grafl(n,2))*dz
enddo

TInicio*****12/09/2018*****
open (unit=1, file="asentamientosDominio.txt", action="write")
write (1,*) " #columna SumaAsentamientoColumna™
do i=2,nx-3, 1 limprime
write (1,*) AsentamientosCol(i,1l), AsentamientosCol(i,2)
enddo

write (1,*) "Ancho faja de carga (m) = ", bb

write (1,*) "Ancho dominio de suelo (m) = ", Xl

write (1,*) "Profundidad dominio de suelo (m) = ", ZJ

write (1,*) "Espesor estrato 1 (m) = ", h

write (1,*) "Incrementos en X, dx (m) = ", dx

write (1,*) "Incrementos en Z, dz (m) = ", dz

write (1,*) "Incrementos en el tiempo, dt (m) = ", dt

write (1,*) "Densidad estrato 1, ro_1 (kg/Z/cm3) = ", ro_1

write (1,*) "Moédulo elasticidad estrato 1, E_1 (N/m3) = ", E_1

write (1,*) "Coeficiente de Poisson estrato 1, v_1 =", v_1

write (1,*) "Densidad estrato 2, ro_2 (kg/Z/cm3) = ", ro_2

write (1,*) "Modulo elasticidad estrato 2, E_2 (N/m3) = ", E_2

write (1,*) "Coeficiente de Poisson estrato 2, v_.2 = ", v_2

write (1,*) "Carga excéntrica u oscilante, Qe (N) = ", Qe

write (1,*) "Frecuencia de oscilacion, fr (rev/s 6 Hz) = ", Fr

write (1,*) "Carga muerta,peso maquina y cimentacioén, Q0 (N) = ", QO
close(1)

TRin*****12/09/2018%*****

T'IMPRESIONES EN ARCHIVOS TXT
open (unit=1, Ffile="acelero2.txt", action="write")

write (1,*) " nt Sz(nD,1) Vx(nD,1) Vz(nD,1)
,41) Asentamiento(nD,41)"

do i=1,n,20 !imprime cada 20 pasos para lograr 50 mil filas

write (1,*) grafl(i,l),grafl(i,2),grafl(i,3),grafl(i,4),grafl(i,5),grafl(i,6)

1105 format(F8.0,F7.2,3(1x,F20.12))

enddo

write (1,*) "Asentamiento total (m) = ", sumAsent

write (1,*) "Maximo de Szsig ', maxSzsig, " Szsig (",ims,",",jms,")"

write (1,*) "Maximo de Vsig ', maxVsig, " Vsig (",imv,",", jmv,")"

write (1,*) "Ancho faja de carga (m) = ", bb

write (1,*) "Ancho dominio de suelo (m) = ", Xl

write (1,*) "Profundidad dominio de suelo (m) = ", ZJ

write (1,*) "Espesor estrato 1 (m) = ", h

write (1,*) "Incrementos en X, dx (m) = ", dx

write (1,*) "Incrementos en Z, dz (m) = ", dz

write (1,*) "Incrementos en el tiempo, dt (m) = ", dt

write (1,*) "Densidad estrato 1, ro_1 (kg/Z/cm3) =", ro_1

write (1,*) "Moédulo elasticidad estrato 1, E_1 (N/m3) = ", E_1

write (1,*) "Coeficiente de Poisson estrato 1, v_1 =", v_1

write (1,*) "Densidad estrato 2, ro_2 (kg/Z/cm3) = ", ro_2

write (1,*) "Modulo elasticidad estrato 2, E_2 (N/m3) = ", E_2

write (1,*) "Coeficiente de Poisson estrato 2, v.2 =", v_2

write (1,*) "Carga excéntrica u oscilante, Qe (N) = ", Qe

write (1,*) "Frecuencia de oscilacion, fr (rev/s 6 Hz) = ", Fr

write (1,*) "Carga muerta,peso maquina y cimentacién, Q0 (N) = ", QO
close(1)

TIMPRESIONES EN ARCHIVOS TXT
open (unit=1, File="puntosModelar.txt®, action="write")
write (1,*) " X z Sz"

do i=1,conta,l
write (1,*) puntosModelar(i,l),puntosModelar(i,2),puntosModelar(i,3)
1105 format(F8.0,F7.2,3(1x,F20.12))
enddo
write (1,*) "Asentamiento total (m) = ", sumAsent
write (1,*) "Ancho faja de carga (m) = ", bb

8
"4

Sz(nD v



D:\Users\Usuario\Downloads\Tesis Max_V\Anexos. . .\ProgramaMaestriaV20\ProgramaMaestriav20.¥90

write (1,*) "Ancho dominio de suelo (m) = ", Xl

write (1,*) "Profundidad dominio de suelo (m) = ", ZJ

write (1,*) "Espesor estrato 1 (m) = ", h

write (1,*) "Incrementos en X, dx (m) = ", dx

write (1,*) "Incrementos en Z, dz (m) = ", dz

write (1,*) "Incrementos en el tiempo, dt (m) = ", dt

write (1,*) "Densidad estrato 1, ro_1 (kgZcm3) = ", ro_1

write (1,*) "Modulo elasticidad estrato 1, E_1 (N/m3) = ", E_1

write (1,*) "Coeficiente de Poisson estrato 1, v_1 =", v_1

write (1,*) "Densidad estrato 2, ro_2 (kg/Z/cm3) = ", ro_2

write (1,*) "Médulo elasticidad estrato 2, E_ 2 (N/m3) = ", E_2

write (1,*) "Coeficiente de Poisson estrato 2, v_2 =", v_2

write (1,*) "Carga excéntrica u oscilante, Qe (N) = ", Qe

write (1,*) "Frecuencia de oscilacion, fr (rev/s 6 Hz) =", Fr

write (1,*) "Carga muerta,peso maquina y cimentacién, Q0 (N) = ", QO
close(1)

endif

e ACTUALIZACION DE VARIABLES DE INTEGRACION-————commmmmmee
lvectores
Uact=Usig
Vact=Vsig
Sxact=Sxsig
Szact=Szsig
Sxzact=Sxzsig

enddo !paso de tiempo
P+ ++++++++++++++++ -+
TERMINA DELTA DE TIEMPO

end program ProgramaMaestria



13 ANEXO 3: Manual de Usuario del Programa Para Integraciéon de Ecuacién
de Onda P-SV “Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo Virieux 1986”
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MODELACION CON DIFERENCIAS FINITAS DEL
, H COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SUELOS
A o Ganar ESTRATIFICADOS SOMETIDOS A CARGAS EN
SUPERFICIE: CASO 2D

Manual de Usuario

La aplicacion CargaDinamica2D es un programa escrito en lenguaje FORTRAN 90 usando
la plataforma libre INTEL VISUAL STUDIO, que se puede descargar de la pagina del
proveedor, que es un software libre en la medida en que sea usado para fines académicos.
Este programa hace el calculo de distribucion de esfuerzos en un dominio finito de suelo de
dos estratos sometido a esfuerzo dinamico, transmitido por una faja infinita de carga.

El programa fue escrito para analizar el comportamiento dinamico de un suelo estratificado
bicapa en dos dimensiones con el fin brindar un apoyo exclusivamente académico a
estudiantes y docentes interesados en el tema.

El siguiente manual tiene como objetivo mostrar a los posibles usuarios el correcto
funcionamiento de la aplicacién, a continuacion se ilustraran los detalles de uso de la
misma.

El manual se compone de dos capitulos, el primero pretende explicar a grandes rasgos, sin
entrar en explicacién de teorias y modelos de calculo, el esquema que compone el modelo
numeérico de calculo y los términos o definiciones que lo constituyen. El segundo capitulo
explica los detalles de la interface del usuario y su modo de uso.
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MODELACION CON DIFERENCIAS FINITAS DEL
, COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SUELOS
A o Ganar ESTRATIFICADOS SOMETIDOS A CARGAS EN
SUPERFICIE: CASO 2D

1 Modelo Numérico

El modelo numérico de que trata esta aplicacidn consiste en el analisis del comportamiento,
a nivel de distribucién de esfuerzos dinamicos, de un dominio geotécnico bicapa (dos
estratos de suelo), a partir de un modelo elastico lineal, el cual superficialmente es sometido
a una faja de carga dinamica de ancho finito y longitud infinita. Para este fin se definié un
modelo numérico con cuyo dominio espacial y temporal se ha representado los estratos de
suelo en un espacio semi-infinito y una historia de carga.

El esquema que representa el dominio del modelo numérico se muestra en la figura 1.

Q=Po.Sen(wt)

l—> X ~—B ﬂ/

e
/

Suelo 1 h

Suelo 2 h'

1 XI I
Figura 1 Esquema que representa el modelo numérico (Fuente: El autor)
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MODELACION CON DIFERENCIAS FINITAS DEL
, H COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SUELOS
A o Ganar ESTRATIFICADOS SOMETIDOS A CARGAS EN
SUPERFICIE: CASO 2D

La Figura 1 muestra el dominio geotécnico de que trata este andlisis numérico, en dos
dimensione, dividido en dos estratos horizontales, hy h’, y con una faja de carga localizada
en superficie y en el centro del dominio. El ancho, B, de la faja de carga es definido por el
usuario, el ancho y alto del dominio geotécnico dependen del ancho de la faja de carga, el
espesor del estrato de suelo superior también es definido por el usuario y el espesor del
estrato subyacente es definido por defecto.

El usuario debe definir la magnitud de la carga estatica en términos de esfuerzo, la magnitud
de la fuerza oscilante y la frecuencia de oscilacion de acuerdo con rangos conocidos de
vibracion de maquinas. Adicionalmente se debe definir los parametros de los suelos
involucrados en el modelo, asi:

Densidad del estrato 1.

Modulo de elasticidad del estrato 1.
Maodulo de Poisson del estrato 1.
Densidad del estrato (ro_2).

Modulo de elasticidad del estrato 2.

+ Modulo de Poisson del estrato 2 (v_2)

el i =

El modelo numérico lo que hace es simular el proceso de aplicacién de cargas al suelo en
una secuencia légica de operacion, mediante la ejecucion del algoritmo de Virieux a partir
de la integracién con diferencias finitas en el dominio del tiempo (FDTD) de las ecuaciones
elastodinamicas para el caso 2D de deformaciones en el plano, asi:

+ Se inicia con la aplicacion de la carga Pseudo-Estatica a velocidad constante
durante 0.3 s.

+ Continta con aplicacién de vibracion transitoria sobre esa carga Pseudo-Estatica
durante 0.3 s hasta alcanzar el valor maximo de fuerza excitadora o lo que se conoce
como estado estacionario de vibracion.

+ Finalmente mantiene el estado estacionario de vibracién durante otros 0.4 s y
termina la modelacion.
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MODELACION CON DIFERENCIAS FINITAS DEL
, H COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SUELOS
A o Ganar ESTRATIFICADOS SOMETIDOS A CARGAS EN
SUPERFICIE: CASO 2D

1.1 Arreglo o Grilla de Celdas

Para la solucién del problema el modelo se basa en un arreglo, que consiste en dividir el
dominio geotécnico en una grilla de celdas rectangulares o cuadricula, que consiste en
subdividir el dominio geotécnico, en un conjunto de rectangulos de lados dx y dz, con lo
cual se obtiene un espacio constituido por filas y columnas, donde las filas, por conveniencia
son enumeradas de arriba hacia abajo y las columnas de izquierda a derecha, de tal suerte
que la esquina superior izquierda es el inicio de numeracion tanto de las filas como de las
columnas, la Figura 2 muestra un esquema de la cuadricula.

Q
Columnas B
NN N g -
<1 2 3 4 5 6 7 m
~ 2 Suelo 1 h=f(B)
%\ 3
~ 4
<5
ZJ=7*B
6
7 Suelo 2 ZJ-h
n
1 XI=10*B |

Figura 2 Esquema de arreglo en cuadricula del modelo geotécnico (Fuente: El autor)
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MODELACION CON DIFERENCIAS FINITAS DEL

COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SUELOS

A o Ganar ESTRATIFICADOS SOMETIDOS A CARGAS EN
SUPERFICIE: CASO 2D

Si se tiene que cada cuadricula corresponde a un par ordenado de la forma (x, z), donde x
es el nimero de columna y z es el niumero de fila, y se acepta que cada par ordenado
representa el centro geométrico de cada cuadricula, entonces cualquier cuadricula posee
la siguiente coordenada:

(0.5dx+(m-1)dx, 0.5dz+(n-1)dz)

2 Detalles de Interface del Usuario

A continuacién se mostrara la ejecucién y modo de empleo de la aplicacion.

2.1 Ejecucion de la aplicaciéon

Ingreso a la aplicacién

Se abre el explorador de Windows y se localiza la carpeta donde se tiene almacenada la
aplicacion (ver Figura 3).

= Ejecutable tn=1.0s =

'
m Inicio Compartir Vista 0

& Iconos muy grandes || lconos grandes 1
= [[{ & lconos medianos i Iconos pequefios  ~
Panel de HE List = Detalles = Vista Mostraru Opciones
navegacion * F Usia = Detalles actual * ocultar~ ¥
€« (=2 - 1 « Tesis Max » Ejecutabletn=1.0s v & Buscar en Ejecutable tn=1 R
~
4 .7 Favoritos

& Descargas F
B Escritorio
1= Sitios recientes

CargaDinamica2
4 [l Escritorio D.exe

4 «d, Grupo en el hogar
mvilladiegoestrada
2 mvilladiegoestrada
1M Este equipo

Figura 3 Imagen de la aplicacién en el explorador de Windows (Fuente: El autor)
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MODELACION CON DIFERENCIAS FINITAS DEL

COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SUELOS
A o Ganamo ESTRATIFICADOS SOMETIDOS A CARGAS EN
SUPERFICIE: CASO 2D

Se ejecuta el programa haciendo ENTER sobre la aplicacion, con lo que aparece la
siguiente ventana (ver Figura 4).

H:\Tesis Max\Ejecutable tn=1.0s\CargaDinamica2D.exe = l=

Escuela Colombiana de Ingenieria Julio Garavito

Trabajo de grado para optar titulo de maestrv¢a Ingenieria Civil
Maximiliano Villadiego

Escriba el ancho de faja de carga (m):

Figura 4 Ventana de inicio de ejecucion de la aplicacion (Fuente: El autor)

A continuacién se ingresan los datos uno a uno y se avanza con ENTER cada vez que se
ingresa un dato hasta completar los trece datos solicitados.

Toda la informacion que solicita la aplicacién se explica a continuacion:

1. Ancho, B, de la faja de carga el cual se debe introducir en metros
2. Espesor, h, del estrato superior el cual se debe introducir en metros

Aqui debe tenerse en cuenta que el programa define por defecto el ancho del
dominio, XI=10B, y el alto del dominio, ZJ=7B.

3. Valor de incrementos en la direccién X, dx, y valor de incrementos en la direccion Z,
dz, los cuales deben ser determinados manualmente por el usuario como:

dx=Xl/nx
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MODELACION CON DIFERENCIAS FINITAS DEL
, H COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SUELOS
A o Ganar ESTRATIFICADOS SOMETIDOS A CARGAS EN
SUPERFICIE: CASO 2D

dz=ZJ/nz

Lo ideal es que dx y dz sean iguales y que el valor de nx sea, por lo menos, 200
para garantizar que el calculo sea lo mas preciso posible, entre mas grande sea el
numero de datos, nx, menor debera ser dx; pero se hace mas lento el calculo
computacional.

Para definir este valor se debe tener en cuenta un criterio muy preciso, es que dx y
dz sean menores o iguales que 1/81, esto con el fin de poder garantizar un error
aceptable (menor que 10%).

Como la ecuacién que define la onda que representa la carga ciclica es de la forma
P=Py*sen(wt), entonces la longitud de onda se calcula como A=274 w.

Densidad del estrato 1 (ro_1), que se debe introducir en kg/cm2
Maodulo de elasticidad del estrato 1 (E_1), que se debe introducir en N/m?
Moédulo de Poisson del estrato 1 (v_1), que es adimensional
Densidad del estrato (ro_2), que se debe introducir en kg/cm2
Maodulo de elasticidad del estrato 2 (E_2), que se debe introducir en N/m?
Moédulo de Poisson del estrato 2 (v_2), que es adimensional
. Fuerza oscilante, Qe, que se debe introducir en Newton
. Frecuencia de oscilacion (fr), que se debe introducir en Hz (revoluciones por
segundo)
. Carga estatica, Qo, que se debe introcucir en Newton y corresponde al peso del
equipo completo mas la cimentacion.

- 2 O 00N O b

N
N

Finalmente se tiene una ventana con toda la informacion ingresada y al dar click en ENTER
para el treceavo dato el programa comienza a iterar (ver Figura 5).
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MODELACION CON DIFERENCIAS FINITAS DEL
H COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SUELOS
A o Ganar ESTRATIFICADOS SOMETIDOS A CARGAS EN
SUPERFICIE: CASO 2D

. H:\Tesis Max\Ejecutable tn=1.0s\CargaDinamica2D.exe =

iela Colombiana de Ingenieria Julio Garavito
jo de grado para optar titulo de maestrva Ingenieria Civil
Maximiliano Uilladiego
Escriba el ancho de faja de carga (m):
el espesor del estrato 1 (md>:
delta en la direccilin x(m):
1 delta en la direcci¥n zd(md:
-E:criba a densidad del estrato 1 <(kg/m3>:
P%ggpiha m#dulo de elasticidad del estrato 1 (N/m2):
m¥dulo de Poisson del estrato 1:
la densidad del estrato 2 (kg/m3):
iba m¥dulo de elasticidad del estrato 2 (N/m2):
2500888

Eccriha m#dulo de Poisson del estrato 2:
?

Escriba la fuerza excentrica u oscilante (N>:

Escriba la frecuencia de carga (revoluciones por segundo — Hz):
415

Escriba la carga muerta,. corresponde a la mBguina y la cimentaci¥n{N>:
(51505 ]%]

Figura 5 Ventana de la aplicacion con datos ingresados (Fuente: El autor)

Cuando el programa esta iterando se observa en pantalla una muestra de la secuencia de
los calculos, los cuales pueden ser usados por el usuario para hacer una inspeccion de la
informacién que esta obteniendo y de acuerdo con su experiencia y conocimiento hacerse
algun juicio sobre los mismos (ver Figura 6).

Pagina 11 de 19



[ESCUELA COLOMBIANA DE INGENIERIA
JULIO GARAVITO

MODELACION CON DIFERENCIAS FINITAS DEL
COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SUELOS
ESTRATIFICADOS SOMETIDOS A CARGAS EN
SUPERFICIE: CASO 2D

H:\Tesis Max\Ejecutable tn=1.0s\CargaDinamica2D.exe

16285 -27141.6
~2.4859570E-B5
162 -27143.33

5
-27145 .0

2.4869@78E-85
16298 -27150.

2.4871453E-85
162
2E-85

s |
292 —-27153.3:

1
-4876192E-85

16293 27155.

-4878560E-85

16294 27156.

-4880927E-85

16295 -27158.
2.4883295E-85

16296 -27168.
2.4885661E-85

-27151 .67

~7.3554908E-09
21629E-89
7.3483664E-89
7.3448893E-89
3393198E-89
7.3348463E-89
7.3282571E-89
7.32194B4E-09
-3150868E-89
-3075124E-89
-2992897E-89
-29801716E-89

-.6687969E-82
.66864B85E-82
-6684840E-82

-6681703E-82

7.66808131E-82
7.6678559E-82
7.6676980E-02

?.6675408E-02

.6673836E-82
6672256 E-02
6670676 E-02

-9899.
2988.
9981.
-9982.
-9983 . 2¢

Figura 6 Ventana de la aplicacion iterando (Fuente: El autor)

2.2 Salida de Datos

Al terminar la ejecucion del programa, este genera tres archivos de texto, los cuales son
almacenados en la misma carpeta donde se tiene guardada la aplicacién (ver Figura 7).
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MODELACION CON DIFERENCIAS FINITAS DEL

COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SUELOS

A o Ganar ESTRATIFICADOS SOMETIDOS A CARGAS EN
SUPERFICIE: CASO 2D

T Ejecutable tn=1.0s = =
m Inicio Compartir Vista 7]
J [ | Iconos muy grandes =] Iconos grandes 1 : t— |
- TE && lconos medianos £ Iconos pequerios .
Panel de - — = Vista Mostraru Opciones
navegacion~ w5 Lista == Detalles T actual* ocultar~ >
« (=) ~ 1 <« Tesis Max » Ejecutable tn=1.0s v & Buscar en Ejecutable tn= el
~
{ Favoritos
@ Descargas "
B Escritorio
& Sitios recientes
CargaDinamica2  asentamientosDo acelerol.txt puntosModelar.tx
B Escritorio D.exe minio.td t

#& Grupo en el hogar

mvilladiegoestrada
A mvilladiegoestrada
1M Este equipo

Figura 7 Imagen del explorador de Windows con el archivo de la aplicacion y los archivos
de texto generados (Fuente: El autor)

Los tres archivos de texto denominados “asentamientosDominio”, “acelero2” vy
“puntosModelar” contienen la siguiente informacion:

Archivo asentamientosDominio: Este archivo contiene un conjunto de datos organizados
a modo de pares ordenados en dos columnas, la primera columna muestra el listado de
columnas en que se ha dividido el dominio geotécnico iniciando en la columna 2 y
terminando en la columna m-2 (véase Figura 2) y la segunda columna muestra la sumatoria
de la deformacion elastica de todos los rectangulos localizados debajo de la respectiva
columna. Al final del documento de texto aparece el listado de parametros que constituyen
el modelo analizado (ver Figura 8).
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MODELACION CON DIFERENCIAS FINITAS DEL
= COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SUELOS
A o Ganar ESTRATIFICADOS SOMETIDOS A CARGAS EN
SUPERFICIE: CASO 2D

Archive Edicion Formate Ver Ayuda
#columna SumaAsentamientoColumna
2.pecon0 -1.8823917E-85
3.000000 -2.5352903E-85
4.000000 -3.5826408E-085
5.00ope00 -5.1019808E-05
6.000000 -7.1873881E-85
7.000000 -9.9434328E-85
8.000000 -1.3474957E-84
9.000000 -1.7881265E-04
10.00000 -2.3251153E-04
11.00000 -2.9644952E-84
12.00000 -3.7079415E-04
13.00000 -4.,5519471E-84
14.00000 -5,4810895E-04
15.00000 -6.4771541E-04
16.00000 -7.5220689E-04
17.00000 -8.6032227E-04
18.00000 -9.6607610E-04
19.00000 -1.8526727E-03
20.00000 -1.8961341E-03
21.00000 -1.0914421E-03
22.00000 -1.0693481E-03
23.00000 -1.0668633E-03
24.00000 -1.0848427E-83
25.00000 -1.1211935E-83
26.00000 -1.1418324E-03
27.00000 -1.1618857E-83
28.00000 -1.2025287E-03
29.00000 -1.2433282E-03
30.00000 -1.2668961E-083

Figura 8 Imagen del archivo de texto asentamientosDominio (Fuente: El autor)

Con este conjunto de pares ordenados es posible dibujar el cuenco de deformacion debido
a la faja de carga aplicada en superficie, la Figura 9 muestra la grafica de varios cuencos
de deformacién superpuestos.

Pagina 14 de 19



MODELACION CON DIFERENCIAS FINITAS DEL
7 COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SUELOS
A o Ganar ESTRATIFICADOS SOMETIDOS A CARGAS EN
SUPERFICIE: CASO 2D

Distancia en X Vs Asentamiento =—B—=1 Q=Po.Sen(wt)
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® Q=100kPa, h=2m, E1/E2=0.259

® Q=100kPa, h=6m, E1/E2=0.259

® Q=100kPa, h=10m, E1/E2=0.259

Figura 9 Cuencos de deformacion superpuestos en una misma grafica (Fuente: el autor)

Archivo acelero2: Este archivo de texto contiene un conjunto de datos organizados en seis
columnas (ver Figura 10).
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acelero2.txt: Bloc de notas

Archivo Edicion Formato Ver Ayuda
nt Sz(nD,1) Vx(nD,1) Vz(nD,1) Sz(nD,41)
Asentamiento(nD,41)

0.0000000E+00 ©.0P0000OE+P0 ©.000000PE+00 ©.0000000E+00 ©.000000QE+00
0.0000000E+00

21.00000 35.00000 ©.0000000E+00 1.9207657E-05 ©.0000000E+00
0.0000000E+00

41.00000 68.33334 ©.0000000E+00 7.1162722E-05 ©.0000000E+00
0.0000000E+00

61.00000 101.6667 ©.0000000E+00 1.5477090E-04 ©.0000000E+00
0.0000000E+00

81.00000 135.0000 0.0000OORE+R0 2.6816761E-04 0.0000000E+00
0.0000000E+00

101.0000 168.3333 0.000000GE+00 4.0888539E-04 0.0000000OE+00
0.0000000E+00

121.0000 201.6667 ©.000000CE+00 5.7396386E-04 ©.00000GOE+00
0.0000000E+00

141.0e0e0 235.0000 ©.0000000E+00 7.60@7895E-04 ©.0000000E+00
0.0000000E+00

161.06008 268.3333 ©.0000000E+00 9.6368534E-04 ©.0000000E+00
0.0000000E+00

181.00e08 301.6667 ©.0000000E+00 1.1811624E-03 ©.0000000E+00
0.0000000E+00

201.0000 335.0000 ©.0000000E+00 1.4089582E-03 ©.0000000E+00
0.0000000E+00

221.0000 368.3333 0.0000000E+00 1.6437215E-03 ©.0000000E+00
0.0000000E+00

241.0000 401.6667 0.0000000E+00 1.8824177E-03 ©.0000000E+00
0.0000000E+00

261.0000 435.0e000 0.000000RE+R0 2.1224206E-03 ©.0000000E+00
0.0000000E+00

281.00e8 468.3333 0.000000RE+00 2.3615803E-03 ©.0000000E+00
0.0000000E+00

301.0000 501.6667 ©.0000000E+00 2.5982587E-03 0©.0200000OE+00
0.0000000E+00

321.0000 535.0000 ©.0000000E+00 2.831338PE-03 ©.0000000E+00

0.0000000E+00

Figura 10 Imagen del archivo de texto asentamientosDominio (Fuente: El autor)

Nota: como el archivo de texto tiene muchas columnas, el valor correspondiente a la sexta
columna quedé corrido y se observa ubicado debajo del primer valor (Ver Figura 10).

Los valores que aqui se observan son tiempo de modelacion, nt, esfuerzo en Z en un punto
en el centro de la faja de carga y a la mitad de la primera fila, Sz(nD,1), velocidad en X en
un punto en el centro de la faja de carga y a la mitad de la primera fila, Vx(nD,1), velocidad
en Z en un punto en el centro de la faja de carga y a la mitad de la primera fila, Vz(nD,1),
esfuerzo en Z en un punto en el centro de la faja de carga y a la mitad de la fila 41,
Sz(nD,41), deformacion elastica en un punto en el centro de la faja de carga y en un punto
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a la mitad de la fila 41, Asentamiento(nD,41). Al final del documento aparece el
asentamiento elastico total en el centro de la faja de carga y el listado de parametros que

constituyen el modelo analizado.

Este conjunto de datos no se emplea para hacer ninguna grafica, solo se obtiene para ser
usados por el usuario y hacer inspeccion de la informacion que esta obteniendo y de
acuerdo con su experiencia y conocimiento hacerse algun juicio sobre la misma.

Archivo puntosModelar: Este archivo de texto contiene un conjunto de datos organizados
en tres columnas, X, Zy Sz (ver Figura 11).

Archivo Edicion

X
. 1600000
. 1600000
.1oeeeee
. 1600000
. 1eeoeee
. 1600000
.1000000
.1oeeee0
. 1000000
. 1000000
. 1000000
.1ee00ee
.1ee0eee
.1eeoeee
. 1000000
- 1oeeeee
- 1eeeeee
. 1600000
.1eeeeee
.1ee0eee
.1ee00e0
.1ee0ee0
. 1600000
. 1600000
. 1600000
.1eeeeee
. 1000000

< ~J <~ I~ i~ B~ T T T~ T - I~ B~ s R~ T~ T~ I~ T~ - i~ i~ I T T~ i~ v

OO0 00D D

.1600000
. 2000000
. 3000000
.4000000
. 5000000
. 6000000
. 7600000
. 8000000
. 9000000

NRNRNNNRNNNRR R RRBRRB R B

.6eevee
. 100000
. 200000
. 300000
.400000
. 500000
.600000
. 700000
. 800000
. 900000
.beooee
. 160000
. 200000
. 300000
.400000
. 500000
. 600000
. 760000

R R S R S S R R R S S S S D 00 O B

.B071968E-06
.3826960E-06
.0926238E-06
.2885903E-06
.B@85482E-05
.B605780E-05
.8958984E-05
.1229456E-85
.1471198E-@5
.1716295E-@5
.1979853E-@5
.2263897E-@5
.2565210E-05
.2881368E-@5
.3202397E-05
.3519634E-85
.3825318E-05
.4115736E-05
.4387479E-@5
.4636566E-05
.4860918E-@5
.5056698E-05
.5220447E-05
.5351843E-05
.5454130E-05
.5542319E-05
.5645368E-05

Figura 11 Imagen del archivo de texto puntosModelar (Fuente: El autor)
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Xy Z son las coordenadas del centro de todas las cuadriculas en que se ha dividido el
dominio geotécnico (ver Figura 2) y la columna Sz corresponde al porcentaje de esfuerzo
(en tantos por uno), con respecto al esfuerzo total impuesto en superficie experimentado
en el centro de cada cuadricula. Al final del documento aparece el asentamiento elastico
total en el centro de la faja de carga y el listado de parametros que constituyen el modelo
analizado.

Con este conjunto de datos es posible dibujar y representar los resultados como bulbo de
esfuerzos o lineas isobaras con ayuda de algin programa de dibujo asistido por
computador, la Figura 12 muestra la grafica de bulbo de esfuerzos o lineas isobaras para
una faja de carga de 100 kPa y 2,0 m de ancho aplicados en superficie para un suelo de
dos estratos.

Figura 12 Bulbo de esfuerzos para un esfuerzo de 100 kPa, fr=0 Hz, h=10 m, h’=4 m y
E1/E2>=1.552 (Fuente: el autor)
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2.3 Limitaciones del Programa

El médulo de Poisson de los suelos es un valor entre 0.0 y 0.5, para efecto de evitar error
de division por cero se debe limitar el uso de modulos de Poisson de 0.5.

El tamafio del enmallado (Ax y Az) debe limitarse a valores menores o iguales que 1/8.

Pagina 19 de 19



14 Bibliografia
Alterman, Z., & Karal, F. (1968). Propagation of Elastic Waves in Layered Media by Finite
Difference Methods. Bulletin of the Seismological Society of America, 367-398.

Cerjan, C., & Dan, K. (1985). A Nonreflecting Boundary Condition for Discrete Acoustic and
Elastic Wave Equation. Geophysics, 705-708.

Clayton, R., & Engquist, B. (1977). Absorbing Boundary Conditions For Acoustic and Elastic
Wave Equation. Bulletin of The Seismological Society of America, 1529-1540.

Clayton, R., & Engquist, B. (1980). Absorbing boundary conditions for wave-equation
migration. Geophysics, 985-904.

Fridtjov, I. (2008). Continuum Mechanics. Springer.

Gray, W. (1984). Comparison of Finite Difference and Finite Element Methods. NATO
Advanced Study Institute on Mechanics of Fluids in Porous Media (pags. 901-952).
Martinus Nijhoff.

Heaton, T. (2005). California  Institute  of  Technology. Obtenido de
http://www.its.caltech.edu/~heatont/Eng_Seism_Notes/ch3_waves.pdf

K.R. Kelly, e. a. (1976). Syntetich Seismograms: A Flnite Difference Approach.
GEOPHYSICS Vol. 41, 2-27.

Kelly, K., & Ward, R. (1976). Synthetic Seismograms: a Finite-Difference Approach.
Geophysics, 2-27.

Lamb, H. (1904). On the Propagation of tremors Over de Surface of an Elastic Solid.
Philosofical Transactions.

Lautrup, B. (2011). Physics of Continuous Matter. CRC Press.

LeVeque, R. (2005). Finite Dierence Methods for Dierential Equations (Draft Version).
University of Washington.

Lynch, D. (2005). Numerical Partial Differential Equeations for Enviromental Scientists and
Engineers. Srpinger.

Moczo, P. (2004). The Finite-Difference Method For Seismologists. Comenius University
Bratislava, SPICE.

Moczo, P., & Kristek, J. (2004). The Finite-Difference Method for Seismologists. An
Introduction. Comenius University Bratislava.

Muller, G. (2007). Theory of Elastic Waves. Germany: Universitdt Potsdam.
Reddy, J. (2006). An Introduction to the Finite Element Method. Mc Graw Hill.

Rodriguez del Rio, R., & Zuazua, E. (2002). Universidad Complutense de Madrid. Obtenido
de
http://www.bcamath.org/documentos_public/archivos/personal/conferencias/cubo.p
df

Pagina 111 de 113



Schneider, J. (2014). Understanding the Finite-Difference Time-Domain Method.

Tristancho, J., & Caicedo, B. (2012). Contribuciones para un Mejor Entendimiento de la
Modelacion Fisica y Numérica de la Interacciéon Suelo-Atmésfera en Centrifuga
Geotécnica. Bogota: Universidad de Los Andes.

Verruijt, A. (2001). Soil Mechanics. Delft University of Technology.
Virieux, J. (1984). SH-wave Propagation in heteregeneous media. Geophysics, 1933-1957.
Virieux, J. (1986). P-SV wave Propagation in Heterogeneous Media. Geophysics, 889-901.

Virieux, J. (1986). P-SV wave propagation in heterogeneous media: Velocity-stress finite-
difference method. Geophysics, 889-901.

Z. Alterman, e. a. (1968). Propagation of Elastic Waves in Layered Media by Finite
Difference Methods. BULLETIN OF THE SEISMOLOGICAL SOCIETY OF
AMERICA Vol. 58, 367-398.

Gonzalez, M. (2001). "El Terreno". Edicions de la Unversitat Politécnica de Catalunya,
Edicions Virtuals: wwwedicionsups.es, pp. 240. Obtenido junio de 2016.

Rondoén, H. Alexander. Reyes, F. (2009) “Deformacién permanente de materiales
granulares en pavimentos flexibles: Estado del conocimiento”. Revista Ingenierias
Universidad de Medellin, volumen 8, 71-94. Obtenido de
https://www.google.com.co/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&ved=2a
hUKEwiSne6p2cPeAhXEXIKKHSEYDgwQFjAAegQICBAC&url=http%3A%2F %2Fw
ww.scielo.org.co%2F pdf%2Frium%2Fv8n14%2Fv8n14a06.pdf&usg=A0OvVaw3dYpu
Z8RjVytkcMrnn2L-dv (junio de 2016)

Pérez Ruiz, Juan A. (2007) “Un método de diferencias finitas para el analisis de la
propagacién de ondas. Aplicacion al modelado de la respuesta sismica de
estructuras geoldgicas en entornos de computacién en paralelo”. Tesis doctoral
universidad de Almeria. Espana. Edicion Virtual:
https://books.google.com.co/books?id=JqtfgGruzLEC&pg=PA18&Ipg=PA18&dq=%
22se+puede+escribir+de+una+manera+compacta+de+la+siguiente+forma%22&so
urce=bl&ots=FiX74DbjOr&sig=zfBKyKqFc70P4XV5STZU-9bTrjE&hl=es-
419&sa=X&ved=2ahUKEwjWIYrv_tjeAhVImIkKHVeqBeYQ6AEWCHOECAgQAQ#V
=onepage&q=%22se%20puede%20escribir%20de%20una%20manera%20compa
cta%20de%20la%20siguiente%20forma%22&f=false. Obtenido noviembre de 2018.

Herrera Castiblanco, Fredy A. (2017) “Manual Para Disefio de Cimentaciones Para Equipos
Vibratorios”. Tesis de Maestria Escuela Colombiana de Ingenieria. Colombia. P 19-
21. Obtenido de https://repositorio.escuelaing.edu.co/handle/001/550. Obtenido
noviembre de 2018.

Peter L Berry-David Reid (sin fecha), “Mecanica de Suelos”. Departament of Civil
Engineering University of Salford. Traduccion Universidad del Cauca. Colombia. P
61-77. Obtenido de
https://www.academia.edu/31824775/Mec%C3%A1nica De Suelos_-
Peter L. Berry and David Reid.pdf . Obtenido noviembre de 2018

Pagina 112 de 113



Braja M., Das (2006) “Principles of Geotechnical Engineering”. Seventh edition. Canada.

Cengage Learnig.

Steven L. Kramer (1996), “Geotechnical Earthquake Engineering”, New Jersey. Prentice

Hall.

Bowles, Joseph E. (1997), “Foundation Analysis and Design”, Fifth edition. Singapore.

McGraw-Hill.

Di bartolomeo O. Ymoli E. (2008) “Analisis Sobre Fundaciones Aisladas Superficiales

Diaz R.

Sometidas a Vibraciones Inducidas por Bombas Centrifugas y Reciprocantes”. Tesis
trabajo especial de grado Universidad Rafael Urdaneta. P. 87-88. Obtenido de
https://www.google.com.co/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&cad=rja
&uact=8&ved=2ahUKEwjH2-
Tzz5XgAhWEjFKKHZQnBAQQFjAAegQICRAC&url=http%3A%2F %2F200.35.84.1
31%2Fportal%2Fbases%2Fmarc%2Ftexto%2F2301-08-
02358.pdf&usg=A0vVaw1PeebW4gxfKrdYXvOXCV-w. Obtenido Agosto de 2017.

Jorge A. (Sin fecha), Caracterizaciéon Dinamica de los Suelos — Ensayos de Campo y

Laboratorio. Obtenido de
https://www.google.com.co/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=14&ved=2ahUKE
wjJ87Wag-

ZXgAhWGNFKKHY4YAj0QFjANegQIARAC&url=https%3A%2F % 2Fwww.imt.mx%2Farchivo
s%2FPublicaciones%2FPublicacionTecnica%2Fpt420.pdf&usg=A0vVaw0-
2gEyFmgBNygTrNaCJQ W Obtenido Agosto de 2017.

Medina, Francisco. Reyes, Alexander (1986), “Precision en la Discretizacion de Problemas

Unidimensionales de Propagacion de Ondas”. Revista internacional de métodos
numeéricos para calculo y disefio en ingenieria, Vol. 2, 2, 121-134. Universidad de
Chile. Obtenido de
https://www.google.com.co/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&ved=2a
hUKEwjmic60k5bgAhUmja0KHd DCAUQFjAAegQIChAC&url=https%3A%2F %2F
upcommons.upc.edu%2Fbitstream%2Fhandle%2F2099%2F8751%2F Article01.pdf
%3Fsequence%3D1%26isAllowed%3Dy&usg=A0vVaw0U4ibc2uRnEwWTqV5cC7
Xw Obtenido Enero de 2019.

Pagina 113 de 113





