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RESUMEN

Resumen

En este trabajo se presenta la construccion de la funcion zeta de Riemman, propiedades
y otros resultados; a partir de herramientas de la variable compleja y el andlisis. Hay que
resaltar que esta no es la inica manera de abordar este tema, ya que existen otras formas
mucho més cortas, pero que involucran resultados y conocimientos mas especializado. En la
primera parte del documento se presentan algunos resultados preliminares de variable com-
pleja y analisis que seran usados en la parte principal del trabajo, de igual manera se anexa
en el apéndice un breve estudio sobre la funcion Gamma, que sera importante en la exten-
sion de la funcién zeta. A pesar de esto, se da por hecho que el lector tiene conocimiento y
dominio de estos temas. El trabajo comienza con la definicién de la funcién zeta como suma
de Dirichlet y algunas de sus propiedades mas importantes, por ejemplo, su definicién como
producto de términos que dependen de los nimeros primos. Ademas de esto se trabajaran
algunas de sus extensiones analiticas, principalmente a una funcién meromorfa en el plano
complejo, que permitira finalmente formular la ecuacion funcional de la funcién ¢ y a partir
de aqui, estudiar brevemente el comportamiento de sus ceros triviales; pero mas importante,
la region donde se concentran los ceros no-triviales, que es donde se desenvuelve la hipotesis
de Riemann.

Palabras clave: funcién zeta de Riemann, hipétesis de Riemann, ceros no-triviales, Riemann,
variable compleja, analisis complejo.

Abstract

In this paper we present the construction of the Riemman zeta function, properties and
other results; using tools of the complex variable and analysis. It should be noted that this is
not the only way to address this issue, since there are other forms that are much shorter, but
that involve more specialized knowledge and results. In the first part of the document, some
preliminary results of a complex variable and complex analysis are presented, which will be
used in the main part of the work. A brief study on the Gamma function is also attached
in the appendix, which will be important in the extension of the zeta function. Despite this,
it is assumed that the reader has knowledge and command of these issues. The work begins
with the definition of the zeta function as a sum of Dirichlet and some of its most important
properties, for example, its definition as a product of terms that depend on prime numbers.
In addition to this, some of its analytical extensions will be worked on, mainly to a mero-
morphic function in the complex plane, which will allow finally formulating the functional
equation of the function zeta and from here, briefly study the behavior of its trivial zeros;
but more importantly, the region where non-trivial zeros are concentrated, which is where
the Riemann hypothesis unfolds.

Keywords: Riemann zeta function, Riemann hypothesis, non-trivial zeros, Riemann, com-
plex variable, complex analysis.
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INTRODUCCION

Introduccion

La hipdtesis de Riemann, formulada por primera vez por Bernhard Riemann en su te-
sis de doctorado: "Sobre los niimeros primos menores que una magnitud dada” en 1859, es
una conjetura sobre la distribucién de los ceros de la funcién zeta de Riemann, en la que
se plantea que todos los ceros no-triviales de la funcién ¢ estdan en la recta R(s) = % Se
presenté al desarrollar una férmula explicita para calcular la cantidad de primos menores
que z, a pesar de esto, Riemann no intenté dar una demostracién ya que no era esencial para
el propédsito central de su articulo, pero sabia que los ceros no triviales de la funcién zeta
estan distribuidos en torno a la recta R(s) = % y que todos los ceros no triviales debian estar
en el rango 0 < R(s) <1

En 1900, Hilbert incluyé la hipdtesis de Riemann en su famosa lista de los 23 problemas
no resueltos y es el tnico problema de los que propuso Hilbert que esta en el premio del
milenio del Instituto Clay de Matematicas. En 1914, Hardy demostré que existe un nime-
ro infinito de ceros sobre la recta critica Re(s) = 1/2, sin embargo todavia era posible que
un numero infinito de los ceros no-triviales se encontraran en algtin otro lugar de la banda
0 <R(s) <1

La mayor parte de la comunidad matematica piensa que la conjetura es correcta, aunque
otros grandes matematicos como J. E. Littlewood y Atle Selberg se han mostrado escépticos.
Agregado a esto, los ceros de la funcién zeta y los niimeros primos satisfacen ciertas pro-
piedades de dualidad que muestran, usando anélisis de Fourier, que los ceros de la funcion
zeta de Riemann pueden interpretarse como frecuencias arménicas en la distribucion de los
numeros primos. Por esta relacién, la hipotesis de Riemann es uno de los problemas abiertos
mas importantes en la matematica actual y para llegarlo a entender es necesario acercarse
primero a la funcion zeta de Riemann que en este trabajo se desarrolla a partir de herramien-
tas de variable compleja y analisis complejo. De esta manera se evitan involucrar resultados
avanzados que requieren un conocimientos mas especializado, pero que a su vez acortan el
trabajo a realizar.
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1 PRELIMINARES

1. Preliminares

A continuacién se presentan los resultados mas relevantes y que seran usados en la parte
principal del texto. Estos estan divididos en los resultados relacionados con funciones de valor
complejo, productos infinitos y finalmente integrales de Lebesgue. Se dejan las referencias a
los libros, que se encuentran en la bibliografia, donde se puede encontrar las demostraciones.

1.1. Funciones complejas

Teorema 1.1. Sea h(t, z) una funcidn de valor complejo continua, definida para t € [a,b] y
z € D CC, donde D es un dominio. Si para cada t fijo , h(t, z) es analitica en D, entonces

H(z):/bh(t,z)dt ,2€D

es analitica en D
Demostracion. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 121 O

Definicién 1.1. Una sucesion {f;} de funciones sobre un dominio E converge uniforme-
mente o f en E si, para todo i, existe €; tal que

1fi(z) = f(z)|<e& Vz€EE
Donde ¢, — 0 cuando i — oo

Teorema 1.2. Si{fi} es una sucesion de funciones analiticas en un dominio D que converge
uniformemente a f en D, entonces f es analitica en D

Demostracion. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 136 O

Teorema 1.3. Sea v una curva suave a trozos en el plano complejo. Si{f;} es una sucesion
de funciones continuas de valor complejo sobre v y {f;} converge uniformemente a f sobre
7, entonces [ f;(z)dz converge a [ f(z)dz.

Demostracion. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 153... m

Teorema 1.4 (Principio de unicidad). Si f y g son funciones analiticas en un dominio D y
f(z) =g(z) para z € A C D, donde A es un conjunto con un punto de acumulacion, entonces

f(z)=g(z) VzeD
Demostracion. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 156 O]

Teorema 1.5. Sea 2y una singularidad aislada de f. zy es un polo de orden N de f si y solo
St

Donde g es analitica en zo y g(zo) # 0.
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Demostracion. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 191

Teorema 1.6. Sea a € C y f una funcion compleja, entonces

lim(z — a)

a IO

Demostracion. Si a es un polo de orden N de f, entonces f(z) =

funcién analitica en a y g(a) # 0. Entonces

g()E—a)V - N

f'(z) =
g =NGE—a)
Luego
LD
lim(= —a)%y = lim

£(2) —N sia es un polo de orden N
N sia es un cero de orden N

g

(z

si f es analitica en a y f(a) # 0

(gN donde g es una

Por otro lado, si a es un cero de orden N de f, entonces f(z) = (2 —a)Vg(z) donde g es una

funcién analitica en a y g(a) # 0. Asi que

f(z)=N(z—a)"g(z) + (2 —
—a)"g(z) + ¢'(2)]

=(z—a)V [N(z
Por lo tanto
!
i o)
g
=N

Finalmente, si f es analitica en a, entonces f’(z) también lo es. Ademas como f(a) # 0,

tenemos que

lim(z — a)

z—a
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1.2. Productos Infinitos

Definicién 1.2. Decimos que un producto infinito H;;pj: donde p; € C para todo j, con-
verge si p; — 1 y Y Logp; converge, donde la suma solo considera los términos p; # 0.

Ademds
Hpj = exp (Z Logpj>
j=1 j=1

Si en el producto infinito existe j tal que p; = 0, se dice que el producto converge a 0.

Definicién 1.3. El producto infinito [[(1+ a;) es convergente absolutamente si a; — 0
y > Log(l + a;) converge absolutamente.

Teorema 1.7. Si el producto infinito [[(1+ a;) converge absolutamente entonces [ [(1+ a;)
converge.

Demostracion. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 354 m

Teorema 1.8. El producto infinito [[(1 + a;) converge absolutamente si y solo si ) a;
converge absolutamente. Esto ocurre si y solo st [[(1+ |a;|) converge.

Demostracion. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 354 O]

Teorema 1.9. Suponga que gr(z) = 1+ hi(2), con k > 1, son funciones en un conjunto
E y existen constantes My > 0 tales que Y My, converge y |hi(2)| < My para todo z € E.
Entonces [[,=, gx(2) converge a [1;2, gx(2) uniformemente en E, cuando m — .

Demostracion. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 354 ]

Teorema 1.10. Sea gx(z), con k > 1, una funcion analitica en un dominio D, tal que
[T, gk(2) converge normalmente en D a G(z) = [[,o—, gx(2). Entonces

G'(z = g, (z

G((z)) = ; zzgzi ,conzeD
Donde la suma converge normalmente en D.
Demostracion. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 355 O
To(zorema 1.1£O(Versién generalizada del producto de Cauchy). Sin € N tal que n > 1 y
Z A ks - s Z Qn, Series infinitas con coeficientes complejos, donde todas, a excepcion
k1=0 kn=0

de la n-ésima, convergen absolutamente y la n-ésima converge. Entonces la serie

o kl kn—l

E : E T E , A1,k A2,k 1 —kn """ Ak —ko

k1=0 ko=0 kn,=0
converge y ademds:

oo ky kn—1 n 00
z : : : e Z : al»knazkn—l*kn T an:klka = H z : a’j’kj
k1=0ko=0  kp=0 j=1 \ k;=0
Demostracion. Ver Wikipedia, Generalizations, Cauchy product O]




2 DEFINICION DE LA FUNCION ZETA COMO SERIE DE DIRICHLET

1.3. Integral de Lebesgue

Al momento de extender la funcién zeta de Riemann a una funcién meromorfa en el plano
complejo, sera necesario utilizar el teorema de la convergencia dominada y monodtona. Para
esto nos detendremos en algunos resultados de la integral de Lebesgue.

Teorema 1.12. Sea f una funcion definida en el intervalo [a,b] que es cerrado y acotado.
Si f es Riemann integrable sobre [a,b], entonces es Lebesque integrable sobre [a,b] y las dos
integrales son igquales.

Demostracion. Ver Royden y Fitzpatrick, Real Analysis, p. 73 O]

Teorema 1.13 (Teorema de la convergencia monétona). Sea {f,} una sucesion crecien-
te de funciones medibles no-negativas sobre E, que es un conjunto medible. Si {f,} — f

puntualmente sobre E, entonces
lim | f,= / f

Demostracion. Ver Royden y Fitzpatrick, Real Analysis, p. 83 [

Definicién 1.4. Una funcion medible no-negativa f en un conjunto medible E es Lebesque
integrable sobre E, si
/ f<oo
E

Teorema 1.14 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea E un conjunto
medible y { f,} una sucesion de funciones medibles sobre E. Suponga que eziste una funcion g
Lebesgue integrable sobre E tal que, para todo n, | f,| < g sobre E. Si{f,} — f puntualmente
sobre F, entonces f es Lebesque integrable sobre E y

lim | f,= / f
Demostracion. Ver Royden y Fitzpatrick, Real Analysis, p. 88 n

2. Definicion de la funcion zeta como serie de Dirichlet

Sea s = o +it, con {o,t} C R, un numero complejo . Consideremos la serie de Dirichlet:

(e 9]

1 1 1
4 — = 1
2 totet (1)
Como -
/°°1 Inz|” sio=1 { o sio<1
—dr =4 g-o|® . = L.
L a° |, sio#1 — sio>1

o 1
Entonces / —dx converge si y solo si 0 > 1. 'Y como f (x) = — es una funcion real
1z T

[e.9] o0

1

1
mondétona decreciente, por el criterio de la integral tenemos que la serie g E .
n

ne
n=1 n=1
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o0
converge para o > 1. Asi que Z — converge absolutamente para o > 1.
n
n=1

Mas aun, (1) converge uniformemente para ¢ > R > 1, ya que si k € Z~;, entonces

k [e's)

1 1

=1
2w
n=k+1
=1
2w
n=k+1
=1
<> =

n=k+1

IN

[e.9]

1 1
=2 R

n=1 n=1
= ek
[e%s) 1 ’ k 1
Donde €, — 0 cuando k — oo, ya que » >~ n—Rlconverge. Ademds, como ), - son
. s e o0 ., sy e
funciones analiticas para J(s) > 1 entonces ) >, - define una funcién analitica en este
dominio. Los resultados anteriores se pueden condensar en el siguiente teorema.
Teorema 2.1. La funcion
= 1
()= — (2)
n
n=1

Es una funcion analitica en el dominio {s € C: R(s) > 1}, que converge absolutamente para
R(s) > 1 y uniformemente para R(s) > R, con R > 1. Esta funcion se conoce como la
funcién zeta de Riemann.

Teorema 2.2 (Producto de Euler). Si s =0 +it, con {o,t} CR y o > 1 entonces

Donde el producto es sobre todos los primos p.

o)
1 1
Demostracion. Ya que E ——; converge absolutamente para o > 1, entonces H (1 — —)
n

n=1 p ps

1 ) 1\

converge absolutamente y por lo tanto H 1 — — ) converge. Asi que H 1—— tam-
pS ps

P P
bién lo hlace.
Como | —| = — <1, ya que p > 1 para todo primo p, entonces
p

RG]

n=0

5



2 DEFINICION DE LA FUNCION ZETA COMO SERIE DE DIRICHLET

Luego, si consideramos el producto parcial sobre los primeros /N primos, tenemos que:
N 1\
P15
N [0 7\
TS ]
oo ki kn—1 1 kn 1 kn_1—kn 1 k1—k2
DY [(E) G) G ]

kn

oo k1 kn-—1 1

:ZZZ k1 kn_1—kn k k S
1 —1— 1—ko
k1 ke kn (pl 2 ‘PN >
1

- s

meA

Donde A es el conjunto de nimeros enteros con factores primos menores o iguales que py y
la tercera igualdad es el resultado de aplicar el producto de Cauchy en su forma generalizada.

) 1 N1 1
Mas aun, Z o Zl — + Z ) entonces
m=

meA meA
m>p N
1
Py = SpN + — (3)
m
meA
m>p N
PN
Con S, = E 5 Una suma parcial de (2).
n=1
Como
1 1
B R Bl e
meA meA
m>pn m>pnN
1
— —
meA
m>p N
1
mU
m>pN
e} PN
ooy
- e o
m=1 m m=1 m
= Epy

1
Si N — oo entonces py — oo y por lo tanto €,, — 0. Es decir Z — — 0 cuando N — oo,

m
meA
m>p N
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Luego si N — oo en (3), tenemos que:

Corolario 2.2.1. ((s) # 0 para todo s € C con R(s) > 1

1\
Demostracion. Sea p un primo. Como (1 — —) # 0 para todo s € {z € C: R(s) > 1},
pS

entonces
C(S):H<1—}%) #0 Vse{zeC:R(s)>1}

p

3. Continuaciéon Analitica de (

En esta seccién procedemos a extender la funcién zeta de Riemann a dominios mas am-
plios, primero se mostrara una forma de extenderla al semiplano $(s) > 0 y finalmente
nos centraremos en la extensién al plano complejo, que nos permitira deducir la ecuacion
funcional de la funcion (.

3.1. Extensién al semiplano R(s) > 0

s * {z}

Teorema 3.1. La funcion ((s) = T =
s — . s

con s # 1.

—=dz es una funcion analitica en R(s) > 0

Demostracion. Como

U —n+1
DD

n=

—

3
I

Jat

n k k
- E_;(l+1)s+(k+1)s_(k+1)s

= —~ (I+1)  (k+1)




3 CONTINUACION ANALITICA DE ¢

:Z(%_ (nfns) +(kf1)s ()

n=1
Y As 11 = k R
ademés Jim G| AN G =0, ya que R(s) > 1; entonces si k — oo en ()
tenemos que
= 1 1
s) = n|{—-— 4
=37 oray) (@)
" 1 1

= — — ———, si reemplazamos en (4) obtenemos:

" 1
Masal’m,/ i dr = — —

4q st v, nt (n+1)F
o0 n+1 s
¢(s) = E n/ x8+1dx
n=1 n
o
n+1 n
=35 dx
xs—‘rl
n=1Y"

Si z € R, entonces = [z] + {x}; donde {z} es la parte no entera de x. ademés, [z] = n si
x € [n,n+ 1). Por lo tanto:

o0 n+1
C(s) = SZ/ :E[ﬁl dx
n=1Y"
= 5/1 Jﬁl dz
> RCI N
8/1 xs+1d‘75 o . :175“
s < {x} REIIN

=———35
1
s—1 . xSt

Sea k€ Ny
{z}
hz,s)=4{ =7
(k + 1)s+1

con s € D = {z € C|Re(z) > R > 0}. Como h es continua para = € [k,k+ 1]y
s € Dg, v ademés h es analitica en Dy para cada z fijo; por el teorema 1.1 se tiene que

k+1 k+1 { }
/ h(z,s)dx = / - dz es analitica en D. Y como la suma finita de funciones analiti-
k k

cas es analitica , también 10 es

ro= [ a5 [ Eh

cuando x € [k, k+ 1)

cuando z =k + 1




3 CONTINUACION ANALITICA DE ¢

Sea s € Dp tal que s = o + it con {o,t} C R. Como {z} < 1 para todo = € R, entonces

fuls) — m%dw‘ = ’ n%dm - Oox{sijldx
= {x} dx'

s+1
n X

<1
S/n x0+1d37

© 1
S/n xRde

_R |0
.’IJR

-R

nfR

“R
Por lo tanto , €, — 0 cuando n — oo. Es decir, {f,(s)} converge uniformemente a [, %dx

y por el teorema 1.2, esta ultima es una funcién analitica en Dy para todo R > 0. Asi que
I m{s%}ldx es una funcién analitica en D = {z € C|Re(z) > 0}.

n

€n

Luego ((s) = % —s {i}l dx define una funcién analitica en R(s) > 0 con s # 1.
s — 1 X8
. s * {z} .
Teorema 3.2. La funcion ((s) = — s dx posee un polo simple en s = 1 y

s—1 1 Is-i—l
tiene residuo 1.

Demostracion. Ya que

1;1_13(8 —1)((s) =s—s(s—1) 1 %daﬁ
=1

Entonces ((s) tiene un polo simple en s = 1, con R§§ C(s)=1 O

Asi que ((s) = Ll - 5/ x{i}l dx es una extension analitica de (2).
1

3.2. Extensién al plano complejo

Ahora procedemos a extender la funciéon ¢ a una funcién meromorfa en el plano complejo
por medio de la funcién I', la cual es estudiada junto con algunas de sus propiedades en el
apéndice. Recordemos que una funcién f es meromorfa en un dominio D si f es analitica
en D excepto en singularidades aisladas, las cuales son polos de la funcién.

Sea s € C, tal que R(s) > 1y n € N. Como I'(s) = / e 4" 1dt, si t = nx entonces
0
dt = ndx. Asi que
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o0
:/ e " inddy
0
[o.¢]
:ns/ e s
0

F(S) — /OO e—nzxs—ldx
0

Por lo que

nS

Luego

- § / —nx s ldl'
n
oo
= lim g e sy
N—o0
= lim g —ne sy
N—oo

:/Z—nazsldl,

La ultima igualdad esta justificada por la convergencia uniforme )" >°, e en [R, co0) para
R > 0. Ademds, como Y~ e ™ = ez%l, ya que |+| < 1 para todo & > 0, entonces para

R(s) > 1 “

n= 1

eT

Z —nz .51,

n=1
Ooxs—l
_ d 5
/0 R (5)

Para que ( sea una funcién meromorfa en C , es necesario que esta ultima integral también
lo sea, pero esta diverge para R(s) < 1. Por lo tanto primero vamos a considerar la siguiente
integral, para la cual estaremos interesados en su analiticidad, su independencia del camino
de integracion en el que se define y la relacién con la funcién ¢ por medio de la integral de
la ecuacién (5).

Teorema 3.3. Sea z € C\ [{z € C|z =27ik,k € Z} U[0,00)] , s € C y {0,e} C R tales que

Ss—

0<e<d<2m Sig(s,z)= y C(0,¢€) es el camino indicado en la figura 1, entonces

-1

es una funcion entera.

10



3 CONTINUACION ANALITICA DE ¢

C5,¢)

4

A

S

Figura 1: Camino de integracién C'(J, €)

Demostracion. Considere el camino C,,(d,€) indicado en la figura 2 y v, : [a,b] — C una
parametrizacién de C, (6, ¢).

\u(/z) Yn(ts)

0

- _/..(Tw) Ya(to)

Figura 2: Camino de integracién truncado C,, (9, €)

Si h(s,t) = g(s, v (t))V,(t) con t € [ty tr1] para k € {0,1,2}, como 7, es derivable en
[tk, tx11] para cada k, entonces h esta bien definida y es continua en [tx, tx11]. Esto debido a
que g es continua para todo 7(t), ademds h es continua respecto a s € C ya que g también

11



3 CONTINUACION ANALITICA DE ¢

lo es.
Mas atin, para z € D fijo , g es analitica respecto a s, entonces para t € [tg, tr41] fijo , h es
analitica respecto a s. Luego por el teorema 1.1, fti’““ h(s,t)dt es analitica para s € C y por

lo tanto
2

H(s):Z/tkH h(s,t)dt:/ o(s, 2)d=

k=0 ti Cn(é,e)

es entera.
o—1

2% e|5|27rl.crfl
Por otro lado, si z > 0y s = a + i3, como lim

T—00 ver —1

= 0, entonces para \ = %,

dN € N tal que si x > N, se tiene que
Q%G\ﬁﬂﬂxofl 2‘7771€|B\27rxa'71
= <

1
ver —1 2

e —1

et — 1 lo tant QUTAeW'z”x"_l 1
or 10 tanto <
5 VP e — 1 0er 1

Luego, si n > méax {e, N}, tenemos que:

/ g(s,z)dz — / g(s,z)dz
Cr(d,€) C

(6,€)

; o=l —
Asi, 277 elPPmpo-1 <

/ g(s,z)dz
1WUlo

2571
S /
WU lo

er —1

a—l —Barg(z)
hUl2 |€Z‘ - 1

a=1_|B|2m
nu, leF[—1

Donde I} = {z€C:z=a+ien<z}yly = {z€C:z=2—1ie,n <z}. Usando estas
parametrizaciones en la desigualdad anterior, obtenemos:

a—1 00 a—1 -
/ g(s,z)dz—/ g(s, 2)dz g/oo @+ ? elm%dwr/ (ee) 2
Crn(d,€) Cs,6) n n

dz

er —1 er —1

d
er —1 v

a—1
0 (9,2) 2 elBl2m
<2/ (227) = PP
n er —1

2/00 ($2 4 GQ)QT_I 6\,6’|27r

o 1
<2 —dx
/n 2y/e* — 1
= 2arctan(ve* — 1)}OO

n

=2 <g — arctan(m))
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3 CONTINUACION ANALITICA DE ¢

Como nlg&Q (2 — arctan(v/e" — 1)) =2 (5 — Z) = 0, entonces {fcn g(s, z)dz} converge uni-

formemente a [ C(6:) g(s, z)dz y por lo tanto esta ultima integral define una funcién entera. [
Teorema 3.4. La integral I es independiente del valor de € y ¢

Demostracion. Considere {01, 02, €1,62} C R tales que 01 < 02, €1 < ey 0 < ¢ < ; < 27
para i € {1,2}. Sea A el contorno compuesto por C,(d1,€1) y Cy,(d2,€2), donde n > €, que
es recorrido como lo indica la figura 3:

A

Y

A

BN
™
i
4

Figura 3: Contorno de integraciéon A

Como g es analitica para z € D y A C D, entonces por el Teorema de Cauchy

0:/g(s,z)dz
A
:/ g(s,z)dz—l—/ g(az)dz—l—/ g(s,z)dz—l—/ g(s, z)dz (6)
—Ch(62,€2) Lo Crn(d1,€1) Ly

<J e
L2 Ll

a—1_|B|27 a—1,|8|r
</ |Z|—e|dz|+/ |z|—6|dz|
L, el =1 L lerl =1

Como

/ng(s,z)dz—i— /L os, 2)dz

s—1 s—1

dz

dz
1

eZ_ 621_

_ /61 (n? +y2)azle|ﬂ2“dy+/e2 (n? —i—yz)%le'm”dy
€2 e —1 €1 en—1
€2 n2+y2 QT_I - .

:/ ( e”—)l (el — eliemy g
€1

13



3 CONTINUACION ANALITICA DE ¢

y ademas n > €g, entonces:

€2 2 2 a—1
/ Q(S,Z)dZvL/ g(s,2)dz| < (em”_elﬁl%)/ (2n°) 2 dy
Lo Iy

q €1
2n2) %z

= (elfIm _ el %(ez —e)
en —

Si n — oo el lado derecho de esta desigualdad tiende a 0 y por lo tanto fLQQ(s,z)dz +
le g(s, z)dz también lo hace. Entonces si n — oo en (6) tenemos que

0= —/ g(s,z)dz +/ g(s, z)dz
C(02,€2) C(d1,€1)

/ g(s,2)dz = / g(s,2)dz
C(61,€1) C(d2,€2)

Luego la integral fc(5 )g(s, z)dz no depende de § o e. O]

Es decir,

Teorema 3.5. Para R(s) > 1, se tiene que

 2mie™s((s)  2mie™ Yy L

I = — n=1 ns
) I'(1-s) T(1—s)
i -)s—1 s—1
Demostracion. Para x > 0 fijo, tenemos que lim (x +AZ€) _ T v
e—0 ertie ] er — 1
(z + ie)*! _ (22 + )5+ e~ Bars(otio
ertie _ 1 — et 1
(222) % el
et —1
= 2QT716|B|27T Qj‘ai
er —1
a—1

. a—1 x ., . .
Mas aun, si1 h(a:) =22 ew'%r—l, entonces h es una funcién continua no negativa para
e J—

x> +/62+ €2 >0y por lo tanto {f,(x)} es una sucesion creciente no negativa de funciones
medibles , donde

fu(x) = h(z)X,, (2) con [, = [\/m, n]

Como lim f,(z) = h(x) para © > /02 + €2, por el teorema de la convergencia monétona

n—oo

lim fo(x)de = / h(x)dx
n=oo J[/Tre o) [VoTTez o)

Asi que

/ h(z)dx = lim h(z)x,, (z)dx
[\/62+62,oo) =00 [\/52—}—62,00)

14



3 CONTINUACION ANALITICA DE ¢

= lim [ h(x)dx

n—oo In

= lim h(x)dx

= / h(z)dx

Donde el paso de la segunda a la tercera igualdad esta justificado por el teorema 1.12.
Como se mostré anteriormente, para A = %, dN € N tal que, si x > N, se tiene que
2"7_1€|5\27rxa—1

1
<
er —1 2ver —1

oo N 00
/ h(x)dx :/ h(:v)d:v—i—/ h(x)dx
W e VoTre N

N o] 1
< h(x)dx +/ ————dx
/\/62+52 ( ) N 2ver —1

N
— / h(z)dx + <z — arctan(y/ eV — 1))
VoTre 2

< 00

. Por lo tanto

Esto ultimo es debido a que la continuidad de h sobre [\/ 02+ e N } , implica la convergencia

de / ) h(z)dz.

VoZteZ
Ahora, por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, podemos concluir que
) (z +ie)*? x5!
lim —X (x)dx = —_—
0. (0,00) ertre—1 [\/m’oo) (0,00) et —1

s—1
= / f dx
[6,00) et —1

xs—l s—1
Por otro lado, para x > §, — X5 n)(a:) converge puntualmente a
e :

Xjs o0y ()

cuando n — oo,

—1 er —
s—1 a—1
i a |l2m 2 / i
es continua y |——x, (z)| < eP*"———; asi que por el teorema de la convergencia
et — 170m et —1’
dominada
-1 s—1
x° 3 T
dxr = lim —— X, (2)dx
poc) € =1 o0 Jig g €7 — 170
-1
e xs
= lim dz
n=ee Ji5 ) er —1
n s—1
= lim dx

n—o0 fs et —1
o] .CL’S_I
= dx
5 et —1

15




3 CONTINUACION ANALITICA DE ¢

(z +de)st
€x+ie -1
/ (@t / R GRS

[\/mpO) ew—‘rze _ 1 \/m ez—‘rze _ ]_

De manera analoga para X6 (x), se tiene que

Por lo que
P A s 0 A @rigt
e—0 V3Tt ew-l—ie _ 1 e—0 [\/mpo) €Z‘+ie -1
(z +ie)*t
=1l - d
S A e
s—1
T
= / - dx
(6,00) et —1
o] s—1
T
= / dx
5 et — 1
_5.)s—1 s—1_2mi(s—1) _ i\s—1 o a—1
Similarmente, como lim (z .ZG) _r ¢ y (@ ,ZG) < ZTleW?”x—
e—0 %~ _ ] et —1 er—ie _ | et — 1
Entonces

00 ( - \s—1 o .s—1 27mi(s—1)

) T — i€) ¥ e

b ey = / B
Vo2+e? )

Finalmente si € — 0 en I(s) = wa )g(s, z)dz , obtenemos que

00 ps—l 51 00 xs—leQWi(s—l)
I(s) = — d d —d
(s) /5 ex—1$+/|z|:(;ez—1z+/5 w1 =

s—1 o0 s—1
= / c it (62”(5_1) —1) / ‘ 1dx (7)
|z 6

= €*—1 er —

s—1 a—1_,—pBarg(z)
/ S I / ‘Z’e—|d2|
zj=s €% — 1 = |e* —1]
ga—1 |8|27
< / e g
|z|=6 et —1

6a—le|6\27r
S/ ———ld?|
oi=s €0 1

Debido a que

o1 |B]27
=2 o6
e 9 —1
s—1
y (lstI(l) 5:,6('513_'2; 2m = 0 cuando a > 0, entonces / 1dz — 0 cuando § — 0. Asi que , si
— |2]=6 €7 —
d — 0 en la ecuacion (7) y teniendo en cuenta la igualdad (5), entonces
2mi(s—1) > ot
I(s) = (eT™"7 ) —1 d
9 = (@ =) [7 S
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3 CONTINUACION ANALITICA DE ¢

= (7Y — 1) T(s)¢(s)

= ("™ = 1) T(s)¢(s)

— em‘s (em's . e—m's) F(S)C(S)
= e™*2i sen(ms)(s)((s)

62
62

™

T(s)D(L — s)

Finalmente, como sen(ws) = (ver anexo de la funcién Gamma), tenemos que

 2mie™s((s)  2mie™ Yy

I6)=Fa—g = m_r;:)lﬁ para R(s) > 1
O
Teorema 3.6. La funcién
oy = T ®

es una extension meromorfa en el plano complejo de (2) con un polo simple en s = 1 y
residuo 1.

., —1i7Ss . .
Demostracion. Como I, %— son funciones enteras y I'(1—s) es meromorfa con polos simples

para s € Zs1, ya que I'(s) tiene polos simples en s = 0,—1,—2,—3,...; entonces ( es
meromorfa. Pero, para f(s) > 1

((s) = [(1—s)e™™ (2mie™ 37 L\ o 1
= 2mi ['(1—5s) B ns

n=1

Luego ( es analitica, asi que para s = 2,3,4,5, ..., la funcién ¢ no posee polos y por lo tanto
el inico polo posible es s = 1. Puesto que

1

1 o0
I(1) = d "1 d
(1) /Z|6ez_1z+(e )/5 L

1
= dz
/z|:a er =1
1

= 2miRes
z=0 e — 1
= 2mi
_ 9(s) ” ,
yI'(l—s) = 1> con ¢ analitica en 1 y ¢(1) # 0, ya que 1 es polo simple de I'(1 — s).
S —

Entonces o Jemim I () (2) .
1 —s)e™I(s)(2m)~
((s) = —
Donde el numerador es analitico en 1 y diferente de 0. Asi que 1 es un polo simple de (.
Finalmente, como

17



4 ECUACION FUNCIONAL

i € I.(S):e ].(1):_1
s—1  2m 21

lim(s — 1)I'(1 — s) = lim —2I'(2)

s—1 z—0

= HH(I] —TI'(z+1)
— ()

=—(0)=-1
Tenemos que
Res ((s) = lim(s — 1){(s)
s=1 s—1
, (1 — s)e™
= lim(s =)= —10)
fi7rs]
=lim(s — 1)I'(1 — s) - lim 6—,(8)
s—1 s—1 2w

4. Ecuacion Funcional

Una vez que se tiene la extensién meromorfa de la funcion ¢, es posible empezar el estudio
de los ceros de esta funcién. Sin embargo, primero es necesario derivar la ecuacién funcional
de la funcién zeta de Riemann.

Teorema 4.1. Para s € C\ Z~o, la funcion ¢ satisface la ecuacion funcional

((s) = 2°7m% ' sen <S§) I'(1—s)¢(1—s) 9)

Demostracion. Sea N € N fijo, pero arbitrario. Considere el contorno ~ compuesto por la
curva Cy,(6, €) y el arco de circunferencia Sg, donde n = 2r(N+3) y R = v/n? + €2 es el radio
de la circunferencia correspondiente al arco. Ademas ~y esta recorrié como lo indica la figura 4.

18



4 ECUACION FUNCIONAL

®21(N +1)

Figura 4: Contorno de integracién y para la Ec. Funcional

Sil={keZ\{0}|— N <k < N}, por el teorema de los residuos se tiene que

/ szdz-27rzz ngsgsz

=2
M( B 9(orz +Zsi’i%amg g )

Ahora, para k > 0 tenemos que

R e |
z—2kmwi €T z—2kmi ©

» lim 27l = (ki)
z—2kmi

Luego

s—1

1i — 2kmi
5R2eks7rzg(8 Z) z—gl/}m(z 7”) er —1

, 2 —2kmi , a1
= lim — ( lim =z )
2—2kmi e — 1 z—2kmi
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4 ECUACION FUNCIONAL

= (2kmi)* !
_ 6(s—l) (In |2k7i|+i arg(2kmi)]

_ (2kﬂ_)s—lei(s—l)arg(2km')
— ks—l(Qﬂ_)s—lei(s—l)%

De manera analoga, para s = —2kmi obtenemos que

Res g(s,2) = k*7'(2m) 'l T
Como [ g(s,z)dz = [g g(s,2)dz + [, (50 9(s,2)dz, esto debido a que que la curva Cy (9, €)
se defini6 orientada de manera negativa, entonces

N

N
/ g(s,2)dz + / g(s,z)dz = = 2mi (Z Es~l(2m)s e3¢ Z ks_l(Qﬂ)S_lei(S_l)?g>
Sk C(bs€)

k=1 k=1
N

= (21)% (ei(s—ng I ei(s—n%) st—l

k=1
N

_ <2ﬂ,>siei7r(sfl) (671(571)% + 61’(371)%) Z Lot
k=1

N
_ s,y im(s—1) Z B s—1
= (2m)%ie 2 cos (2(3 1)) E k

k=1
STY o 1
= 2i(27)%e"™ sen <7> Z R

k=1

(10)

Por otro lado, si consideramos s real , tal que s < 0. Entonces

[ ot < [ i
g(s,z)dz| < z
Sk sp le7 = 1]
s—1
s/ )
sp le7] =1
Rs—l
g/ 7 |d|
Sk e~ —1

Rs—l
= e_R_l/SR]dz]

Rsfl

= —R= 1R[27r—2arg(n+ie)]

Si N — oo entonces n — oo y por lo tanto R — oo. Luego —— [27 — 2arg (n + i€)] = 0

cuando N — oo y asi fSR g(s,z)dz — 0 si N — oo. Entonces, si N — oo en (10) , se obtiene

que
st

I(s) = 2i(27)%e"™ sen (;) C(1—ys)
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5 CEROS DE LA FUNCION ¢

Pero por (8)
ST

= 2i(27)%e"™ sen <7> (1 —ys)

2mie™((s)
I'(1—s)
Es decir, para s < 0

C(s) = 2°7° Lsen (%) P(1— s)¢(1 - s)

Finalmente por el principio de la unicidad, como ¢ y 2°(m)*! sen (%) (1 —s)C(1 —s)
son analiticas en C \ Z>g, entonces

((s) = 2°7% 'sen (Sg) (1 —s)C(1—s) para s € C\ Zx

5. Ceros de la funcion (

Por el Teorema 2.2.1 , para £(s) > 1, {(s) # 0. Por otro lado, si R(s) < 0, por la ecuacién
funcional tenemos que 27 'sen () I'(1 — s)¢(1 — s) = 0 si y solo si sen () = 0. Esto
ultimo, ya que I'(z) # 0 para z € Cy {(1 — s) # 0 cuando (1 — s) > 1.

Luego en esta regién, ((s) = 0si s = 2k con k € Zo. A partir de esto podemos clasificar los
ceros de la funcién ¢ en dos:

Definicién 5.1. Los ceros de ( determinados por la funcion sen (%) son conocidos como los
ceros triviales

Definicién 5.2. Los ceros mo-triviales de la funcion ( pertenecen a la region
{z € C:0< R(s) < 1}. Esta region se conoce como la region critica o la banda critica
de la funcion (.

Sobre esta banda es que se desenvuelve la famosa hipétesis de Riemann, sin embargo es
posible reducir un poco mas la regién critica. Para esto, primero probaremos que existe una
simetria en esta banda para los ceros no-triviales y luego que no existen ceros-no triviales en
los bordes de la banda.

Teorema 5.1. Los ceros no-triviales de  son simétricos respecto a R(s) = %

Demostracion. Si s es un cero no-trivial, entonces
S
25751 sen (g) P(1—s)(1—s)=0

Pero esto solo ocurre si ((1 —s) = 0. Luego 1 — s es un cero de ¢ y como 0 < R(1 —s) <1,
entonces 1 — s es un cero no-trivial. Asi que los ceros de la funcién ¢ son simétricos a la recta

R(s) = 1. O

2

Procedemos a demostrar que no existen ceros no-triviales en la recta ®(s) = 1y R(s) = 0.
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5 CEROS DE LA FUNCION ¢

Lema 5.2. Si R(s) > 1, entonces

('(s) p~*lnp
C(s) 1—p—s

Donde el indice de la serie indica la suma sobre todos los primos p.

Demostracion. Sea Dy = {z € C|R(z) > k > 1} y considere g,(s) =1 —p~*. Como

<1
= ok

=] = .

p%(s

Yy, p~* converge , ya que
2t nt =)
p n=1

y ((s) converge para k > 1; entonces por el Teorema 1.9 se tiene que H (1 —p~°) converge
p<M
uniformemente a H(l — p~®) en Dy. Asi que H (1 —p~*)~' converge uniformemente a
P p<M
H(l —p*)"t = ((s) en Dy, es decir, converge normalmente a ¢ en D = {z € C|R(z) > 1}.
Ppor otro lado, como f,(s) = (1 —p~)~! son funciones analiticas en D, por el teorema 1.10
tenemos que:

¢(s) _ -~ p 'Inp
¢(s) ~1—p
O]
Lema 5.3. Para o > 1 yt € R*, tenemos que
! ! it ! 21t
C(a) C(o +it) C(U + 2it)
Demostracion. Si s = o + it, por el lema anterior tenemos que g((j)) = — Zp - lnf y como
Yo pis = ﬁ, entonces
§-TY
¢(s)
Asi que
('(o) ((c+it)  ('(o+ 2it) 31np 41lnp Inp
R|-3 —4 — . A
¢(0) Clo+it)  ((o+ 2it) g ; pr(o+it) + prlo+2it)
1
— ZZ% { np 3+4 —mt_|_ —2nzt):|
p n=1
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5 CEROS DE LA FUNCION ¢

1
= Z Z % [3 + 4 cos(ntInp) + cos(2nt In p)]

p n:lp
1
= Zzﬂ [3+ 4 cos(nt Inp) + 2 cos*(ntInp) — 1]
= 1pna
—QZZ [cos(nt Inp) + 1]°
p n= 1
>0

Donde el intercambio entre las sumas y la parte real es valido, ya que la funciéon que a cada
z € C le asigna su parte real, es continua y es una aplicacién lineal. O

Teorema 5.4. No hay ceros no-triviales de ¢ en la recta R(s) =1

Demostracion. Por el teorema 1.6, como ( es analitica en C\ {1} y tiene un polo simple en
s = 1, entonces:

(o Y E@)
(171_%(0 1)«0)— 1

{ dlotit) _
[ ] LLH%(U — 1) Clotit) — N1 Z 0

, ¢ (o+2it) _
" ;er%(a — Do = N220

Donde {Ny, No} C Z. Luego si 0 — 1 en (0 — 1) * (11), tenemos que 3 —4N; — Ny > 0. Pero

Ny >0, asi que 3 —4N; > 0 y por lo tanto Ny < %.

Ya que N; € Z, la tnica opcion es que N; = 0. Asi que

! t
lim (o — 1)—C (o +‘Z ) =
o—1 C(o +it)
y esto solo ocurre si ((1 + it) # 0 para todo t € R*, como se querifa demostrar. O

Corolario 5.4.1. No hay ceros no-triviales de ¢ en la recta R(s) =0

Demostracion. Como no existen ceros no-triviales de ¢ en la recta (s) = 1, por el teorema
5.1, tampoco los hay en la recta R(s) = 0. O

Recapitulando, tenemos que la region libre de ceros no-triviales, senialada en verde en la
figura 5, se divide en dos:

» R(s) > 1, donde no existen ceros de la funcién ¢
» R(s) <0, donde solo existen ceros triviales y estos son de la forma —2k con k € N

M4s atin, los ceros no triviales poseen una simetrfa al rededor de la recta $(s) = 3. Resumimos
estos hechos en la siguiente imagen.
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5 CEROS DE LA FUNCION ¢

Figura 5: Regién critica de la funcién ¢

Cabe resaltar que los ceros que han sido encontrados de la funcion zeta se encuentran todos
en la la recta R(s) = %, por lo tanto mientras la hipdtesis de Riemann siga sin demostrarse
o refutarse, seguira siendo uno de los mayores problemas abiertos de la matematica. Para
acercarse mas a este punto, el enfoque que se puede tomar con el trabajo aqui hecho, puede
girar entorno a los siguientes puntos:

= Se sabe que ( tiene infinitos ceros en la region critica.
» Su distribucién asintética es conocida y se relaciona con la funcién m(x).

= Se conoce que al menos la tercera parte de los ceros pertenecen a la recta R(s) = %
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CONCLUSIONES

Conclusiones

Con este trabajo se pudo evidenciar que la variable compleja permite abordar el estudio
de la funcion zeta de Riemann, sus extensiones y su ecuacién funcional y abordar el tema
de los ceros de una manera mas accesible, a pesar de que estos no son temas triviales. Sin
embargo es necesario complementar estas herramientas con algunos resultados de la integral
de Lebesgue, ya que a lo largo del estudio se presentaron casos donde no da a basto la
convergencia uniforme y es necesario utilizar herramientas mucho mas fuertes como lo es el
teorema de la convergencia monotona.

Como trabajo futuro se propone investigar de una manera similar la conexion que tiene la
funcién Zeta con la teoria de nuimeros, mas especificamente con el teorema de los niimeros
primos, y de esta manera hacer una aproximacion formal a la hipétesis de Riemann.
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LA FUNCION GAMMA

Apéndice

1.1. La funcion Gamma

a funcién gamma (denotada como I') es una funcién meromorfa que surge frecuentemente
en analisis complejo y esta extiende la funcién factorial de los enteros positivos a todo el
plano complejo.

Definicién 1.3. Para el semiplano Re(z) > 0 la funcion I' esta definida como

['(z) = / e = tdt
0
Teorema 1.5. La funcion ' es absolutamente convergente para R(z) > 0 y

IT(z)] <T(R(2))

Demostracion. Sea z € C con Re(z) > 0, como:

IT'(2)] S/o le =~ dt

= / b e A1 gy
0

= I(R(2))

Entonces basta con demostrar que I'(R(z)) converge. Ya que

tRe(z)—l
lim — =0
t—o00 ez
tRe(z)—l .
Para e = 1, existe N > 0 tal que, si £ > N entonces 0 < 1. Luego tf¢®)~1 < ¢e2 y asi
ez
2fRe(z)—l .
— < e 2. Por lo tanto
e
1 N [e%S)
I(R(2)) = / e Rt 4 / e g 4 / e 1Ry
0 1 N
1 N [e%S) .
< / "t + / e RO 1ar 4 / e 2 dt
0 1 N
1 N —tR(z)—1 -
= + et dt + 2e 2
R(2) 0
Como e 'tfe(:)~1 es continua en [1, N], entonces esta ultima integral converge y por lo
tanto I'(R(z)) converge; asi que I'(z) converge absolutamente. O

Teorema 1.6. Para R(z) > 0 tenemos que

I(z+1) =2I'(2)
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Demostracion. Sea z € C tal que Re(z) > 0. Si u = t*,dv = e~ 'dz , tenemos que:

F(z+1):/ e trdt
0

— _tze*t|g° + 2z /OO et lde
= z2I(2) O
O
Teorema 1.7. Paran € N se cumple que
I'(n+1)=n!
Demostracion. Para n = 1 tenemos que
(1) = /Oo e~tdt =1 =0
0
Suponga para n = k, con k € N. Por el teorema anterior,
C(k+1)=k[(k) =k(k—1)! =k!
Asi, por induccién matemética, tenemos que I'(n 4+ 1) = n! paran € N H

Ahora podemos extender I" a una funcién meromorfa en el plano complejo.

Teorema 1.8. La funcion I' es meromorfa en el plano complejo con polos simples en z =
0,-1,-2,---

Demostracion. Aplicando el teorema 1.6 m veces, obtenemos que
F(z4+m)=(z4+m—1)-(z2+1)zI'(2) para R(z) > 0

Sea

I'(z +m)
= R _
I8 = T e i@ > om
Donde g tiene polos simplesen z = 0, —1, =2, --- , —(m+1). Como ¢(z) = I'(z) para R(z) > 0

entonces, por el principio de unicidad:

['(z+m)
['(z2) = R(z) > —
(2) (z+m—1)-(z+1)z para R(2) "
y I tiene polos simples en z = 0,—1,—2,--- . —(m + 1). Tomando m — oo, tenemos que I
es una funcione meromorfa con los polos simples en z =0, -1, -2, - - O

Teorema 1.9 (Férmula de reflexién de Euler). Para todo z € C\ Z se cumple que

™

T(2)[(1 - 2) =

sen(7z)
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Demostracion. Como
» ['(2) = / t*"le'dt  Vz e C con Re(z) >0
0
n T(1—2)= / sU72)71e=%ds ¥z € C con Re(z) < 1
0

Entonces Vz € C tal que 1 > Re(z) > 0 se tiene que

Fz)Ir'1—-=z2) = / t*te _tdt/ s fe %ds

/ / —(t+s) tZ 1 fzdsdt

2

Sit=u?y s =1?% entonces

L(z)C(1 - 2) / (w2 40%) 0,21, =22 gy | dudv

_ 4/ / (u2+v?) 22 lv—(2z—1)dudv
2z—1
/ / (u?+v%) —) dudv
Ahora, si u = rsenf y v = r cos#, entonces
[(2)(1 - 2) —4/ / *(tan 0)%*~Y| — r|drdf

4/ (tan@)z'z_ldQ/ e rdr
0 0

Jus

2 / " (tan 0)%1d0
0

Sea 0 = arctan(y/x), entonces

1 1

()01 — 2) = 2 /Ooo(ﬁ)MH—x gl

e’} z—1
:/ * dx
o *+1

Consideremos el contorno a recorrido como se indica en la figura, donde 0 < p <1 < R
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T

Si |
w?1 e(z—l)(ln\w\-‘,—zarg(w))

w) = =

J(w) w+1 w+1
Entonces f es univaluada y continua a trozos sobre C, y Cg. Consideremos los contornos
a1 y ag resultados de dividir « por el segmento L orientado sobre el rayo Arg(w) = 6y con

con w € C\ [0, 00)

3
0o € <7T, ;) y orientado como se indica en las figuras.

y y
aq I'r (D]
Fp \
p R x P R X
L 'yp
TR
Sea
filw) = 2 jwl >0y arglw) € (75
w) = con |w arg(w —, =
1 w+1 y g 2 ) 2
Como f; es analitica en C\ {—1} y 2o = —1 estd en el interior de a4, por el Teorema de los
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residuos:

/al fi(w)dw = /pR fi(w)dw + g f1(w)dw+/Lf1(w)dw+/Fp fi(w)dw

= 27riR_eslf1(w) (12)
Por otro lado, si:
w1 T 5w
fa(w) = — con |w| >0y arg(w) € (5, 7)

Como f; es analitica en C\ {—1}, entonces también lo es en as y en su interior, asi por el
Teorema de Cauchy-Goursat:

[ st = [ [ pws [ s [ pood
2 K y 5 .

Sea C; =C\ {z € C: Arg(z) € [-2,0]} y Co =C\ {z € C: Arg(z) € [0, %]}

z—1

3
1. Siw € ¢4, como fi(w) = ;U+ T con lw| > 0y arg(w) € (O, 1), entonces fi(w) =
f(w)

2

wz—l

: s
2. il(w) € Oy, como fo(w) = ol " |lw| > 0y arg(w) € <§,27T>, entonces fo(w) =
w

Asi que f; = f sobre I'g,I',, L y fo = f sobre vg,~,, L. Si reemplazamos en (12) y (13)
obtenemos que

R
/ f1(w)dw + f(w)dw + / fw)ydw+ [ f(w)dw = 2wiRes fi(w)
p I'r L r, w==1

/pR oo+ [ gty = [ s+ [ gy =0

Finalmente, sumando estas dos ultimas igualdades y teniendo en cuenta que I'r U~vg = Cg
y I'y U, = C, tenemos que

R
[ 1) = fatwldo+ [ fidos [ fw)de = 2mikes i) (1)
P Cr Cp w==
Siw = re?y con {r,0} CR, w € (p, R) y Re(w) = z, entonces:
w? 1 e(z—l)(ln(a:)+i0) P
fi(w) = = 5 =
w+1 ve +1 r+1
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Y , ,
f ( ) w? L e(z—l)(ln($)+127r) xz—le(z—l)(ZQW)
w) = = - et
? w+1 xre?™ 41 x+1
ademds, si ¢(w) = w*~! con |w| > 0y arg(w) € (£, %), como ¢ es analitica en —1y

H(—1) = e=D(n|=1|+im) _ ir(2—1)

Luego f; tiene un polo simple en —1y RPSIf (w) = ™= Asi, reemplazando en (14)

z—1

R
(1- e(z—l)(i27r))/ r dr + f(w)dw + f(w)dw = 2mie’™* (15)
P rz+1 Cr C,

Por otro lado tenemos que:

(i)

z—1

fwdw‘g/ dw
[ sty < [ |

R(z)—1 ,—(z) arg(w)
§/|M . duw|
Cr jw] =1

|w|§]‘€(z)716\%(z)|27r

</ dul
Cr lw| -1
RRe(z)fl |S(2)|27
- [ 1wl
Cr

R—-1
RRe(z)—le\‘\?(z)|27r
= 2r R
R—1
QWRRe(z)e\%(zﬂQw
B R—-1
(ii) De manera analoga para C,
9 Re(z) ,|S(2)|27
f(w)dw| < UL
C, p—1
9 RRe(z) |S(2) |27 9 Re(z) ,|S(2)[2m
Como }%ggo T I _61 =0,yaque 0 < Re(z2) <1,y ,10111% P 5 _61 = 0; entonces

f(w)dw — 0 cuando R — oo y / f(w)dw — 0 cuando p — 0. Por lo tanto si p — 0 en
Cr Cp
(15), tenemos que:

z—1

R
(1- e(z_l)(’?”)) / g+ f(w)dw = 2mie™ =1
0 T + 1 Cr

Finalmente si R — oo en la igualdad anterior:

z—1

a—A%WMU/mx do = 2mie D
0 :U—i—l
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Entonces

/OO Pt 27rl'ei7r(z—1)
dr = ——F———
L 1 T T o@n
s

eTri(l—z) _ e—iﬂ(l—z)
21

sen(m(1 — z2))

™

sen(7) cos(mz) — sen(wz) cos(m)

~ sen(mz)

De esta manera I'(2)['(1 — z) = para 0 < $(z) < 1.Pero I'(2)I'(1 — 2) es analitica en

T
sen(mz)

C\ Z, luego por el principio de unicidad (Teorema 1.4)

™

L)1 —2) = sen(72) para z € C\ Z
O]
Teorema 1.10. Para todo z € C\ Z<, tenemos que I'(z) # 0
Demostracion. Ya que:
1. Si z € Z~y, por el teorema 1.7, tenemos que ['(z) = z! # 0.
2. Por el teorema anterior, si z € C\ Z entonces I'(2)['(1 — z) = @ # 0. Es decir
I'(z) # 0.
Asi que por 1y 2, I'(z) # 0 para z € C\ Z<
[
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