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Resumen

En este trabajo se estudian las funciones holomorfas del disco unidad y sus
propiedades relacionadas a la dinamica en puntos en el interior y el borde del
disco. Este estudio se realizard usando la métrica pseudo hiperbdlica, en par-
ticular hacemos uso de las bolas pseudo hiperbdlicas. Definimos y estudiamos
limites angulares y la relacién entre diferentes resultados acerca de la dindmica

de estos iterados.
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Capitulo 1

Introduccion

Teniendo en cuenta el trabajo Algunas consecuencias del Lema de Schwarz,
este trabajo continua el estudio de las funciones holomorfas el disco y estudiar
algunas propiedades de la funcién generadora de probabilidad, para ello a
continuaciéon se mencionan aquellos resultados y definiciones necesarios para

la teoria trabajada junto con los esquemas o referencia de sus demostraciones.

1.1. Preliminares y notacién

Definicién 1.1.1 (Mapeos iterados): Sea X un conjuntoy f: X — X
una funcion. Definimos f™ como la n-ésima iteraciéon de f cuando n es entero

no negativo por :

1d sin =0,
o=
fofrt sin>0.
Definicién 1.1.2 (Funcién holomorfa): Sea f : D — Cy A C D, f es
holomorfa en Asi para todo zy € A existe un abierto U C A tal que zo € U y
f'(z) existe para todo z € U.

Definicién 1.1.3 (Transformacién conforme): Sea f : D — C una fun-
cién compleja y A C D, f es conforme en zy € A si f es diferenciable en 2 y

f preserva el angulo formado entre si por dos curvas diferenciables en zj.
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La relacion de "ser conformemente equivalente” denotada por % esta definida

por
D% Dy +— Existe un mapeo conforme f : D; — Dy

Es facil ver que € es una relacién de equivalencia.
Definicién 1.1.4 : Se consideran como conjuntos conformemente equivalentes
la Esfera de Riemann C, Plano complejo C y el Disco unidad-unitario A =

{zeC:|z] <1}
Notacion 1.1.1: El conjunto de todas las funciones holomorfas en D que toma
valores en el conjunto 2 C C sera denotado por Hol(D, ). Se usard Hol(D)

para denotar el conjunto Hol(D, D).

Nota 1.1.1: Si f y g estdn en Hol(D), entonces ® = f o g estd también en
Hol(D), donde ®(2) = f(g(2))-

Teorema 1.1.1 (Férmula Integral de Cauchy):
Si f € Hol(D, C) entonces para cada curva cerrada v € D y cada z € D\#.

f(2) siz esta dentro de

7 Jy £ dC =
0 en otro caso.

(Para ver una demostracion, consultar [4] pagina 113).

Notacién 1.1.2: A,(2g) es el disco centrado en z y de radio r

Teorema 1.1.2 (Principio del médulo méximo): Si una funcién f es ho-
lomorfa y no constante en un dominio dado D, entonces |f| no alcanza su
méximo en D. Esto es, que no existe zy € D tal que |f(z)| < |f(z0)| para todo

z € D. (Para ver una demostracion, consultar [3] pagina 88)

Teorema 1.1.3 (Lema de Shwarz): Sea f € Hol(A) tal que f(0) = 0. En-

tonces
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(1) |f(2)| < |z| para todo z € A

2) 170 <1

Maés atn, si existe zp € A, zg # 0 tal que se tiene la igualdad en (1), o se tiene
la igualdad en (2), entonces f es una rotacion, es decir, f(z) = e¢'®z, para algin

a € [0, 27]. (Para ver una demostracion, consultar [2] pdgina 11)

Este lema implica que una funciéon holomorfa del disco unidad en el disco

unidad que fija el origen, mantiene las distancias fijas o las contrae.

Teorema 1.1.4 (Principio del punto fijo de Brouwer): Sea F': D — D
continua, D C R™. Si D es convexo, cerrado, acotado y no vacio entonces F
tiene un punto fijo en D, es decir existe zy € D tal que F(z9) = 2. (Para ver

una demostracién, consultar [6] pagina 31)

Teorema 1.1.5 (Propiedad de unicidad): Sea D un dominio en C, y sean
f, g funciones definidas sobre D para las cuales existen expansiones en serie
para cada punto de D. Si f y g coinciden en una sucesién de puntos distintos
en D con un punto limite en D, o si tienen expansion en serie idéntica en un

solo punto de D, entonces f = g (en D). (Véase [2] pagina 8)

Teorema 1.1.6 (Desigualdad del valor medio en varias variables): Sea
A C R" abierto y conexo, f : A — R" derivable en A, entonces para todo

{a,b} C A existe ¢ € A tal que:

1£(0) = fla)ll < [IDf()]] [[b— all

donde Df(c) es el jacobiano de f evaluado en c. (Para ver una demostracion,

consultar [7] pagina 121)

Teorema 1.1.7 (Teorema del punto fijo de Banach): Sea (D, d) un es-
pacio métrico completo y sea F': D — D una contraccién estricta en (D, d)

en el sentido que:

d(F(z), F(y)) < q.d(z,y), z,y € D
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para algin 0 < g < 1.

Entonces F' tiene un unico punto fijo en D. Mas ain, para cada z € D la

sucesion de {F"(x)} converge a este punto fijo. (Véase [1] pagina 8)

Teorema 1.1.8 (Teorema de Vitali): Si {f,} C Hol(D,C) estd acotada en
el interior de D, es decir para todo f, existe M > 0 tal que para todo z € D
| fu(2) |< M. Si{f,} converge para un conjunto de puntos con punto limite

en D, entonces {fn} converge localmente uniformemente en D a alguna f €

Hol(D,C). (Véase [1] pagina 8)

Teorema 1.1.9 (Teorema de Riemann en singularidades removibles):
Sea zp una singularidad aislada de f(z). Si f(z) es acotada cerca de zy entonces

f(z) tiene una singularidad removible en zy. (Véase [3] pdgina 172)

Teorema 1.1.10 (Teorema de Montel): La familia F esta uniformemente
acotada en el interior de D si y solo si esta es compacta en la topologia de
convergencia local uniforme en D, es decir, cada sucesién {f,} C F contiene
una subsucesién la cual converge localmente uniforme en D. (Véase [1] pagina

6)

Proposicién 1.1.1: Sean (X, d) un espacio métrico y (2, )nen una sucesion de
puntos en X. nIEEO x, =2 € X siy solo si para toda subsucesién (z,, )ren de

(x,) existe una subsucesion (a:nkj )jen de (z,,) tal que ]lggo Ty, = T.

Demostracién: (=) Si lim z,, = x € X entonces toda subsucesion (z,, )ren
n—oo
de (z,) converge a z, aplicando nuevamente el mismo argumento entonces
toda subsucesion (x,, );en de (z,,) converge a x en particular la subsucesién
J

idéntica (x,, )ken de (z,,) converge a .

(<) Supongamos que (x,)neny DO converge a x, entonces existe € > 0 tal
que para k € N existe ny > k tal que | z,, — 2 |> ¢, tomando la sucesién
(@, )ken vemos que (z,, ) es una subsucesion de (z,,) que no tiene subsucesiones

convergentes ya que para € >0y s € Nz, € (z,,) y | zn, — 2 |> €.
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1.2. Acerca de puntos fijos de automorfismos

en A

En el trabajo [2] se trabajan caracterizaciones de los automorfismos del disco
y sus dindmicas en puntos y en esta parte introductoria retomaremos parte del

trabajo y concluimos con dos resultados necesarios en la teoria posterior.

El término automorfismo se refiere a un isomorfismo de un objeto matematico
en ¢l mismo. Para nosotros el término estara delimitado en un contexto en

especial:

Definicién 1.2.1: Un automorfismo del disco unidad es una funcién holomorfa
f: A — Ay ademds biyectiva. El conjunto de todos los automorfismos del
disco unidad se denotard por Aut(A). ((Aut(A),o) es un grupo donde o es la

operacién de composicién de funciones y la identidad del grupo es ida(z) = z).

Nota: Como consecuencia del Lema de Shwarz tenemos que los automorfismos

del disco unidad que fijan al origen son rotaciones.

Definicién 1.2.2: Se define la transformacién de Mdebius m,(z) en el disco

unidad por:

ma(2) == —— (1.1)

donde a € A.

Usando la anterior notacion y el lema de Schwartz podemos probar el Lema
1.2.1.

Lema 1.2.1 (Lema de Pick): Si F' € Hol(A). Entonces para todo par z y

w en A se tiene que:

[y (F'(2))] < [m(2))] (1.2)

Si la igualdad se verifica en la desigualdad anterior, entonces F' es un auto-

morfismo de A. (Para ver una demostracién, consultar [2] pagina 14)
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Nota 1.2.1: Si ademés suponemos F'(0) = 0 en el Lema 1.2.1, entonces tene-
mos la hipétesis del Lema de Shwarz, es decir este Lema es una generalizacion

del Lema de Shwarz.

Observaciéon 1.2.1 (Notacién): A, = {z € A : |z| <71}, Q.(a) := my(A,),

donde 2,.(a) es conocida como la bola pseudo hiperbdlica.

Por el Lema de Pick y la proposicion anterior tenemos una descripcién del
comportamiento de las funciones f € Hol(A) en los dominios Q,(a), r € (0,1)

y a € A. Ya que si F' € Hol(A) entonces:

F((a)) € Q.(F(a)) (1.3)

Definicién 1.2.3: Se define la métrica pseudo-hiperbdlica d : A x A — R*

por :

d(z,w) =] 755 [=l mow(z) | (1.4)

esta métrica sera de importancia en el desarrollo de este trabajo ya que varios
resultados se pueden escribir en términos de la métrica como lo es el Lema
de Pick ademés de estar vinculada en el estudio de la dindmica en secciones

posteriores.

Observacién 1.2.2: Las demostraciones de las proposiciones 1.2.1, 1.2.2 y

1.2.3 se pueden encontrar con detalle en el trabajo [2].

Proposicién 1.2.1: Si ¢ € A es un punto fijo de F' € Hol(A). Entonces F
deja la bola pseudo-hiperbdlica €2,.(¢) invariante; en otras palabras para cada

r e (0,1)
F(2,:(¢)) € 2:(C) (1.5)

Una consecuencia adicional del lema de Pick-Shwarz es que si ( € A es un

punto fijo de F' € Hol(A) entonces:

[F'(Ol <1 (1.6)
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La igualdad se tiene en las afirmaciones anteriores si y solo si F' es un auto-

morfismo de A.

Proposicién 1.2.2 (Puntos fijos de los automorfismos de A):

Si F' € Aut(A) entonces se puede representar de la siguiente forma:

zZ—a

F(z) = e
(2) = e 1—az

Para algin a € Ay ¢ € R.

Entonces para F' € Aut(A), la ecuacién F'(z) = z es equivalente a la ecuacién

cuadratica.
a2’ + (e — 1)z — e®a =0 (1.8)
0
aZ? + (e - 1)z —e¥a=0 (1.9)
Entonces:

(i). Sia =0, de (1.7) tenemos que:
F(z) = ez

Es decir F' es una rotacion alrededor del origen y tiene como inico punto fijo
z =0 en A siempre que ¢ # 0; y tenemos que si ¢ = 0 entonces F'(z) = z por

lo cual F' tendra infinitos puntos fijos en A.

(ii). Si pensamos en el contra reciproco de (i), podemos afirmar que si F' no es
la identidad y no es una rotacion alrededor del origen entonces a # 0, por lo
tanto z = 0 no es una raiz de la ecuacién anterior. Luego, podemos multiplicar

por _;w en ambos lados de la igualdad y obtenemos:

a(2)?+ (e — 1)1 —e®a=0

En otras palabras, z # 0 es una raiz de la ecuacién anterior si y solo si 1/Z
es una raiz de la ecuacion. Consecuentemente, la ecuacion tiene maximo una

solucién dentro de A, ademads, si asumimos que la ecuacion tiene una solucién
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unimodular, entonces es tinica o la segunda solucion también tiene médulo 1.

De (i) y (ii) podemos dar una descripcién de un automorfismo F' segin sus

puntos fijos:

1. F tiene un solo punto fijo en A (Y el otro por fuera).
2. F tiene un solo punto fijo en JA y ningtin punto fijo en A.

3. F tiene dos puntos fijos diferentes en A

Definicién 1.1.4:

» Si F' esta descrito por (1) diremos que F' es Eliptico
» Si F esta descrito por (2) diremos que F' es Hiperbdlico.

» Si F esta descrito por (3) diremos que F' es Parabdlico.

Proposicién 1.2.3: Si F' € Aut(A) no es un automorfismo eliptico, entonces
la sucesion de iteraciones {F(™}%°  es convergente. Atin mas, si F no es la
identidad, entonces el limite de esta sucesién es una constante unimodular, la
cual es un punto fijo de F' en la frontera de A.

Demostracién:

= Si I’ es un automorfismo hiperbédlico entonces

FO)(2) = L7 (A"L(2))

donde L(z) = % y A= tggi donde {¢i, (2} son puntos fijos de F
tales que | (1 |=| ¢2 |= 1. Por un resultado previo (véase [2] pagina 29),

tenemos que para cada z € A:

i. Si |[A] < 1 entonces la sucesién {F(™}22 converge a ¢; = L~(0).
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ii. Si |A| > 1 entonces la sucesién {F(™1>  converge a (y.

De i. y ii. se deduce que en el caso en que F' es un automorfismo hi-
perbdlico { F(™W1}°  converge a una constante unimodular, la cual es un

punto fijo de F' en la frontera de A.

= Si F' es un automorfismo parabdlico entonces

et —1 ¢
e'P+1 + z2—C

¢ _
Fo(z)—¢ "

para todo z € Ay n € {0,1,2,...}, donde ( es el tnico punto fijo de F'
tal que | ¢ |= 1.

i. Si F' es la identidad entonces ¢ = 0, luego W = ZEC, por lo tanto

F™(2) = z y la sucesién converge.

ii. Si F' no es la identidad entonces ¢ # 0, luego:

1
[F ()]

= ([¢/=1)
¢
| 7=

= ( Definicién anterior )

et + < |

> (la+b > lal =[] )

ev—1| | ¢
| ei@+1 |2;7<|
> ([Cl=1, |nz| =nlz], [e¥ + 1] < 2)
let?—1| 1
2 lz—]

donde esta ultima expresién diverge cuando n — oo.
Por lo tanto | F™(2)—¢| — 0 o de manera equivalente F'™(2) — ¢, luego
{F(®}  converge a una constante unimodular, la cual es un punto fijo

de I en la frontera de A.
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Proposicién 1.2.4 : Sean F' € Hol(A) y ¢ € A punto fijo de F. Entonces:

i) Para cada r € (0,1) y n = 0,1,2, ..., se satisface la siguiente condicién de

invarianza:

F(2,(¢)) € 2(¢) (1.10)

donde Q,.(¢) ={w e A : Jw — 11__r|2<||42|2| < IE;?ZIQ}'

ii) Si F' no es la identidad entonces el punto ¢ € A es el unico punto fijo
de F en A. Més aun, si F' no es la identidad las siguientes proposiciones son

equivalentes:

a) Para cada z € A, la secuencia {F™}2  (la érbita) converge a ¢ cuando n

tienda a infinito.
b) El mapeo F': A — A no es un automorfismo de A.

c) [F'(Q)] <1

Demostracién: i) Por induccion:

= n=0.Sin =0 entonces F es la identidad, por lo tanto:

N

En el caso de n =1 el lema de Pick anteriormente demostré que

F(2.(¢)) € 2:(C)

= n > 1. Supongamos que para n = k la proposicién es cierta (es decir

FO(Q,(¢)) € ©,(¢)), ahora:
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FED(Q,(C))

= ( Definicién de composicién )
FF®(Q,(€)))

C ( Hipétesis de induccion, F' es funcién )

F(2,(0))
C  (Lema de Pick)

QT‘(C)

ii) Supongamos que F tiene dos puntos fijos diferentes, digamos (; y (o, (1 # (o,

entonces podemos escoger r; y 75 en (0, 1) tales que o & 2,,((1), 1 & Oy (CG2) ¥
Q. (G) N, (G) =Q # 0, como Q. ((1), ,(¢2) son conexos y su interseccién

es no vacia, entonces €2 es conexo, {2 C A porque es la interseccion de dos

subconjuntos de A, por lo tanto {2 es acotado y ademas
F(Q)
= ( Definicién de Q)

F(QT1 (Cl) N Q7“2 (C2))

C ( F es funcién, entonces F(ANB) C F(A)NF(B))
F(Qm (Cl)) N F(Qm (C2))

C  ( F es continua, luego F(A) C F(A))
F(Qh (Cl)) A F(Qm (C2))

€ (Lema de Pick: F(2,(0)) € 2(Q) )

Qr, (G) N, (G2)
C ( Definicién de Q)
Q
asi F'(2) C Q, entonces se sigue del Principio del punto fijo de Brouwer que
existe (3 € Q tal que F((3) = (3 el cual es diferente de ¢; y (5. Repitiendo
este argumento podemos hallar una sucesién {(,}22; C A tal que F((,) = (.
Por la propiedad de unicidad esto implica que F(z) = z para todo z lo cual

contradice la hipétesis de que F' no es la identidad.

Para demostrar las equivalencias lo realizaremos mediante una cadena de im-

plicaciones.
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= a)=b): Por contradiccion. Si F' € Aut(A) y F tiene un punto fijo ( € A
entonces F' es un automorfismo eliptico, luego F' es una rotacién alrededor
de ¢ (véase [1] pagina 27) y por lo tanto la sucesion { F™}>  no converge

para todo z € A (De hecho la sucesién solo converge para ().

» b)=-c): Nuevamente por contradiccion. Si |F'(¢)| > 1, entonces |F'(¢)| =

1 porque F' es un holomorfismo. Consideremos el holomorfismo G =
1 — 2
m_¢ o F om¢ donde m¢(z) := il +_C y mi(2) == ﬁ, ahora:
1+ (= (1+(2)?

G(0)
= ( Definicién de G )
m-¢ ok ome(0)
= (me(0) =¢ F(Q) = ¢, m(() =0)

Ademés:
|G (0)]
= (Regla de la cadena )
[m”((F'(m¢(0))) * E'(me(0)) * mg(0)]

= ( Definicién de m¢ y la expresién obtenida para my )

1— 112
= s * FO = (1= 1<)

= ( Simplificando términos )
[E7(C)]

= ( Hipdtesis )

1

Por el lema de Schwarz se tiene que GG es una rotacién y por lo tanto
F=m¢ory,om_

lo cual implica que F' es un automorfismo eliptico.

» c)=>a): Como F’ es una funcién continua en A, existe un disco A,(¢) C

A centrado en ¢ y con radio r > 0 tal que
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F()] <1

para todo z € A,((), la clausura de A,(¢). Por la desigualdad del valor

medio en varias variables se tiene que para todo {z,w} C A,(() existe

Uz € Ar(C) tal que
|F(z) — F(w)| <detJr(u,) |z —w|
det Jr(uzw) = [F' (uzw)[* )

= |F'(u, )] < 1 entonces |F'(u,.,)|* < |[F'(usw)|)

(
{
[F(2) = F(w)] < [F'(uzw)|* [z — w]
{
[F(2) = F(w)] < [F'(uz)] |2 = wl

Como A, () es compacto y I’ es continua existe ¢ = maz{|F'(z)| : z €

A}, Tuego -

[F(z) = F(w)| < q |z = wl
= (g<1)

[F(z) = F(w)| < |z —w|
= (w=¢ F()=¢)

[F(z) = QI <[z =

Asi F es un auto mapeo de A,(() el cual es una contraccion estricta. El
teorema del punto fijo de Banach implica que { F(™}°  converge a ¢ para
todo z € A,(¢). Utilizando el teorema de Vitali se tiene que {F™}2

converge para todo z € A

Corolario 1.2.1: Suponga que F' € Hol(A) mapea A estrictamente en su

interior, es decir, para algin r € (0,1)

()| <r

para todo z € A. Entonces F' tiene un tnico punto fijo ¢ € A, |¢| < r, y para

cada z € A la orbita {F(™}2 converge a ¢ cuando n tiende a infinito.

Demostracién: Como |F(z)| < r para todo z € A entonces F' no es la
identidad, luego por la proposicién anterior parte ii). se tiene que ¢ es tnico,

ademés
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= F(Of <

Ast |¢| < r. Como F mapea A estrictamente en su interior, entonces F' no
es biyectiva y por lo tanto no es un automorfismo y por las equivalencias

anteriores se concluye la convergencia de la orbita.

1.3. Comportamiento en 0A de automapeos

holomorfos

Estudiaremos los iterados de una bola pseudo hiperbédlica bajo una aplicacién

holomorfa donde el centro de dicha bola es aplicado a 0A

Definicién 1.3.1: Para un punto ¢ € A y K > 1 — |(|? se define el conjunto
D((, K) como

1—

D, K)={zeA: =58 < K}

Veremos que para un punto ¢ € A el conjunto D((,K), K > 1— | ¢ |?, es

exactamente la bola pseudo hiperbdlica €2,.(¢) centrada en el punto ¢ con radio

_ L
r=4/1- L

Note que D((, K) tiene sentido incluso si ¢ es un punto frontera. En este caso
los céalculos que se presentan més adelante muestran que para cada K > 0 el
conjunto D((, K) es geométricamente un disco en A, centrado en H;KC con
radio KLH < 1 es decir:

D, K)={z€A:|z— 2=(|< &=

1+K K+1

Dicho disco es tangente internamente a la frontera de A en el punto (. Este

disco es llamado un horociclo en A.

Mas concretamente tenemos lo siguiente



1.3. COMPORTAMIENTO EN 0A DE AUTOMAPEOS HOLOMORFOS15
Proposicién 1.3.1: Para ( € Ay K < 1— | (| el conjunto

[1—=C
D((,K) = A ——m— < K
e N e
Cumple que:
(1) Si ¢ € A entonces los conjuntos Q,.(¢) y D(¢, K) coinciden donde r =

L
11— SLE

(73) Si ¢ € OA entonces para cada K > 0 el conjunto D((, K) es un disco

_¢ in B
centrado en 7T con radio e
Demostracién

(1) Sea z € D(C, K) entonces
120 P R (- | 2 1)

1—r2

{ Expandiendo | 1 — 2( |?, propiedad distributiva )

1 — 2Re(C2)+ | 2 2] ¢ |2< L=kl HEPICR

1—r2

({ Multiplicando ambos lados por (1 —r?))

(L=r) (1 =2Re(C)+ | CPlz ) <1= |2 P =[P+ ]2 [ ¢
( Propiedad distributiva )

1= 2Re(C2)+ | 2P| ¢ P =r® + 2Re(r?Cz) —r? | z P CP< 1= | 2
—[CP+1zPICP

(Si k € R, entonces, Re(kz) = kRe(z), asociando convenientemente )
| 2 [> =2Re(C2)+ | ¢ P< (1 = 2Re(C2)+ | 2 [P ¢ P)

( Factorizando | z — ¢ |?, | 1 — (z |? y despejando 72 )

|z—¢|2 2
e <7

( Tomando raiz en ambos lados de la desigualdad )

By
1—cz]

Asi z € 0.(0).
(it) Sean K >0y ( € 0Ay z € D((, K) asi

<r

[1-2CP<K(1—|2P)

( Expandiendo | 1 — z¢ |[*)
1= 2Re(C2)+ | 2 Pl CP< K(1— |2 ]?)
= ( Propiedad distributiva, | ¢ |=1)
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[P —2Re(Ce)+ [z P< K = K| 2 |?

( Factor comtn | z |?)
|2 |2 (K +1) = 2Re(C2)+ | CP< K[ ¢ P
( Diviendo en ambos lados por K + 1, Re(kz) = kRe(z) )

- 2 K 2
|2 |? _QRQ(ZKil) + I|(§-|F1 < KE‘l

( Ordenando convenientemente )

K 2
| 2 [> —2Re(2gsy) < — 25 + KK

( Suma de fracciones (Heterogéneas) )

) < (K(K+1) (P —¢*(K+1)

| 2 |? —2Re(z KTy

K+l

{ Sumando y restando | ¢ |* convenientemente )

¢ K(K+D)|¢2=(K+D)[¢[2+[¢12—[¢)?
| 2 ‘2 _2R6(ZKS-1) < KK+ (%H)%\CI <1 =[¢]

( Sumando en ambos lados % )

2 ¢ [4 (B (E+1)|¢]*— (K+1D)[¢[*+[¢[?
|2 P —2Re(271) + e < (K+1)?

( Factorizando, | ¢ |= 1, operando )

|2< K24+ K-—K+1-1
K+1 (K+1)2

|2~

( Simplificando )

¢ 12 K2
K+1 | < (K+1)2

|2 -

( Tomando raiz en ambos lados de la desigualdad )

|Z—K+1 |< K+1

asi z pertenece al disco centrado en K_+1 de radio KLH
Proposicién 1.3.2 (Lema de Julia): Sea F' € Hol(A) y sea ¢ € JA. Suponga

que existe una sucesion de {z,}52, C A convergente a ¢ cuando n tiende a oo,

tal que los limites

1-| F
o = Jim =1 FGa) | (1.11)
n—oo 1— | Zn |
y
n= lim F(z,) (1.12)

n—oo
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existen (es decir son finitos); entonces, para cada z € A las siguientes desigual-

dades se tienen

[1-FERP _ 1=

1.13
—TF@ P =11z P (119)

En otras palabras, para cada K > 0 tenemos la siguiente inclusion;
F(D(C, K)) € D(n, aK) (1.14)

Observacién 1.3.1: La condicién (1.11) y (1.12) nos dice en particular que
zn — Cy F(z,) — n pero la convergencia de la sucesién z, a n no puede ser

mas rapida que la convergencia de la sucesién {F(z,)} a C.

Demostracién: Se tiene de (1.11) y (1.12) que |  |= 1; esto es por:

’77|:1_711££101_‘F(zn) |=1— ljm HEEDNAED g g(1— | ¢ ) = 1.

n—o00 1=|zn

Para {z,w} C A se define la funcién

A= Jw A=z P)
| 1 —wz |?

o(z,w) =

(1.15)

Es claro que se puede escribir la desigualdad de Pick-Schwarz de la forma

o(z,w) < o(F(z), F(w)) (1.16)

puesto que
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|F(2)—F(w)|? |z —w|?
[1—F(2)F(w)|? = |1—2w|?

( Expandiendo | F(z) — F(w) |?y | 2z —w |*)

|F(2)[2=2Re(F(2) F(w)) +|F(w)[* - |2|°~2Re(2®)+|w|?
[1—F(2)F(w)|2 = [1—2w]?

( Suma y restando convenientemente )

11+ [F(2) P |F (w) P~ |F (2) 2| F (w) [*+ (| F(2) |* =2 Re(F(2) F (w)) +| F(w) |*)
[1=F(2)F(w)[?

>

(=142 |w]?—|2[*|w]*)+(|2]* —2Re(2w) +|w|?)
[1—2w]|?

( Asociando convenientemente )

1—2Re(F(2) F(w) +|F(2) 2| F(w)[2 = (1| F(2)|2) A~ F(w)[]?)
1-F(2)F(w)]?

>

(1—2Re(2®) +|2*|w|?*) — (1—|2[*) 1—|w|?)
[1—2w]|?

( Factorizando )

1-FFW)?P-0=|F@E)*)(=|FW)?) - [1-2w?—(1-|z*)(1-|w[?)
[1—F(2)F(w)|? = |1—2w]?

( Separando en fracciones y simplificando )

_ A=FEP)A-|F(w)?) _ A=) a-|wl?)
1 |1—F(2)F(w)|? =1 [1—2w]?

( Restando 1 y multiplicando por —1 en ambos lados )

A=[z[H(—|w]?)
[1—zw|?

A-|F() ) A-|Fw)[*)
[1=F(2)F(w)[?

<

( Definicién de la funcién o )

o(z,w) < o(F(z), F(w))

para todo F' € Hol(A) y {z,w} C A. En particular, tenemos:

0(z,2,) < o(F(2), F(z,))

para cada z € A y todon = 1,2,3,...,. Escribiendo esta desigualdad explici-

tamente y haciendo unas simples operaciones obtenemos

[ 1= Flen)F(2) P _ (= | Flan) ) |1 =702
I=[FE) P = (=120 ]2 )
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haciendo tender n a infinito obtenemos

LaFGP o (DGl
TIFEP = YT P
= (lnl=l¢]=1)
LAFE)2 _  [1-Caf?
RGP S CTop

Por 1ltimo faltaria ver que se cumple la contenencia

Sea w € F(D((, K)). entonces, existe z € D((, K) tal que w = F(z). Veamos

que w € D(n, K):
[1—wn]?
1—|w|2?2

= (w=F())

[1-F()7]?
1=|F(2)|?

IN

((1.13))

[1-=¢J?
1=z

< (zeD((K))

aK
Que era lo que se buscaba asi w € D(n, aK)

(0%

Definicién 1.3.2 (Numero de Julia en (): Para F € Hol(A) y ( € 0A, se

define el numero de Julia «((, F') por la féormula:

e 1= [ F(2)
donde z tiende a ( sin restricciones en A. Si «((, F') es finito, adaptando la

demostracion del Lema de Julia se tiene que

[1-nF@E) 1P |1-Cz 2
1— | F(z) |2 S (CaF)—(l_ 2 P) (1.18)

Donde n = nh_g)lo F(z,) vy {z,} es una sucesién sobre la cual el limite inferior
(1.17) se alcanza.

Nota 1.3.2: La demostracién de la existencia del limite n anterior y la exis-
tencia de su moédulo se encuentra en el Corolario 1.3.1 como consecuencia de
(1.17).

Observacién 1.3.1: La desigualdad (1.13) significa que para cada K > 0,

bajo las condiciones (1.11) y (1.12), F' mapea el horociclo con radio R = 775
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_< ; ; _ _aK 7
centrado en T en el horociclo con radio r = 7| centrado en TR

Proposicion 1.3.2: Muestre que si F' es un mapeo holomorfo no constante,
entonces el nimero « en (1.17) debe ser positivo.

Solucién: De (1.18) tenemos que:

L AFEP G2
TFEE = YT

= (1= |7F() S| 1=7F(2) |, |1 = ¢z [< 1+ [ ¢z |)

[FFEDE — (14T
TIFEE = QP

= (lzwl|=[z]. [wl] [¢[=ln|=1)

(A-|F(2))? (1+]2])?
I=[F(z)IP — 7 (1-[2?)

= ( Diferencia de cuadrados y propiedad simplificativa )

1-|F(2)] 1+|2|
TFG) = Q1)

=  (Como F € Hol(A): 1+ | F(2) |>0,1£ |z [>0)
0<a
Observacién 1.3.3: El hecho de que el limite o en (1.11) exista para un
sucesién z, — ¢ € 0A implica la existencia del limite n € 0A de (1.12). En
efecto si z, — (, | F(z,) |— 1 cuando n — oo entonces si tomamos una
subsucesiéon de {F(z,)} tenemos que F(z,, ) = €% | F(2,,) |, como ¢,, €
[0, 27] entonces existe una subsucesion nfj de n; tal que N g € [0,2n],
luego
Jim Fz,p) = T ¢8| Pz |

= ( Propiedad del producto de limites )

, Y s,
i Fleg) = i e i TR |

= ( Implicacién de la existencia de a en (1.11) )

, , .8
lim F(z 5) = lim e ™
k—o00 g N —00

= ( Continuidad de la funcién e* )

lim F(z s) = e

k—o0 T

Por lo tanto cada subsucesién de {F(z,)}22; tiene una subsucesién la cual

converge a algiin punto unimodular. Escojamos dos subsucesiones y tomemos



1.3. COMPORTAMIENTO EN 0A DE AUTOMAPEOS HOLOMORFOS21

sus puntos limites, digamos 1y y m2, | m |=| m2 |= 1. Si m # n9 para un
K lo suficientemente pequenio podemos encontrar dos horociclos D(n;, aK)
y D(m, oK) cuya interseccién sea vacia, sin embargo de (1.14) para cada
z € D((, K) el elemento F(z) debera estar en ambos horociclos D(n, oK)
y D(na, aK) lo cual es una contradiccién a que su interseccién es vacia, luego

n =19 y el limite (1.12) existe.

Hemos probado que cada subsucesion de {F(z,)}, tiene una subsucesion
que converge a un punto comin 7 lo que implica que la sucesién {F(z,)}2,
converge a 1).

De hecho mostraremos que « existe (y asi también 1) para cada sucesion {z,}

convergiendo a ( a lo largo de direcciones no tangenciales.

Definicién 1.3.3: Para un punto ( en el circulo unidad 0A y £ > 1 una region

de aproximacion no tangencial a ( es el conjunto
(k) ={z€A:|z—=C|<kr(l-]2z])} (1.19)

Discusién de la region de aproximacion no tangencial
A continuacion realizaremos un breve estudio a esta region no tangencial con
el fin de entender algunas de sus propiedades y una mejor comprension a
resultados posteriores.
Sea ( € 0A y 0 < r < 1 dado. Consideremos la circunferencia de radio r
centrada en el origen y los segmentos que van desde el punto ¢ y son tangentes
a la circunferencia.
entonces por la propiedad geométrica de los segmentos tangentes tenemos que:
|21 |=7
= ( Teorema de Pitagoras )
|21 P+ ]2 —(P=1
= ( Reorganizando )

|z = (=1 ?

=  ( Tomando raiz en ambos lados y racionalizando )
1
5= ¢ = /BB | 2 )
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~
%

Q;U

Figura 1.1: Circunferencia de radio r y segmentos tangentes

Asf para cada k > 1 tenemos la circunferencia de radio r donde r = 1 — -2

K241
de lo que se deduce kK = }J”" Del célculo anterior tenemos que existen z; y
2o tales que | 21 |=| 22 |=7ry

1+ Zl 1+ 22
21— (=l = C = A2 ’ -2 = 2 ' (-2

Entonces si consideramos el sector singular Zz;O P tenemos que para un punto

[ en el interior del sector angular se sigue de la ley de los cosenos que

Figura 1.2: Puntos de tangencia zy, 29 y sector circular
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P=|pP+|B=CP?=2[8]B—C(]|cost
= (Sifel[f,m), —1<cos(d) <0)

1>B82P+|B8—-C|?
= { Despejando | B —C | )

| B—=Cl< /T =181

14+x

1, €S monotona creciente para todo = # 1 ya que

como la funcion f(x) =

f(x) = ﬁ entonces

8] 14 [a] _
=B8]~ 1=]a|

luego | B — ¢ |< k(1= | B |), es decir 8 € I'((, k). De manera anéloga esta
propiedad se cumple para cualquier punto 3 en el sector Zz,OP.

Ahora si consideramos un punto en el segmento O( entonces este punto estara

dado por la parametrizacién r¢ donde r € [0, 1), entonces:

| r¢ = (|

=  (Factorizando ¢, | ( |[=1)
|r—1]

= (relo1))
1= [r]

< (r>1)
r(1=171)

entonces r¢ € I'(¢, k) para r € [0,1). En el caso en que r € (—z,0], determi-

nemos el valor de x para el cual ¢ € I'((, k), entonces:

| 7¢ — (|
— ( Factorizando ¢, | |[=1)

| r—1]
= (re(—z0])
1+ | r |

= ( Multiplicando y dividiendo por 1— | r | )

- )
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donde en lo anterior es necesario que 1+H < k para que r¢ € I'((, k), entonces
| r]< 11— +1, luego = = +1 — 1 y se obtiene que para r € (H%l - 1,1),
r¢ € T'(¢, k).

Por ultimo veamos que el conjunto I'((, k) es convexo. Sean 31, B2 en I'((, k),
y sea 11 + (1 — r)By para r € (0,1) un punto en el segmento que une a 5y y

(o, entonces:

| rfy + (L —=7)B2— (|

= ( Asociando convenientemente )

[ (61 =)+ (L =7)(B2— Q) |

< Desigualdad triangular )
[ r(Bi = [+ [ (A —=7)(B2—0) |
< r>0,1—7r>0,{B81,0} CI((kK))

kr(1—| Bi | +5(1 = 7)(1— | B2 |)

Simplificando y factorizando )

r(61
{
(
{
(
{

R = (r [ B[+ =7)[ B2 ]))

como
[ B+ (A =r)Be [< 7 [ B[ +(1=7) [ B2 |

entonces
I=|rpr+ A =r)B [21=(r [ B[+ =7)[B2])

teniendo en cuenta lo anterior se deduce que
[P+ (1 =r)B = C|< k(= |rfr+ (1 —7)B )

es decir I'((, k) es convexo.
De la convexidad del conjunto y los comentarios anteriores tenemos una aproxi-

macion a la regién de aproximacion no tangencial dada por la siguiente figura:
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Figura 1.3: Subconjunto de la regién de aproximaciéon no tangencial obtenida

de la discusién

A continuacién damos una representacion de como seria la forma completa de

una region de aproximacion no tangencial dada por una computadora.

s /7

- -

[

Figura 1.4: Regién de aproximacién no tangencial a un punto frontera (Tomada

de [1] pagina 20)

Definicién 1.3.4: Diremos que una funcién f € Hol(A,C) tiene un limite
no tangencial (o angular) L en el punto ( € 0A si f(z) — L cuando z — (,
z € I'(¢, k) para cada k > 1. Denotamos en este caso

L =/lim f(2).

z—(
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Corolario 1.3.1:Sea F' un holomorfismo no constante en A, y sea ( € JA.

Suponga que hay una sucesion z, que converge a (, tal que

1- | F
ltminf G Lo (1.20)
Znﬁc ]. - | ZTL |

Entonces:

(1) o > 0;
(#7) El limite no tangencial

n = Zlim F(z),

z—(

el cual es un punto en 0A existe;

(i77) Para cada K > 0 la siguiente inclusion se tiene
F(D(¢, K)) € D(, aK).

Demostracién:
() Se tiene de la proposicién 1.3.2.

(77) Veamos que el limite 7 existe. Como el limite o en (1.20) existe entonces
para cada sucesion {z,} — {(} existe una subsucesién {z,, } de {z,} tal que

1— | F(z,
LI PG|

¢ 1= | 2 |

lo cual por propiedades de limites implica que ZECIEC | F(zn,) |= 1y dela Obser-
vacién 1.3.3 se tiene que existe una subsucesion {Zni} tal que kh_}rgo F(zni) =7
donde 7 es una constante unimodular para la cual se satisface (1.17) y (1.18).
Ahora, dado € > 0 sea K tal que D(n, aK) esta contenido en el e-disco centrado
en 7. A continuacion, sea S un sector en A con vértice en (. Entonces existe

0 tal que
S1=5SN{zeC:|z-(|<d} CD(K)

Entonces por (1.18) tenemos

| F(z) —n |< aK
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Figura 1.5: Comportamiento en la frontera de un holomorfismo de A (Tomada

de [1] pagina 22)

y por lo tanto

| F(z) —nl<e

para z € Sj(Véase figura 1.5)

(ii) Se tiene como consecuencia de (1.14) y (1.18)

Finalmente, se presenta una afirmaciéon muchos mas fuerte establecida por

Carathéodory.
Proposicién 1.3.3 (El teorema de Julia-Carathéodory): Sea F' € Hol(A)

y sea ¢ € OA. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

e s 12IF ()]
(i) llgglf s

a ( sin restricciones en A;

= a < 0., donde el limite es tomado cuando z se aproxima

z2=(
(193) £1lim F'(z) existe, y Zlim F'(z) =n € 0A
z—¢ z—C

(17) £ h'rré Fe)on ZF'({) existe para un punto n € 9A;
2

Ademas:

(@) @ > 0en (3);
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(b) los puntos frontera n en (i7) y (#i7) son los mismos;

(c) £ h;rr% F'(z) = ZF'(¢) = aln.

Nota: El valor ZF’(() es llamo la derivada angular de F' en (.

Hay varias demostraciones del teorema de Julia-Carathéodory, sin embargo en
este trabajo la realizaremos teniendo en cuenta los dos siguientes resultados
clasicos.

Proposicién 1.3.4 (Principio de Lindelof):

Sea ¢ € 0A y sea f € Hol(A,C) acotada en cada regién de aproximacién no
tangencial a (. Si para alguna curva continua v € A terminando en ( existe el

limite
L =1lim f(2), z € v,
z—(C

entonces el limite angular

Zlim f(z) =L

z—(
también existe. (Véase [1] pagina 23)

Proposicién 1.3.5: Sea ( € 0A y sea f € Hol(A, C. Suponga que el limite

L= /lim f(z) := f(C)

z—(C

existe (es finito). Entonces

existe si y solo si

Zlim f'(z2)

z—(

existe y ambos coinciden. (Véase [1] pagina 23)

Demostracién de la proposicién 1.3.3: Se realizara mediante una cadena
de implicaciones.

((i73) = (4i)) Por hipdtesis Allgé F(z)=ne€edAyZ lliré F'(z) existe, entonces
por la proposicién 1.3.5 se cumple (ii).

((i1) = (i)) Para r € (0,1) se tiene que 1 —r > 0, ahora

1-|F(rQ)|
1—r

< A(lzl-lwlglz—w] [(]=1)

In—F Q)|
I¢—r(]
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entonces

< ( z — ¢ mediante la sucesién z = r( )

oo 1P ()|
lim inf =5

IA

( Propiedades liminf )

o 1=F(r)|
Jm o

IN

( Teniendo en cuenta la desigualdad anterior )

¢ In=F(Q)|
Mm Sy

= ( Propiedades limites )

. —F(rQ)
| rl—lgl* ng_rz |

= ( Hipotesis (ii), existe k > 0 talque ¢ € I'((, k) )

| £ 1im 225G
z—(¢ (=

1=[F(2)]
1—|z|

Por lo tanto lim inf es finito, es decir que se cumple (7).

z—(
((7) = (4i7)) Si se cumple (), el corolario 1.3.1 implica que existe

Zlim F(z) :==n € 0A (1.21)

z—(

Entonces debemos ver que (¢) y (1.21) implican (i7) y por la proposicién 1.3.5
se cumplirfa (7).

Para este fin observamos que para cada k > 1y z € T'((, k):

[1-7F(2)|?
1=|F(2)]?

< ( Por el lema de Julia tenemos )

[1-Cz[2
YA

= (]zP=22)

(1—20)(1-%¢)
e P

= ( Propiedad distributiva )

(1—2C=2Q)+2[*[¢|?)
(1-2?)

= (I¢l=1)

«
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o (eP=2C=20)+]2?)
(1-1z?)

= ( Propiedad distributiva )

(:=Q)G=0)
=P

= (lzP=22)

o z=Sklz—¢]
(1=[z[*)

(zeT(¢r))

12|
ol z = (| ram

IA

= ( Diferencia de cuadrados )

S el N
|z =l KEparmy
< ( Propiedad simplificativa, 1+ | z |[> 1)

alz—=C|k

Por otro lado :

LF(z)—n|
()]

= (| F(2) <1, entonces 1— | F(2) |[#0)

|F(2)=n|(1=|F(2)])
(I F)DA=[F(2)])

= ( Diferencia de cuadrados, |77 |=1)

|F(z)n—nn|(1=|F(z)])
1=|F(2)]?

IN

(m=[nP=11z]-|w[<|z=w| | Fm|=| F(z)|)

|F(z)n—1]|1=F(z)7]
1-|F(2)]?

= ([FEn-1[=1=-Fm]|)

[1-F(2)7]?
1=|F(2)[?

De lo cual tenemos

FG)n| — 1-F()7
TEE| S TFEP

<alz—-C(|k.

Esto ultimo implica que

I < ar(14 | F(2) |) < 20k
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para cualquier z € I'((, k). En otras palabras, la funcién f(z) := F%C_" es aco-
tada en cada region de aproximacion no tangencial a (. Luego, para terminar
la demostracion es suficiente mostrar la igualdad
on—Frg <

lim ——— =«

o1 C—1C <
La cual por la proposicién 1.2.3 considerando la curva v(r) = r(, r € [0,1]
implicaria la existencia de la derivada angular y atn mas la parte (c) de la
proposicién 1.3.2. Como | ¢ |= 1 entonces (' = ¢, por lo tanto es suficiente
con mostrar la siguiente igualdad

mnn—FWO

= 1.22
r—1- 1—17r an ( )

Por el Teorema de Riemann en singularidades removibles, como f(z) es acotada
en cada regién de aproximacion no tangencial a ¢, la singularidad aislada ¢ de
la funcién f(z) es removible, luego

. F(z) —n
=" (1.23)

existe.

De hecho, mientras « es el limite inferior en (i) tenemos

[n=F(r)|

1—r

lim
r—1-

=z (In=F@Q|= 0 =F(@]))

lim =1ECOI (1.24)
r—1— 1=

> ( Propiedad liminf )

«

Ahora, haciendo z = r( en (1.13) obtenemos:

[1-(r)¢l
1=|r(]?

[1-F(r{n?
R

( Ordenando adecuadamente, | ¢ |=1,|n|=1)

In—F ()2 1| F(rQ) 2
o S Qe

De lo cual:
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; In—F(r¢)|?
i (=

IA

( Desigualdad anterior )

L-|FP(rQ)|?

a lim ——3

r—1-
= (1+|F@Q)|>0,1=r>0,1+7r>0)

L-|FP(rQ)|? 14| F(r¢)| (1—r)(1+7)

o lim ——5 THEC)| —r) (1)

r—1-

= ( Diferencia de cuadrados, ordenando adecuadamente )

o lim
r—1-

1-|F(rQ)| A+ F(rOD? 112
HEEQN (4r)2 (1-r)?

= ( Propiedades del producto de limites )

1= |F(rO] 1-r?
I+ F(rQ)] (1-r)?

(14[F(rQ)])?
(14)?

lim

r—1-

= (i [FGO) = 1)
r—1

1-|F(rQ)| 1-r2
1+|F(rQ)| (1-7)?

o lim
r—1-

o lim
r—1-

= ( Multiplicando y dividiendo por 1— | F\(r() | )

A-|F@QN? 1-r
1=|F(r? (1-7)?

o lim
r—1-

(1= F(rQ) [<[n = F(r¢) )

In—F @O 1-r2
1=[F(rQ)|? (1-r)?

IN

o lim
r—1-

IN

( Consecuencia de (1.13) con z = ()

2 Yoy [1=7CC2 12
a® lim ——3 a2

r—1-

= ( Simplificando términos, (¢ =| ¢ |=1)

(1—r)*
2

2 7
a” lim
r1- (1=7)

= ( Calculando el limite )

a2

Ahora

= FEOP? 2
i T = e

= ( Propiedades de los limites, f(z) = /x es continua ) (1.25)

lim In=F@rd| o
r—1— 1=r -
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De (1.24) y (1.25) tenemos que

- F 1- | F
lim [n=F@o) | = l{m 1= F(rQ) | — (1.26)
r—1- 1—7r r—1— 1—7r
y
1
= ((1.26))
3 In=F(rd|
hm_ %
r—1 1—r

= ( Simplificando )

ln—F(r¢)
E{l 1—[F(rQ)|

= (lnl=1)

I atee]
m =)

> (Re(l =7F(r¢)) = 1=Re(nF(r()), Re(nF'(r¢)) <| 7F(r¢) | )
Tlir{l_ Rlel(zfgl(*%)cl))
> ([ 1=7mF(r¢) [= Re(l —=7F(r()) )

L—7F ()
Mm G=rey)

= ( Calculando el limite )
1

De lo anterior se concluye que

A =FQ) | . |1=7F@¢)| . | 1=7F ()|
Jim | F(rC) | = Jim - | F(rC) | = Jim Re(1 — 7F (rC))

=1. (1.27)

Retomando vemos que
7 lim n—L(r¢)
1

r—1-

= ( Propiedad distributiva, nij =| n [*’=1)

. 1-WF
lim —’17_7(,7()
r—1-

= ( Expresién en forma polar )
[1=0F(rQ)] i arg(*={E)
T

lim
r—1-

= ( La multiplicacién por un escalar no afecta el argumento )

lim R=ECOl i arg(1-7F(rC))
r—1- L=r
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Noétese sin embargo que (1.27) implica que

lim Arg(1 —7F(r¢)) =0 (1.28)

r—1-

ya que si Re(1 = F(r¢)) —| 1 —7F(r() | entonces:

Entonces

L-TFCQL 4

m 5 5m00)

r—1-
( Propiedades del producto de limites )

s
Mm m e =1

(|2 PP= Re(2))* + (Im(2))* )

((Re(-TFCQ))? |, (m(-mFG)?) _
Jim <(Re(1*ﬁF(TC)))2 + (Re(kﬁF(ro»?) =1

( Simplificando, propiedades de los limites )

o Im(-7F(Q)?
m e =0

( Continuidad de la funcién f(z) = 2?)

 Im(1-aF(r0) _
Mm =gy =0

( Continuidad de la funcién arcotangente )

, Im(1-7F(r) | _
rligl* arctan (Re(l_ﬁF(TO)) =0

( Definicién Arg(z) )
HI{I_ Arg(1 —7mF(r¢)) =0

7 lim n=F(r¢)
nr—)l* I=r

(arg(z) = {Arg(z) + 2kr : k€ Z} )
lim R=ECOl Si(Arg(1-0F (r¢))+2kT)
r—1— -r

( Propiedades del producto de limites )

. |1-7F .
lim L=2ECON iy el
r—1- r r—1-

( (1.26), e es continua y (1.28) )

a€i2k7r

Arg(1-mF(r¢))+2km)

( €™ = ( para todo k € Z )
a



1.4. PUNTOS FIJOS DE MAPEOS HOLOMORFOS DE A. EL TEOREMA DE WOLF-DENJOY35

Recordando, como | 1 |= 1 entonces 7 = ™!, asf

i 1 F(r¢)

=
r—1- 1—7r g

que es precisamente lo que queriamos demostrar.
Por 1ltimo, con respecto a los comentarios tenemos que:

(a) Como consecuencia de la proposicién 1.3.2.

(b) Como

Zlim F(z) —n

z—(
= ( Multiplicando y dividiendo por z — ()

Zlim F&n )

z—(C z=¢
= ( Propiedades producto de limites, ZF"({) existe )
/PO m 2 — ¢
z—(

= ( Calculando el limite )

0

De lo que se concluye que £ h’rré F(z) —n = 0y asi los puntos frontera n en
zZ—r
(73) y (4i7) son el mismo.

(¢) Se tiene de (1.22) y la proposicién 1.3.4.

1.4. Puntos fijos de mapeos holomorfos de A.

El teorema de Wolf-Denjoy

Definicién 1.4.1: Diremos que F' es convergente en potencia si la sucesién
S = {F™}> | converge uniformemente en cada subconjunto contenido estric-
tamente en A. Si el limite de la sucesién es una constante ¢ € A entonces este
es llamado un punto atractor de S.

Por la proposicién 1.2.4, si F' € Hol(A), F no es la identidad y ¢ es un punto
interior a A entonces este es un tnico punto fijo de F.

En esta seccién estudiaremos la dinamica de los auto mapeos holomorfos de
A sin punto fijos en el interior. Un simple caso de esta situacion se puede

observar en los automorfismos de A sin puntos fijos en el interior donde estos
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tienen que ser hiperbdlicos, donde sus dos puntos fijos deben estar en 0A o
parabdlicos, donde un punto fijo se encuentra en JA y ninguno en A (véase
2], pagina 26). El contenido de un resultado a destacar el cual esencialmente
fue obtenido simultdneamente por J. Wolf y A. Denjoy es que este hecho se
mantiene para cualquier mapeo holomorfo de A sin puntos fijos en el interior.
En otras palabras, cada F' € Hol(A) el cual no tiene puntos fijos en A es

convergente en potencia a su punto fijo en la frontera en el siguiente sentido:

lim F™(2) = ¢ € A

n—oo

lim F(r¢) =¢.

r—1-

Nosotros hemos mencionado que un auto mapeo holomorfo de A puede tener
diferentes puntos fijos en la frontera OA de A. Entonces, una pregunta adi-
cional es como reconocer cual de estos es el atractor. La clave para responder
esto proviene del Lema de Julia y el Teorema de Julia-Carathéodory donde
el valor de la derivada angular define tal punto (véase la Proposicién 1.4.2 a
continuacién). Una consecuencia del Lema de Pick-Schwarz nos dice acerca de
la condicién de invarianza en vecindades de un punto fijo interior de A (Propo-
sicién 1.2.4). Para mapeos sin puntos fijos un resultado similar fue establecido
por Wolf donde discos pseudo-hiperbélicos fueron reemplazados por horociclos
en un cierto punto frontera de A:

Proposicién 1.4.1 (Lema de Wolf): Sea F' € Hol(A) sin puntos fijos en A.
Entonces hay un tnico punto unimodular ¢ € 0A, tal que para cada K >0y
n=20,1,2,..., el horociclo

D(C.K) = {z €A G(z) = [1-2CP K}

=]z

tangente internamente a OA en ¢, es F™-invariante, es decir
FU(D(C,K)) € DG, K). (1.29)

Demostracién: De hecho, es suficiente con mostrar que hay una sucesién
{z,}52, convergiendo a (, la cudl satisface las condiciones del Lema de Julia,

es decir, el limite:

- | F
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existe. Mas atin mostraremos que 0 < a <1y Z ll_rg_ F(z) = (.

Entonces nuestra afirmacion resulta como una consecuencia de la Proposicién
1.3.3.

Tome cualquier sucesién arbitraria {r,}5°, € (0, 1) incrementando a 1, y con-
sidere los mapeos F,, = r,F. Como r,F" mapea A estrictamente en su interior,
por el Corolario 1.2.1 F,, tiene un unico punto fijo (,, € A. En el paso a una
subsucesién, podemos asumir que {¢,}°%, converge a un punto ¢ € A. Si

¢ € A, entonces por continuidad tenemos
¢ = lim ¢, = lim r,F((,) = F(Q)
n—oo n—oo

contradiciendo la hipétesis de que F' no tiene puntos fijos en A.

Consecuentemente | ¢ |= 1. En adicién

- FG) | _ L= Gl

1_’Cn| 1_‘Cn| -

para todon =1,2...
Una vez més, pasando a una subsucesién por el Teorema de Bolzano - Weiers-
trass concluimos que el ntimero de Julia
al(, F) = ligljglflzl—w
existe y es menor o igual que 1, esto junto con la Proposicién 1.3.2 implica que

0 < a < 1. Ademas es claro que

1
F n) — —Gn
(G = ¢
converge a ( y por el Lema de Julia obtenemos la desigualdad

[1-F()C P [1-2CP
TTEeF TR

(1.30)
la cual implica (1.29).

Proposicién 1.4.2: El punto ¢ € OA para el cual se satisface (1.29) es tinico.
Demostracién: Supongamos que existen (; y (» puntos fijos deferentes tales
que se satisface (1.29). Por propiedades geométricas de los horociclos, existen
D(¢1, K1) y D((a, K5) cuyas fronteras se intersecan en un solo punto, digamos

B;sea{z, 152, C (D((1, K1)UD((o, Ks)) tal que 2z, — , por continuidad tene-

mos que para F' € Hol(A) se cumple lim F(z,) = F(8), como por hipdtesis (;
n—oo
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y (2 son tales que se satisface (1.29) entonces F'(8) € (D(¢1, K1) N D(Ce, K3))
y por construccién de los horociclos se tiene que F'(f) = ( lo cual contradice

el hecho de que F' no tiene puntos fijos en A.

¢

&

Figura 1.6: Tlustracién de la propiedad geométrica de los horociclos (Tomada

de [1] pagina 34)

Llamaremos al punto ¢ € 0A para el cual se satisface el Lema de Wolff un
punto fuente de F' en 0A.

Combinando la Proposicién 1.4.1 con la Proposicién 1.3.3 se obtiene una ca-
racterizacién de los automapeos holomorfos de A sin punto fijos el cual es
llamado algunas veces el Teorema de Julia-Wolff-Carathéodory.

Proposicién 1.4.3: Sea F' € Hol(A). Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(7) F' no tiene puntos fijos en A;

(47) existe un unico punto unimodular ¢ € A tal que

a:zélimM
z2—( Z—C

existe con 0 < a < 1;

(797) existe un nico punto unimodular ¢ € JA tal que

Zlim F(z) =¢

z—(
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Zlm F'(z) = a < 1;

z—(

(7v) existe un unico punto unimodular { € OA tal que

lim inf M

=a<l1
¢ 1= 2| “=

(v) existe un tinico punto unimodular ¢ € OA tal que

F
e @c(2)
donde
[ 1—2¢ |z2=(P
= = A
A IS P
Mas an,

(a) los puntos frontera ¢ y los niimeros « en (i) — (v) son los mismos;

(b) los limites no tangenciales en (i7) y (ii7) pueden ser reemplazados por los
limites radiales.

Demostracion: Por cadena de implicaciones tenemos:

((i) = (ii)). Por la Proposicién 1.4.1 (i) = (iv) y por la Proposiciéon 1.3.3
comentario (¢) (iv) = (i7) donde ahora n = (, asi, por transitividad de la

implicacién se tiene que (z) = (ii).

((i7) = (i7)). Por la Proposicién 1.3.3.

((i73) = (iv)). Por la Proposicién 1.3.3.

((7v) = (v)). Por contradiccién, si a no es el supremo de dicho cociente enton-

ces se satisface por (1.30) que para cada K >0
F(D(¢, K)) € D(¢, K)

luego por el Corolario 1.2.1 F tiene un dnico punto fijo (x € (D(¢, K) lo cual
implica, por construccién que F' tiene mas de un punto fijo en A, luego F' es

la identidad y esto contradice que el punto ¢ en (iv) es tinico.
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((v) = (4)). En el caso en que F tiene un punto fijo en A, el valor de a dado

por (v) se tiene para todo punto ¢ € OA.

Con respecto a los comentarios:

(a) Se tienen de la deduccién de las Proposiciones 1.3.3, 1.4.1 y 1.4.2.

(b) Para lograr este resultado es suficiente con ver que se tienen las equivalen-
cias en las Proposiciones (ii) — (iv) reemplazando los limites angulares por los
radiales, entonces:

((iv) = (vii)) Se tiene directamente de la demostracién de dicha implicacién

en la Proposicién 1.3.3.
((i7i) = (1)) Se tiene por la definicién de derivada y por la proposicién 1.3.2.

((i4) = (iv)) Se tiene directamente de la demostraciéon de dicha implicacion en

la Proposicion 1.3.3.

Observacién 1.4.1: La Proposicion 1.4.2 (también como previamente el Lema
de Julia, el Teorema de Julia-Carathéodory y el Lema de Wolff), pueden ser
consideradas como una version en la frontera del Lema de Pick-Schwarz; el
punto ¢ es aplicado hacia JA en una manera adecuada. El nimero de Julia
a = (¢, F) definido por la condicién (iv) es, de hecho, la derivada angular de
F' en el punto fijo en la frontera (, el cual es también una fuente de F' por la
condicién (v). En adicién, si a < 1, entonces para cada n = 0,1,2,..., y para
todo z € A tenemos por induccién gracias a (1.29)

(n) _ 2 2
| FOE) —¢P _ lz=¢)
I=[FO() 2~ 1=z

(1.31)

Entonces ¢ € OA es un punto fijo atractor en OA de F, es decir, F"™ el n-
ésimo iterado de F' converge a ¢ uniformemente en cada subconjunto compacto
de A con la tasa de convergencia en potencia dada por « en el sentido de la
“distancia”no euclidiana ¢¢(2).

La pregunta es si este punto es un atractor cuando o = 1. La respuesta afir-

mativa a esta pregunta esta dada en la siguiente afirmacion.
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Proposicién 1.4.4: Si F' € Hol(A) no tiene puntos fijos en A, entonces hay
un unico punto unimodular ¢ € OA el cual es una fuente de F', y el iterado
F®™ converge uniformemente en cada subconjunto compacto de A a (.
Demostracién: Primero supongamos los casos en que F' es un automorfismo;
como F' no tiene puntos fijos en A entonces F' no es un automorfismo elipti-
co. Como ya vimos en la seccién 1.1 el caso en que F' sea un automorfismo
parabdlico, sus iterados convergen a su unico punto fijo en la frontera de A,
por tltimo en el caso en que F' es un automorfismo hiperbdlico sus iterados
convergeran dependiendo del valor A sin embargo con la Proposicién 1.4.2 se
tiene que el punto ¢ estard dado por la derivada angular. Ahora supongamos
que F' no es un automorfismo, por el Teorema de Montel, como la familia
{F™} estd uniformemente acotada en A por 1 se tiene que cada sucesién
{f™} C {F™} contiene una subsucesién la cual converge localmente unifor-
me en A, entonces hay una subsucesion {F ("J')} la cual converge a un mapeo
holomorfo G : A — A. Primero veremos que G debe ser constante. Suponien-
do lo contrario, por el principio del modulo maximo G no alcanza su maximo
en A luego G € Hol(A). Pasando a subsucesiones (si es necesario), podemos
asumir que las sucesiones de enteros p; = n;1; —n; y ¢; = p; — 1 tienden a
infinito, y que las sucesiones correspondientes {F®:)} y {F)} convergen a
mapeos holomorfos, digamos h y g, respectivamente. Por la continuidad de la
operacién de composicion se sigue que
hoG = jlirgo<F(pj) o F(ﬂj)) — ]1520 Fri+) —

mientras G es no contante, h tampoco es constante y como para todo z € A,
h(G(z)) = G(z) entonces h tiene mas de un punto fijo en A; luego por el
principio de unicidad h debe ser la funcion identidad. Al mismo tiempo

goF =1im F9 o F = lim FP) =h =1

J—00 J—00

Fog=Folim F{% = lim F®) = p =1

j—0o0 j—o0

1

entonces ' = g7 es un automorfismo, lo cual es una contradiccion. Luego

G = ¢ € A es constante.
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Ahora por el Lema de Wolff (Proposicién 1.4.1) ¢ debe ser un punto fuente
de F. Entonces cada subsucesién convergente {F()} tiene el mismo limite
¢ € 0A.

Para concluir, se formula el siguiente teorema el cual es llamado a veces el
Teorema de Denjoy-Wolft.

Proposicién 1.4.5: Un mapeo F' € Hol(A) es convergente en potencia en A
si y solo si este no es un automorfismo eliptico de A. Mas aun, el limite de la
sucesion {F™}> ' es una constante ¢ € A.

Demostraciéon: Si F' es un automorfismo eliptico entonces F' no converge en
ningun conjunto compacto estrictamente contenido en A.

Si F' no es un automorfismo eliptico y si F' no tiene puntos fijos en A por la
Proposicién 1.4.3 el limite de la sucesion {F™}2°  es una constante ¢ € OA.

Si F' no es un automorfismo eliptico y si F' tiene puntos fijos en A entonces:

= Si I tiene mas de un punto fijo en A entonces F' es la identidad luego
F(™(z) — z es una constante z € A para cada subconjunto contenido

estrictamente en A.

= Si F' solo tiene un punto fijo en A, se sigue de la Proposiciéon 1.2.4 que
para cada z € A, la secuencia {F(™}2  (la érbita) converge a ¢ cuando

n tienda a infinito.



Capitulo 2

Aplicacion de la teoria a

probabilidad

2.1. Supuesto general

Sea X una variable aleatoria con valores en NT tal que P(X = k) = a; para
todo k € N*.
Definicién 2.1.1: Para | z |< 1 se define la funcién generadora de probabili-

dad f por:
F2) =) ap* (2.1)
k=1

Nota 2.1.1: Como | z |< 1 entonces

| f(2) |
= ( Definicién de f)

(o]
1> a2 |
k=0

< ( Propiedades de series )

o

> larll 2]

k=0

> ak
k=0

43
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= ( Propiedades de la funcién de densidad )
1

Luego por comparacion se tiene que f converge en A, ademas al ser una serie de
potencias f es holomorfa en A y por el calculo anterior | f |< 1 asi concluimos
que f € Hol(A), ademés
Ii =1 2.2
e 22)
es decir que f tiene un punto fijo en OA.

Siguiendo las propiedades de las series de potencias tenemos que

oo
"(2) = E kapz*~!
k=1
asi

f(1) =lim f'(= Zkak

z—1
Notacién: E(X) := m.

Teniendo en cuenta lo anterior vemos que:
1-P(X =0)=P(X >1) Zak<2kak—

entonces 1 — P(X = 0) < E(X).
Proposicién: Sea f € Hol(A,C), entonces f mapea A en su clausura A si y
solo si satisface la condicion:

1= | f(2)
!
<
76 IS =
(para ver una demostracién véase [2] pdgina 14).
De la proposicién anterior deducimos que
1= | f(2) P

1= ]z

! < /7 .
| /(1) |< lim inf
= ( Propiedades del limite inferior )

1—!f(2)|1, , f1+|f(2)!

/ </ .
/) [ i inf = limind ===

=  (Por (2.2))

- 15e)|

(1) |< lm inf
/) | minf ===



2.1. SUPUESTO GENERAL 45
Si « es finito, de la Proposicion 1.3.2 (Lema de Julia) se deduce que para K > 0
f(D(L,K)) € D(1,0K)

Como f € Hol(A), 1 € A, de la Proposicién 1.3.3 se tiene lo siguiente:
» Si o < o0 por la parte (¢), E(X) = a.
» Si E(X) < oo, se cumple la parte (i7i) de la Proposicién y nuevamente
por (¢), E(X) = a.
de esto anterior concluimos que si a < 0o 6 E(X) < oco entonces
1-P(X =0) <EX) =«

Si E(X) < oo, como
7 1= b < D [kt 1< 3 Lo = E(X)
k=1 k=1 k=1

entonces [’ es una funcién acotada en A en particular en cualquier region de
aproximacién no tangencial a 1, ademas la curva v(r) = r donde r € (0,1) y

r — 1 cumple que
lim f'(z) = E(X)

r—1

entonces por la Proposicién 1.3.4 (Principio de Lindel6f)

Zlim f'(2) = E(X)

z—1

A continuacion estudiaremos dos casos:

1. Si P(X = 0) = 0 entonces f(0) = a, = P(X = 0) = 0, es decir que 0
es un punto fijo de f; como 1 es punto fijo en a frontera del disco entonces
f no es un automorfismo eliptico y como f tiene un punto fijo interior f no
es un automorfismo parabdlico ni hiperbdlico, luego f si es un automorfismo
entonces debe ser la identidad. Ahora de la Proposicion 1.2.4, si f no es la

identidad se tiene lo siguiente:
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» Para cada z € A, f® — 0 cuando n — oo.
 f0)=a;=P(X=1)<1.
= () es el Unico punto fijo de f.

Ahora del Lema de Shwarz, como:

P(X =1) =1siysolosi f es un automorfismo, en este caso f(z) = z.
2. SiP(X =0) # 0y f tiene un punto fijo ¢ € A entonces f no es la identidad

y teniendo en cuenta lo anterior se cumple que

» Para cada z € A, f™ — ( cuando n — co.

» f(¢) < 1.
= ( es el Unico punto fijo de f.

Si P(X =0) # 0y f no tiene puntos fijos en A; entonces por la Proposicién
1.4.3 se tiene que 1 es la Unica constante unimodular para la que se satisface
las siguientes afirmaciones:

(17) o := éllgr% % existe con 0 < a <1

i11) legi f(z)=1

(

— Vi inf =/ G
(iv) afhrzn_glnf -
(v)

F
zZEA 901(2)
donde
1=z z—1P

z €A

PO T e

de (i7) tenemos que o = f'(1) = m y de (v) si z = 0 entonces

p1(£(0))
p1(0)
= ( Simplificando y reemplazando las definiciones de ¢ )
1 - P(X = 0)

< <1
1+P(X=0) "=
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De la proposicién 1.4.4, 1 es la tnica constante unimodular tal que f™ — 1

en cada subconjunto compacto de A.

Adaptando la Observacién 1.4.1 tenemos que

d(f"(2),1) < E"(X)d(z,1)

donde d(z,1) = ¢1(z), entonces si E(z) < 1, 1 € A es un punto fijo atractor
en OA de f, es decir, f el n-ésimo iterado de f converge a 1 uniformemente
en cada subconjunto compacto de A con la tasa de convergencia en potencia

dada por E"(X) en el sentido de la “distancia”’no euclidiana ¢;(2).

Por 1ltimo si m > 1 entonces de la Proposicion 1.4.3, f tiene puntos fijos en

A.

Ejemplos: (1.) Si z ~ Bin(n, p) entonces a; = (})p"(1 — p)"*, luego

fx(2)
= (Simplificando y reemplazando las definiciones de ¢y )
00 n -
> (k)p’“(l —p)"F2h
k=1

= ( Propiedades combinatoria y potencias )

; (Z) (p2)*(1 — p)n*

=  ( Binomio de Newton )

(p(z=1)+1)"

Como p # 1 entonces f(0) # 0, ademds f'(z) = np(p(z — 1) + )"y f'(1) =

np = m sin embargo no es facil determinar si hay o no puntos fijos en A.
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(2.) Si x ~ Geo(p) entonces ar = p(1 — p)*, luego
fx(2)

= ( Simplificando y reemplazando las definiciones de ¢; )

> (1 —p)tst
k=1

= ( Propiedades combinatoria y potencias )

pY ((1=p)2)
k=1

= ( Serie geométrica )

1-(1-p)=
Noétese que la funcién no se indetermina en A ya que si 1 —(1—p)z = 0 entonces
z = ﬁ > 1. Como p # 0 entonces f(0) # 0, ademés f'(z) = % N
(1) = % = m sin embargo es facil determinar si hay o no puntos fijos en A.
fx(z) =2
( Definicién de f )

( Aritmética )
Z2(1—-p)—2+p=0

( Férmula cuadratica )

TN ey

B 2(1-p)

= ( Propiedad distributiva )

14+/4p2 —4p+1

= 2(1-p)

= ( Factorizando )
_1d/4(p—3)?
T T2
= ( Posibles casos )

leﬁéZQZZL

De lo anterior podemos deducir dos casos:

1.Sip< % entonces z = ﬁ es un punto fijo de f en Ay

» Para cada z € A, f™ — % cuando n — oo.
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- f) =2 < L.

P
1-p

] es el tnico punto fijo de f.

2.51p> % entonces z = 1 es el unico punto fijo de f en A y de la proposicion
1.4.4, 1 es la tinica constante unimodular tal que f™ — 1 en cada subconjunto
compacto de A. Ademas se tienen las afirmaciones dadas por la proposicién

1.4.3.

Conclusiones

Se caracterizo la dinamica de funciones holomorfas para todos los puntos en el
interior y el borde del disco mediante el uso de las bolas pseudo hiperbdlicas,
los limites angulares y la caracterizacion que tienen los automorfismos del disco
segun sus puntos fijos.

Por dltimo con ayuda de los resultados obtenidos con la teoria de Shoikhet
se estudia la funcion generadora de probabilidad mediante dos casos generales
interpretando los resultados de la teoria en el caso particular ademas de evi-
denciar con algunas distribuciones clasicas como se verifican estos resultados.
Para préximos estudios se utilizara la teoria para estudiar algunos procesos
en los que intervenga la funcién generadora de momentos como por ejemplo el

proceso de Galton-Watson y ver que otros resultados se pueden obtener.
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