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1. Soluciones de la ecuación de Smoluchowski caso

discreto

1.1. Resumen

En este trabajo se presentan soluciones de la ecuación de Smoluchowski versión

discreta, usando algunos conceptos de probabilidad y métodos para resolver ecuaciones

diferenciales parciales. Esta ecuación es de gran importancia ya que modela la tasa de

cambio del número promedio de polímeros de masa k con respecto al tiempo t y además

no se ha podido resolver usando los métodos tradicionales debido a su complejidad, es

por esto que es de gran importancia para los matemáticos pues abre nuevos caminos

para la solución de distintos tipos de ecuaciones.
[
1
]

1.2. Preliminares

A continuación se presentan algunos teoremas de análisis matemático y probabili-

dad los cuales son de gran importancia para demostrar muchos de los resultados que

se muestran en este trabajo, las referencias de estos resultados premilinares se encuen-

tran en la bibliografía. Teorema:(Producto de Cauchy) Sean ∑∞
n=1 an y∑∞

n=1 bn dos series de números complejos, entonces(∑∞
n=1 an

)(∑∞
n=1 bn

)
= ∑∞

n=1 cn, donde cn = ∑n
k=1 akbn−k para n ∈ N.

Para una demostración ver
[
3
]
.

Teorema 1 Sean a < b y
{
fn : n ∈ N

}
una sucesión de funciones deri-

vables en
(
a, b

)
tal que la sucesión {f ′n : n ∈ N

}
converge uniformemente

en
(
a, b

)
y existe un punto x0 ∈

(
a, b

)
tal que la sucesión

{
fn(x0) : n ∈ N

}
converge. Entonces la sucesión

{
fn : n ∈ N

}
converge uniformemente en(

a, b
)
y
(

ĺımx→∞ fn
)′ = ĺımx→∞ f

′
n. Para una demostración ver

[
2
]
.

Teorema 2 Sea
(
fn
)
una sucesión de funciones de variable real o

compleja definidas en un conjunto A, y supongamos que para cada
(
fn
)

1



existe una constante positiva Mn tal que
∣∣∣fn(x)

∣∣∣ ≤ Mn para todo n ≥ 1

y todo x en A. Supongamos también que la serie ∑∞n=1Mn converge. En-

tonces ∑∞n=1 fn(x) converge uniformemente en A.Para una demostración

ver
[
2
]
.

Teorema 3 Sea K un conjunto compacto y
(
fn
)
una sucesión de fun-

ciones reales continuas definidas sobre K que convergen puntualmente

en K a la función continua f . Si fn+1(x) ≤ fn(x) para todo x ∈ K y todo

n ∈ N entonces fn converge uniformemente a f .Para una demostración

ver
[
2
]
.

Teorema 4:(Condición uniforme de Cauchy) La sucesión de fun-

ciones (fn) definidas en K con valores en R converge uniformemente en

K si y sólo si para cada ε > 0, existe N ∈ N tal que para todo n,m ∈ N

n ≥ m > N , t ∈ K entonces
∣∣∣fn(t)−fm(t)

∣∣∣ < ε.Para una demostración

ver
[
2
]
.

Función Generadora de Probabilidad:(Geométrica) Si pk =

pqk−1, k ∈ N;q = 1 − p entonces GX(s) = ps
1−qs , si

∣∣∣s∣∣∣ < q−1.Para una

demostración ver
[
4
]
y
[
5
]

Distribución de Borel La distribución de Borel es una distribución

de probabilidad discreta para la cual si X es una variable aleatoria se

dice que tiene distribución de Borel con parámetro λ ∈ [0, 1] si la función

de masa de probabilidad de X viene dada por:
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P (X = k) = e−λk(λk)k−1

k! , k ∈ NPara una demostración ver
[
4
]
y
[
5
]
.

1.3. Introducción

En este documento se encuentran soluciones a la ecuación de Smolu-

chowski la cual describe el proceso de coagulación entre partículas en este

caso se hablará de polímeros. Para hallar las soluciones se usan métodos

para resolver ecuaciones diferenciales parciales y algunos conceptos de

probabilidad debido a que esta ecuación no se puede solucionar con los

métodos tradicionales.

Para k ∈ N∗, denotaremos Pk a un polímero de masa k, que es un con-

junto de k partículas identicas. A medida que transcurre el tiempo estos

polímeros pueden estar tan cercanos que existe la posibilidad de que se

fusionen en un solo polímero cuya masa sería la suma de los dos polí-

meros que se fucionaron en caso de que la reacción sea binaria. A este

proceso se le conoce como coagulación.

Por ejemplo si ocurre el proceso de coagulación entre dos políme-

ros, uno de masa k y otro de masa j se denota formalmente como

Pk + Pj −→ Pk+j.

Sean n(k, t) el número promedio de polímeros de masa k por unidad de

volumen en el tiempo t, la expresión kn(k, t) la parte de la masa que

consta de polímeros de masa k por unidad de volumen, en el tiempo t.

Es decir que la masa total estará dada por ∑∞k=1 kn(k, t).
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La velocidad con la cual ocurre el fenómeno de coagulación entre un

polímero de masa k y otro de masa j es directamente proporcional a

n(k, t)n(j, t), la constante de proporcional llamada núcleo de coagulación

se denota como K(k, j). Este núcleo satisface las siguientes propiedades.

k1) K es no negativo, K : N∗ × N∗ −→ R+.

k2) K es simétrico, K(i, j) = K(j, i).

Para el desarrollo de este trabajo se considera la siguiente definición.

Definición: Sea T ∈ (0,∞] y (n0(k))k≥1 una sucesión de números reales

positivos. Llamamos una solución fuerte de (SD) sobre [0, T ), a una

sucesión de funciones positivas tal que, para todo t ∈ (0, T ) y k ≥ 1

la derivada de n(k, t) con respecto a t existe, ∑∞j=1K(j, k)n(j, t) < ∞ y

(SD) se verifica.

Una solución global es una solución con T =∞. La solución se llama

local en otro caso.

La ecuación de Smoluchowski modela la tasa de cambio del número

promedio de polímeros de masa k con respecto al tiempo t este término

esta dado por:

(SD) =


d
dtn(k, t) = 1

2
∑k−1
j=1 K(j, k − j)n(j, t)n(k − j, t)− n(k, t)∑∞j=1K(j, k)n(j, t)

n(k, 0) = n0(k), k ≥ 1
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Donde el término ∑k−1
j=1 K(j, k−j)n(j, t)n(k−j, t) representa la obten-

ción de polímeros de masa k y se multiplica por 1
2 ya que por la simetría

de K estaríamos sumando dos veces los mismos términos;y la expresión

n(k, t)∑∞j=1K(j, k)n(j, t) representa la eliminación de polímeros de masa

k.

Desde un punto de vista físico decir que se tiene conservación de masa

durante este proceso, es equivalente a la expresión matemática:

∑∞
k=1 kn(k, t) = ∑∞

k=1 kn(k, 0)

Por eso es importante tener en cuenta el tiempo en el cual esto se cum-

ple, para ello se considera la siguiente definición.

Definición: El primer tiempo a partir del cual no hay conservación de

masa se llama tiempo de gelificación y se define como:

Tgel = inf
{
t ≥ 0 : ∑∞k=1 kn(k, t) < ∑∞

k=1 kn(k, 0)
}

1.4. Solución de la ecuación de Smoluchowski

Durante muchos años se ha estudiado y se ha resuelto la ecuación

de Smoluchowski para distintos tipos de núcleo de coagulación. En este

trabajo se presenta la solución para un núcleo constante. multiplicativo

y aditivo, como se verá a continuación.

K(i, j) = 1
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K(i, j) = ij

K(i, j) = i+ j

1.4.1. K(i, j) = 1

Para el caso en el que el kernel es igual a 1 se tiene la siguiente ecua-

ción:

(SD)1 =


d
dtn(k, t) = 1

2
∑k−1
j=1 n(j, t)n(k − j, t)− n(k, t)∑∞j=1 n(j, t)

n(k, 0) = δ1(k), k ≥ 1

Consideremos la sucesión Sm(t) = ∑m
k=1 kn(k, t) para todo t ∈ K =

[
0, b

]
donde 0 < b < Tgel como kn(k, t) ≥ 0, entonces Sm ≤ Sm+1 y Sm(t) con-

verge cuando m −→ ∞ para todo t ∈ K ya que estamos considerando

un intervalo en el cual se tiene conservación de masa, es decir que Sm(t)

es acotada y por lo tanto, por el teorema 3 Sm converge uniformemente

en K, luego ∑∞
k=1 kn(k, t) también converge uniformemente.

Como Sm converge uniformemente, por el teorema 4,dado ε > 0, exis-

te N ∈ N tal que para todo n,m ∈ N n ≥ m > N se tiene que∣∣∣Sn(t)−Sm(t)
∣∣∣ < ε; en particular |Sm+1(t)−Sm(t)

∣∣∣ < ε.

y como fm = ∑m
k=1 n(k, t)<∑m

k=1 kn(k, t), entonces:

|fm+1(t)−fm(t)
∣∣∣ ≤ ∑m+1

k=m+1 n(k, t) < ∑m+1
k=m+1 kn(k, t) < ε.

Es decir que (fm) es uniformemente de Cauchy por lo tanto fm converge

uniformemente, luego ĺımm→∞
∑m
k=1 n(k, t) = ∑∞

k=1 n(k, t) = f(t), donde
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f(t) es una función continua.

Sea fm :
(
0, b

)
−→ R, 0 < b < Tgel, definida como antes

(fm(t) = ∑m
k=1 n(k, t)), por (SD)1 tenemos que esta función es derivable

en
(
0, b

)
y f ′m(t) = d

dt

∑m
k=1 n(k, t); así:

∑m
k=1

d
dtn(k, t) = 1

2
∑m
k=1

∑k−1
j=1 n(j, t)n(k − j, t)−∑m

k=1 n(k, t)∑∞j=1 n(j, t)

≡∑m
k=1

d
dtn(k, t) = 1

2

(∑m
k=1 n(k, t)

)2
−∑m

k=1 n(k, t)∑∞j=1 n(j, t)

≡

f ′m(t) = 1
2(fm(t))2−fm(t) · f(t)

Veamos que (fm(t))2 y fm(t) · f(t) convergen uniformemente:

1) (fm(t))2 converge uniformemente:

Como f es continua en un compacto, entonces
∣∣∣f(t)

∣∣∣ ≤ M
2 , para todo

t ∈
[
0, b

]
; y teniendo en cuenta que para todo ε > 0

∣∣∣fn(t)−fm(t)
∣∣∣< ε

M

siempre que m,n>N para algún N ∈ N entonces:

Sea ε > 0 dado, existe N ∈ N tal que para todo n,m ∈ N si n ≥ m > N

se tiene que

∣∣∣(fn(t))2−(fm(t))2
∣∣∣

=∣∣∣fn(t)−fm(t)
∣∣∣|fn(t)+fm(t)

∣∣∣
≤∣∣∣fn(t)−fm(t)

∣∣∣(|fn(t)∣∣∣+∣∣∣fm(t)
∣∣∣)

≤
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∣∣∣fn(t)−fm(t)
∣∣∣∣∣∣f(t)+f(t)

∣∣∣
=∣∣∣fn(t)−fm(t)

∣∣∣∣∣∣2f(t)
∣∣∣

≤

ε

Es decir que (fm(t))2 converge uniformemente de Cauchy y por lo

tanto converge uniformemente.

2) fm(t) · f(t) converge uniformemente:

Como f es continua en un compacto, entonces
∣∣∣f(t)

∣∣∣ ≤M , para todo

t ∈
[
0, b

]
; y teniendo en cuenta que para todo ε > 0

∣∣∣fn(t)−fm(t)
∣∣∣< ε

M

siempre que m,n>N para algún N ∈ N entonces:

Sea ε > 0 dado, existe N ∈ N tal que para todo n,m ∈ N si n ≥ m > N

se tiene que

∣∣∣fn(t) · f(t)−fm(t) · f(t)
∣∣∣

=∣∣∣f(t)
∣∣∣∣∣∣fn(t)−fm(t)

∣∣∣
≤

ε

Por 1) y 2) se tiene que f ′m(t) converge uniformemente y por el teo-

rema 1 la sucesión
{
fm : m ∈ N

}
converge uniformemente en

(
a, b

)
y(

ĺımx→∞ fm
)′ = ĺımx→∞ f

′
m. Es decir

∑∞
k=1

d
dtn(k, t) = d

dt

∑∞
k=1 n(k, t).
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Sumando a ambos lados SD desde k = 1 hasta infinito tenemos:

∑∞
k=1

d
dtn(k, t) = 1

2
∑∞
k=1

∑k−1
j=1 n(j, t)n(k − j, t)− ∑∞

k=1 n(k, t)∑∞j=1 n(j, t)

∑∞
k=1 n(k, 0) = ∑∞

k=1 n0(k), k ≥ 1

por el producto de Cauchy y el teorema 1 esto es equivalente a:

d
dt

∑∞
k=1 n(k, t) = 1

2
∑∞
j=1 n(j, t)∑∞k=1 n(k, t)− ∑∞

k=1 n(k, t)∑∞j=1 n(j, t)

≡
d
dt

∑∞
k=1 n(k, t) = 1

2
∑∞
k=1 n

2(k, t)− ∑∞
k=1 n

2(k, t)

≡
d
dt

∑∞
k=1 n(k, t) = −1

2
∑∞
k=1 n

2(k, t)

Si hacemos y = ∑∞
k=1 n(k, t) obtenemos la ecuación diferencial dydt = −1

2y
2

, con la condición inicial y(0) = 1,la cual se puede resolver por el método

de variables separables, entonces:

dy
dt = −1

2y
2

⇒
dy
y2 = −1

2dt

⇒∫ dy
y2 = −1

2
∫
dt

⇒

−1
y = −1

2t+ c

⇒

y = 2
t+c
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Como y(0) = 1 se tiene que c = 2 y así y = 2
t+2 , es decir

∑∞
k=1 n(k, t) = 2

t+2

Esto nos lleva a considerar p(k, t) = (1 + t
2)n(k, t) tal que (p(k, t))k≥1

forma una distribución de probabilidad. La función generadora de pro-

babilidad para esta distribución es G(t, s) = ∑∞
k=1 p(k, t)sk para

∣∣∣s∣∣∣<1.

Si multiplicamos la ecuación de Smoluchowski (SD)1 por sk y luego su-

mamos desde k = 1 hasta infinito, entonces:

∑∞
k=1

d
dtn(k, t)sk = 1

2
∑∞
k=1

∑k−1
j=1 n(j, t)n(k−j, t)sk−∑∞k=1 n(k, t)sk ∑∞j=1 n(j, t)

≡∑∞
k=1

d
dtn(k, t)sk = 1

2
∑∞
k=1

∑k−1
j=1 n(j, t)sjn(k−j, t)sk−j−∑∞k=1 n(k, t)sk ∑∞j=1 n(j, t)

≡∑∞
k=1

d
dtn(k, t)sk = 1

2

(∑∞
k=1 n(k, t)sk

)2
− ∑∞

k=1 n(k, t)sk ∑∞j=1 n(j, t)

≡∑∞
k=1

d
dtn(k, t)sk = 1

2
G2(t,s)
(1+ t

2 )2− G(t,s)
(1+ t

2 )2

Si derivamos G con respecto a t:

∂
∂tG(t, s) = 1

2
∑∞
k=1 n(k, t)sk + (1 + t

2) ∂∂t
∑∞
k=1 n(k, t)sk

≡

(2 + t) ∂∂tG(t, s) = 2+t
2
∑∞
k=1 n(k, t)sk + (2+t)2

2
∂
∂t

∑∞
k=1 n(k, t)sk

≡

(2 + t) ∂∂tG(t, s) = G(t, s) + (2+t)2

2

(
1
2
G2(t,s)
(1+ t

2 )2− G(t,s)
(1+ t

2 )2

)
≡

(2 + t) ∂∂tG(t, s) = G(t, s) + (2+t
2 )2G2(t,s)

(1+ t
2 )2− (2+t)2

2
G(t,s)
(1+ t

2 )2

)
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≡

(2 + t) ∂∂tG(t, s) = G(t, s) +G2(t, s)− 2G(t, s)

≡

(2 + t) ∂∂tG(t, s) = G(t, s)
(
G(t, s)− 1

)

De esta manera obtenemos la ecuación:

[SD]1 =



(2 + t) ∂∂tG(t, s) = G(t, s)
(
G(t, s)− 1

)
G(t, 1) = 1

G(0, s) = s

Haciendo y = G(t, s),entonces la ecuación anterior es equivalente a so-

lucionar

(2 + t) ddty = y2 − y

⇒
dy
y2−y = dt

2+t

⇒∫ dy
y2−y = ∫ dt

2+t

Realizando fracciones parciales para resolver la integral de el lado iz-

quierdo se obtiene para y 6= 0 y y 6= 1:

ln
∣∣∣y − 1

∣∣∣− ln∣∣∣y∣∣∣ = ln
∣∣∣2 + t

∣∣∣ + c(s)

⇒∣∣∣y−1
y

∣∣∣ = (t+ 2)ec(s)

Nótese que 1−y ≥ 0, en efecto y(t, s) = ∑∞
k=1 p(k, t)sk ≤

∑∞
k=1 p(k, t) = 1
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para
∣∣∣s∣∣∣ ≤ 1, entonces:

1− y = (t+ 2)ec(s) ⇒ y(t, s) = 1
1+(t+2)ec(s) = G(t, s)

Si analizamos las condiciones iniciales dadas para esta ecuación enton-

ces:

G(0, s) = 1
1+(t+2)ec(s) = s

≡

1 = s+ 2sec(s)

⇒

ec(s) = 1−s
2s

Reemplazando este valor en la expresión para G(t, s):

(∗) G(t, s) = 2s
2s+(t+2)(1−s) = 2s

t+2−st

Esta solución es válida para t ∈ [0, Tgel) con Tgel = ∞; en efecto, si en

(∗) dividimos por t+ 2 se tiene que G(t, s) =
2
t+2s

1− t
t+2s

, si llamamos p = 2
t+2

y q = t
t+2 entonces G(t, s) = ps

1−qs , es decir, obtenemos una distribución

de probabilidad Geométrica para
∣∣∣s∣∣∣<q−1, y sabemos que para esta dis-

tribución pk = pqk−1 donde k ∈ N.

Por lo tanto p(k, t) = ( 2
2+t)(

t
t+2)k−1, k ∈ N, luego n(k, t) = ( 2

2+t)
2( t
t+2)k−1

y como ∑∞k=1 kn(k, t) = ( 2
2+t)

2 ∑∞
k=1 k( t

t+2)k−1, si hacemos r = 2
2+t obtene-

mos una serie geométrica que converge a 1
(1−r)2 para

∣∣∣r∣∣∣ ≤ 1 es decir que∑∞
k=1 kn(k, t) = 1, para todo t ∈ [0,∞), lo cual justifica la afirmación

hecha.
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1.4.2. K(i, j) = ij

Para el kernel igual a ij para todo {i, j} ⊆ N se obtiene la ecuación:

(SD)∗ =


d
dtn(k, t) = 1

2
∑k−1
j=1 j(k − j)n(j, t)n(k − j, t)− kn(k, t)∑∞j=1 jn(j, t)

n(k, 0) = δ1(k), k ≥ 1

Consideramos de nuevo Sm(t) = ∑m
k=1 kn(k, t) para todo

t ∈ K =
[
0, b

]
donde 0 < b < Tgel y como en el caso anterior

S(t) = ∑∞
k=1 kn(k, t) también converge uniformemente y fm(t) = ∑m

k=1 n(k, t)

tambien converge uniformemente a f(t) = ∑∞
k=1 n(k, t).

Ahora sea fm :
(
0, b

)
−→ R, 0 < b < Tgel, definida como antes

(fm(t) = ∑m
k=1 n(k, t)), por (SD) tenemos que esta función es derivable

en
(
0, b

)
y f ′m(t) = d

dt

∑m
k=1 n(k, t); así:

∑m
k=1

d
dtn(k, t) = 1

2
∑m
k=1

∑k−1
j=1 K(j, k−j)n(j, t)n(k−j, t)−∑m

k=1 n(k, t)∑∞j=1K(k, j)n(j, t)

≡∑m
k=1

d
dtn(k, t) = 1

2
∑m
k=1

∑k−1
j=1 j(k−j)n(j, t)n(k−j, t)−∑m

k=1 kn(k, t)∑∞j=1 jn(j, t)

≡
d
dt

∑m
k=1 n(k, t) = 1

2

(∑m
k=1 kn(k, t)

)2
−∑m

k=1 kn(k, t)∑∞j=1 jn(j, t)

≡

f ′m(t) = 1
2(Sm(t))2−Sm(t) · S(t)

Veamos que (Sm(t))2 y Sm(t) · S(t) convergen uniformemente:
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1) (Sm(t))2 converge uniformemente:

Sea ε > 0 dado, existe N ∈ N tal que para todo n,m ∈ N si

n ≥ m > N se tiene que

∣∣∣(Sn(t))2−(Sm(t))2
∣∣∣

=∣∣∣Sn(t)−Sm(t)
∣∣∣|Sn(t)+Sm(t)

∣∣∣
≤∣∣∣Sn(t)−Sm(t)

∣∣∣(|Sn(t)∣∣∣+∣∣∣Sm(t)
∣∣∣)

≤∣∣∣Sn(t)−Sm(t)
∣∣∣∣∣∣S(t)+S(t)

∣∣∣
=∣∣∣Sn(t)−Sm(t)

∣∣∣∣∣∣2S(t)
∣∣∣

≤

ε

Es decir que (Sm(t))2 converge uniformemente de Cauchy y por lo

tanto converge uniformemente.

2) Sm(t) · S(t) converge uniformemente:

Como S es continua en un compacto, entonces
∣∣∣S(t)

∣∣∣ ≤ M
2 , para todo

t ∈
[
0, b

]
; y teniendo en cuenta que para todo ε > 0

∣∣∣Sn(t)−Sm(t)
∣∣∣< ε

M

siempre que m,n>N para algún N ∈ N entonces:
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Como S es continua en un compacto, entonces
∣∣∣S(t)

∣∣∣ ≤M , para todo

t ∈
[
0, b

]
; y teniendo en cuenta que para todo ε > 0

∣∣∣Sn(t)−Sm(t)
∣∣∣< ε

M

siempre que m,n>N para algún N ∈ N entonces:

Sea ε > 0 dado, existe N ∈ N tal que para todo n,m ∈ N si n ≥ m > N

se tiene que

∣∣∣Sn(t) · S(t)−Sm(t) · S(t)
∣∣∣

=∣∣∣S(t)
∣∣∣∣∣∣Sn(t)−Sm(t)

∣∣∣
≤

ε

Por 1) y 2) se tiene que f ′m converge uniformemente y por el teore-

ma 1 la sucesión
{
fm : m ∈ N

}
converge uniformemente en

(
a, b

)
y(

ĺımx→∞ fm
)′ = ĺımx→∞ f

′
m. Es decir

∑∞
k=1

d
dtn(k, t) = d

dt

∑∞
k=1 n(k, t).

Sumando a ambos lados (SD)∗ desde k = 1 hasta infinito tenemos:

∑∞
k=1

d
dtn(k, t) = 1

2
∑∞
k=1

∑k−1
j=1 j(k−j)n(j, t)n(k−j, t)−∑∞k=1 kn(k, t)∑∞j=1 jn(j, t).

Como antes, consideremos p(k, t) = kn(k,t)∑∞
j=1 jn(j,t) y así (p(k, t))k≥1 forma

una distribución de probabilidad. La función generadora de probabili-

dad para esta distribución es G(t, s) = ∑∞
k=1 p(k, t)sk para

∣∣∣s∣∣∣<1.

Si multiplicamos la ecuación de Smoluchowski por sk y k, sumando des-

de k = 1 hasta infinito, entonces:
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∑∞
k=1

d
dtkn(k, t)sk = 1

2
∑∞
k=1 k

∑k−1
j=1 j(k−j)n(j, t)n(k−j, t)sk−∑∞k=1 k

2n(k, t)sk ∑∞j=1 jn(j, t)

Esta expresión es equivalente a

d

dt

∞∑
k=1

kn(k, t)sk = 1
2
∞∑
k=1

k
k−1∑
j=1

jn(j, t)sj(k − j)n(k − j, t)sk−j

−
∞∑
k=1

k2n(k, t)sk
∞∑
j=1

jn(j, t)

Usando el producto de Cauchy tenemos que:

G2(t, s) = ∑∞
k=1

∑k−1
j=1 jn(j, t)sj(k − j)n(k − j, t)sk−j

Luego:

∂
∂sG

2(t, s) = ∑∞
k=1

∑k−1
j=1 kj(k − j)n(j, t)n(k − j, t)sk−1

Reemplazando:

∂
∂tG(t, s) = s

2
∂
∂sG

2(t, s)− s ∂∂sG(t, s)

Obtenemos la siguiente ecuación:

[SD]∗ =



∂
∂tG(t, s) = s

2
∂
∂sG

2(t, s)− s ∂∂sG(t, s)

G(t, 1) = 1

G(0, s) = s

Esta ecuación se puede escribir de forma equivalente como:

∂
∂tG(t, s) = s

2
∂
∂sG

2(t, s)− s ∂∂sG(t, s)

≡
∂
∂tG(t, s) = −s(1−G(t, s)) ∂∂sG(t, s)
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≡
∂
∂tG(t, s) + s(1−G(t, s)) ∂∂sG(t, s) = 0

entonces por el método de las características
[
6
]
se tiene que dt

1 =
ds

s(1−G(t,s)) = dG
0 , de lo cual dG = 0, es decir que G(t, s) = c donde

c ∈ R. Digamos que G(t, s) = ψ(t, s, G)

Ahora, dt1 = ds
s(1−G(t,s)) = ds

s(1−c) usando el método de variables separables

se tiene que:

(1− c)dt = ds
s

⇒

(1− c) ∫ dt = ∫ ds
s

⇒

(1− c)t = ln(s) + c1

⇒

(1− c)t− ln(s) = c1

⇒

(c− 1)t+ ln(s) = c1 = φ(t, s, G)

⇒

(G− 1)t+ ln(s) = c1 = φ(t, s, G)

Podemos suponer que existe una función f tal que:

f(φ(t, s, G),ψ(t, s, G)) = 0

≡

f((G− 1)t+ ln(s), G) = 0

17



De lo cual, de acuerdo con el método de las características podemos su-

poner que existe una función inyectiva g tal que

(∗) G(t, s) = g((G− 1)t+ ln(s)), usando las condición s = G(0, s).

s = G(0, s) = g(ln(s))

⇒

(∗∗) s = g(ln(s))

Esto para todo s, en particular para s = G(t, s) es decir

G(t, s) = g(ln(G(t, s))); así, igualando (∗) y (∗∗) como g es inyectiva se

tiene que:

(G(t, s)− 1)t+ ln(s) = ln(G(t, s))

≡

(G(t, s)− 1)t = ln(G(t,s)
s )

≡

set(G(t,s)−1) = G(t, s)

G(t, s) es una función generadora de probabilidad de una distribución

Borel con parámetro λ = t, por lo tanto p(k, t) = e−tk(tk)k−1

(k)! . Por otro

lado p(k, t) = kn(k, t) luego:

n(k, t) = 1
k2

(tk)k−1

(k−1)! e
−tk. La cual es solución de (SD)∗ para Tgel = 1.( ver[

LT81
]
en

[
1
]
).
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1.4.3. K(i, j) = i+ j

Si reemplazamos el kernel por i+ j en la ecuación original obtenemos

para todo {i, j} ⊆ N:

d
dtn(k, t) = 1

2
∑k−1
j=1(j + k − j)n(j, t)n(k − j, t)− n(k, t)∑∞j=1(k + j)n(j, t)

≡
d
dtn(k, t) = k

2
∑k−1
j=1 n(j, t)n(k−j, t)−∑∞j=1 kn(k, t)n(j, t)−∑∞j=1 jn(j, t)n(k, t)

≡
d
dtn(k, t) = k

2
∑k−1
j=1 n(j, t)n(k−j, t)−kn(k, t)∑∞j=1 n(j, t)−n(k, t)∑∞j=1 jn(j, t)

≡
d
dtn(k, t) = k

2
∑k−1
j=1 n(j, t)n(k − j, t)− kn(k, t)∑∞j=1 n(j, t)− n(k, t)

Así tenemos la siguiente expresión para (SD) cuando K(i, j) = i+ j:

(SD)+ =


d
dtn(k, t) = 1

2
∑k−1
j=1(j + k − j)n(j, t)n(k − j, t)− n(k, t)∑∞j=1(k + j)n(j, t)

n(k, 0) = δ1(k), k ≥ 1

Consideramos Sm(t) = ∑m
k=1 kn(k, t) para todo t ∈ K =

[
0, b

]
donde

0 < b < Tgel y S(t) = ∑∞
k=1 kn(k, t) la cual converge uniformemente y

fm(t) = ∑m
k=1 n(k, t) que converge uniformemente a f(t) = ∑∞

k=1 n(k, t).

Ahora sea fm :
(
0, b

)
−→ R, 0 < b < Tgel, definida como antes

(fm(t) = ∑m
k=1 n(k, t)), por SD tenemos que esta función es derivable en(

0, b
)
y f ′m(t) = d

dt

∑m
k=1 n(k, t); así:

∑m
k=1

d
dtn(k, t) = 1

2
∑m
k=1

∑k−1
j=1 K(j, k−j)n(j, t)n(k−j, t)−∑m

k=1 n(k, t)∑∞j=1K(k, j)n(j, t)
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≡∑m
k=1

d
dtn(k, t) = ∑m

k=1
k
2
∑k−1
j=1 n(j, t)n(k−j, t)−∑m

k=1 kn(k, t)∑∞j=1 n(j, t)−∑m
k=1 n(k, t)

≡
d
dt

∑m
k=1 n(k, t) = 1

2
∑m
k=1 kn(k, t)∑m

k=1 n(k, t)−∑m
k=1 kn(k, t)∑∞j=1 n(j, t)−∑m

k=1 n(k, t)

≡

f ′m(t) = 1
2Sm(t) · fm(t)−f(t)−fm(t)

Como (Sm(t))m es uniformemente de Cauchy entonces para todo ε >

0, existe N ∈ N tal que para todo m ∈ N si m > N se tiene que∣∣∣Sm+k(t)−Sm(t)
∣∣∣ ≤ ε.

Ahora,∣∣∣fm+k(t)−fm(t)
∣∣∣ = ∑m+k

k=m+1 n(k, t) ≤ ∑m+k
k=m+1 kn(k, t) =

∣∣∣Sm+k(t)−Sm(t)
∣∣∣ ≤

ε.

Por lo tanto (fm(t))m es uniformemente de Cauchy y como f(t) es con-

tinua en un intervalo compacto, existe M > 0 tal que
∣∣∣f(t)

∣∣∣ ≤ M para

todo t ∈ K =
[
0, b

]
donde 0 < b < Tgel, luego 1

2Sm(t) · fm(t)−f(t)−fm(t)

converge uniformemente y en consecuencia también f ′m(t).

Sumando a ambos lados (SD)+ desde k = 1 hasta infinito tenemos:

∑∞
k=1

d
dtn(k, t) = 1

2
∑∞
j=1 k

∑k−1
j=1 n(j, t)n(k−j, t)−∑∞j=1 kn(k, t)∑∞j=1 n(j, t)−∑∞

j=1 n(k, t)

≡
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d
dt

∑∞
k=1 n(k, t) = 1

2
∑∞
j=1

∑k−1
j=1(j + k − j)n(j, t)n(k − j, t)− 2∑∞j=1 n(k, t)

≡
d
dt

∑∞
k=1 n(k, t) = 1

2

(∑∞
j=1

∑k−1
j=1 jn(j, t)n(k−j, t)+∑∞

j=1
∑k−1
j=1(k−j)n(j, t)n(k−

j, t)
)
− 2∑∞j=1 n(k, t)

Por el producto de Cauchy tenemos que:

∑∞
j=1

∑k−1
j=1 jn(j, t)n(k − j, t) = ∑∞

k=1 kn(k, t)∑∞k=1 n(k, t)

y∑∞
j=1

∑k−1
j=1(k − j)n(j, t)n(k − j, t) = ∑∞

k=1 n(k, t)∑∞k=1 n(k, t)

Reemplazando estas expresiones en la igualdad anterior:

d
dt

∑∞
k=1 n(k, t) = −∑∞

k=1 n(k, t)

Haciendo y = ∑∞
k=1 n(k, t) obtnemos la ecuación diferencial:

dy
dt = −y con y(0) = 1

La cual se soluciona por el método de variables separables

dy
y = −dt

⇒∫ dy
y = − ∫

dt

⇒

ln
∣∣∣y∣∣∣ = −t+ c

⇒

y(t) = e−tec
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y como y(0) = 1 entonces y(t) = e−t. Es decir ∑∞k=1 n(k, t) = e−t.

Así, podemos considerar p(k, t) = etn(k, t) tal que (p(k, t))k≥1 forma una

distribución de probabilidad. Donde la función generadora para esta dis-

tribución esta dada por G(t, s) = ∑∞
k=1 p(k, t)sk para

∣∣∣s∣∣∣ ≤ 1.

Nótese que si multiplicamos (SD)+ por sk y luego sumamos desde k = 1

hasta infinito, entonces:

(◦) ∑∞k=1
d
dtn(k, t)sk = s

2
∑∞
k=1

∑k−1
j=1 kn(j, t)n(k−j, t)sk−1−∑∞k=1 kn(k, t)sk ∑∞j=1 n(j, t)−∑∞

k=1 n(k, t)sk

Ahora si derivamos a G(t, s) con respecto a t:

d
dt

∑∞
k=1 e

tn(k, t)sk = et ddt
∑∞
k=1 n(k, t)sk + et

∑∞
k=1 n(k, t)sk

Si reemplazamos (◦) en la anterior igualdad y usando el hecho de que∑∞
k=1 n(k, t) = e−t obtenemos:

d
dt

∑∞
k=1 e

tn(k, t)sk = et

2
∑∞
j=1

∑k−1
j=1(j+k−j)n(j, t)n(k−j, t)sk−ets∑∞k=1 kn(k, t)sk−1e−t−

et
∑∞
k=1 n(k, t)sk

≡
d
dt

∑∞
k=1 e

tn(k, t)sk = et

2

[ ∑∞
j=1

∑k−1
j=1 js

jn(j, t)n(k−j, t)sk−j+∑∞
j=1

∑k−1
j=1 n(j, t)sj(k−

j)sk−jn(k − j, t)
]
− ets∑∞k=1 kn(k, t)sk−1e−t − et∑∞k=1 n(k, t)sk

≡
d
dt

∑∞
k=1 e

tn(k, t)sk = et

2

[ ∑∞
k=1 ks

kn(k, t)∑∞k=1 n(k, t)sk+∑∞
k=1 kn(k, t)sk ∑∞k=1 n(k, t)sk

]
−

ets
∑∞
k=1 kn(k, t)sk−1e−t − ∑∞

k=1 e
tn(k, t)sk

≡
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d
dt

∑∞
k=1 e

tn(k, t)sk = et
∑∞
k=1 kn(k, t)sk ∑∞k=1 n(k, t)sk−ets∑∞k=1 kn(k, t)sk−1e−t

≡
∂G
∂t = G(t, s)∑∞k=1 kn(k, t)sk − e−ts∂G∂s
≡
∂G
∂t = sG(t, s)∑∞k=1 kn(k, t)sk−1 − e−ts∂G∂s
≡
∂G
∂t = se−tG(t, s)∑∞k=1 e

tkn(k, t)sk−1 − e−ts∂G∂s
≡
∂G
∂t = se−tG(t, s)∂G∂s − e

−ts∂G∂s

≡
∂G
∂t = se−t

(
G(t, s)− 1

)
∂G
∂s

Obteniendo la ecuación:

[SD]+ =



∂G
∂t = se−t

(
G(t, s)− 1

)
∂G
∂s

G(t, 1) = 1

G(0, s) = s

Para solucionar esta ecuación usamos el método de las características
[
6
]

y escribimos la ecuación como:

∂G
∂t = se−t

(
G(t, s)− 1

)
∂G
∂s

≡
∂G
∂t + se−t

(
1−G(t, s)

)
∂G
∂s = 0

entonces dt
1 = ds

se−t
(

1−G(t,s)
) = dG

0 , de lo cual dG = 0, es decir que

G(t, s) = c donde c ∈ R. Digamos que G(t, s) = ψ(t, s, G)
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Ahora, dt
1 = ds

se−t
(

1−G(t,s)
) usando el método de variables separables se

tiene que:

(1− c)e−tdt = ds
s

⇒

(1− c) ∫ e−tdt = ∫ ds
s

⇒

−(1− c)e−t = ln(s) + c1

⇒

−(1− c)e−t − ln(s) = c1

⇒

(1− c)e−t + ln(s) = c1 = φ(t, s, G)

Supongamos que existe una función f tal que:

f(φ(t, s, G),ψ(t, s, G)) = 0

≡

f((1−G)e−t + ln(s), G) = 0

De acuerdo con el método de las características se puede suponer que

existe una función inyectiva g tal que

(∗) G(t, s) = g((1−G)e−t + ln(s)), usando las condición s = G(0, s).

s = G(0, s) = g(1− s+ ln(s))

⇒

s = g(ln(e1−s) + ln(s))
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⇒

(∗∗) s = g(ln(se1−s))

Esto para todo s, en particular para s = G(t, s); así, igualando (∗) y

(∗∗) como g es inyectiva se tiene que:

(1−G(t, s))e−t + ln(s) = ln(G(t, s)e1−G(t,s))

≡

(1−G(t, s))e−t = ln
(
G(t,s)e1−G(t,s)

s

)
≡

se(1−G(t,s))e−t = G(t, s)e1−G(t,s)

≡

se(1−G(t,s))e−t−(1−G(t,s)) = G(t, s)

≡

G(t, s) = se(G(t,s)−1)(1−e−t)

Por lo tantoG(t, s) es una función generadora de probabilidad de una dis-

tribución Borel con parámetro λ = 1−e−t; luego p(k, t) = e−(1−e−t)k((1−

e−t)k)k−1 1
k! , por otro lado p(k, t) = etn(k, t) de lo cual se obtiene que:

n(k, t) = 1
k

(k(1−e−t)k)k−1

(k−1)! e−te−k(1−e−t)

La cual es solución de (SD)+ para todo T ∈ [0,∞).( ver
[
Kok88

]
en

[
1
]
).
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1.5. Conclusión

En este trabajo se puede evidenciar otra forma de solucionar ecua-

ciones diferenciales de gran complejidad como lo es la ecuación de Smo-

luchowski. En él se muestra la importancia y la eficacia que tiene la

probabilidad ya que esta fue fundamental para probar tanto la existen-

cia como la unicidad de las soluciones. Estos conceptos nos permitieron

simplificar el problema reduciendo la ecuación original a una en deriva-

das parciales, de la cual si se conocen muchos métodos para solucionarla.

2. Soluciones de la Ecuación de Smoluchowski

caso continuo

2.1. Resumen

En este trabajo se presentan soluciones de la ecuación de Smoluchows-

ki versión continua usando algunos conceptos de probabilidad y de teoría

de la medida; específicamente se muestra el procedimiento para llegar a

la solución de la Ecuación de Smoluchowski caso continuo con núcleo

constante, y algunos resultados de gran importancia en los cuales se po-

ne en evidencia la relación que se presenta entre la ecuación con núcleo

multiplicativo y núcleo aditivo.

Esta ecuación es de gran importancia ya que modela la tasa de cambio
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del número promedio de polímeros de masa k con respecto al tiempo

t y además no se ha podido resolver usando los métodos tradicionales

debido a su complejidad.
[
1
]

2.2. Preliminares

Teorema de la convergencia dominada Si f, g, f1, f2, ..., son fun-

ciones medibles, |fn(x)| ≤ g(x) para todo n ∈ N, con g µ-integrable

y fn(x) → f(x) salvo en un conjunto de medida cero, entonces f es

µ-integrable y

ĺımn→∞
∫
fn(x)dµ =

∫
f(x)dµ

Para una demostración ver
[
7
]
.

Lema de Fatou: Sean f1, f2, ..., f funciones medibles

a) Si fn ≥ f para todo n ∈ N y
∫
f dµ > −∞,

ĺım infn→∞
∫
fn dµ ≥

∫
ĺım inf
n→∞ fn dµ.

b) Si fn lef para todo n ∈ N y
∫
f dµ < +∞,

ĺım supn→∞
∫
fn dµ ≤

∫
ĺım sup
n→∞

fn dµ.

Para una demostración ver
[
7
]
.

Teorema de la convergencia dominada generalizada: Sean f, gn, fn
medibles para todo n ∈ N tales que |fn| ≤ gn con gn ≥ 0 para todo n ∈ N,

además

1) fn(x)→ f(x) salvo en un conjunto de medida cero.
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2) gn(x) → g(x) donde g es integrable salvo en un conjunto de medida

cero.

Entonces

ĺımn→∞
∫
fn(x)dx =

∫
f(x)dx y f es integrable.

Demostración. Como fn(x)→ f(x) y gn(x)→ g(x) salvo en un conjunto

de medida cero, y |fn| ≤ gn para todo n ∈ N, tenemos que gn + fn ≥ 0

y gn − fn ≥ 0, por lo tanto aplicando el lema de Fatou
∫
g dµ+

∫
f dµ =

∫
(g + f) dµ

=
∫

ĺım
n→∞(gn + fn) dµ

=
∫

ĺım inf
n→∞ (gn + fn) dµ

≤ ĺım inf
n→∞

∫
(gn + fn) dµ

= ĺım inf
n→∞

∫
gn dµ+ ĺım inf

n→∞

∫
fn dµ

=
∫
g dµ+ ĺım inf

n→∞

∫
fn dµ

Luego, ∫
f dµ ≤ ĺım inf

n→∞

∫
fn dµ (1)

Por otro lado
∫
g dµ−

∫
f dµ =

∫
(g − f) dµ

=
∫

ĺım
n→∞(gn − fn) dµ

=
∫

ĺım inf
n→∞ (gn − fn) dµ

≤ ĺım inf
n→∞

∫
(gn − fn) dµ

= ĺım inf
n→∞

∫
gn dµ+ ĺım inf

n→∞

∫
−fn dµ

=
∫
g dµ− ĺım sup

n→∞

∫
fn dµ
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así,

ĺım sup
n→∞

∫
fn dµ ≤

∫
f dµ (2)

De (1) y (2) se tiene que

ĺım supn→∞
∫
fn dµ ≤

∫
f dµ ≤ ĺım inf

n→∞

∫
fn dµ

y como ĺım infn→∞
∫
fn dµ ≤ ĺım sup

n→∞

∫
fn dµ entonces

ĺım infn→∞
∫
fn dµ = ĺım sup

n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ

y así

ĺımn→∞
∫
fn dµ =

∫
f dµ =

∫
ĺım
n→∞ fn dµ

Teorema (Propiedad del valor esperado condicional): Si Y es

una variable aleatoria con E(Y ) < ∞ y X es otra variable aleatoria

entonces E(Y ) = E(E(Y |X)).

Teorema del Valor Medio: Sea f una función continua en [a, b] y

derivable en (a, b), entonces existe al menos un punto c en (a, b) tal que

f ′(c)(b− a) = f(b)− f(a). Para un demostración ver [11].

Teorema de Stone-Weierstrass (espacios localmente compac-

tos): Supongamos que X es un espacio de Hausdorff localmente compac-

to y A es un subálgebra de C0(X,R). Entonces A es denso en C0(X,R)

(con la topología de convergencia uniforme ) si y solo si A separa pun-

tos y se anula casi en ninguna parte.(Se dice que un subálgebra A de

C0(X,R) se desvanece en ninguna parte si no todos los elementos de A

se desvanecen simultáneamente en un punto, es decir si para cada x ∈ X,
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existe f en A tal que f(x) 6= 0). Para una demostración ver
[
9
]
.

Definición: Sean X,Xn, n = 1, 2, ... variables aleatorias con valores

en (Rk,Bk). (Xn)n∈N converge en distribución hacia X, se denota por

Xn
d−−−→

n→∞ X si PXn
⇒ PX , se escribe también Xn ⇒ P si P = PX .. Ver[

7
]

Teorema: Sean X, Xn, n = 1, 2, 3, ..., variables aleatorias con valores en

(Rk,Bk) entonces Xn
d−→ X si y solo si E(f ◦Xn) −−−→n→∞ E(f ◦X), para

toda f ∈ Cb(Rk). Para una demostración ver
[
7
]

Proceso de Bessel: Un proceso de Bessel debe su nombre a Friedrich

Bessel y es un tipo de proceso estocástico.

0- y 2-dimensional procesos de Bessel están relacionados con el movi-

miento browniano a través de los teoremas Ray-Knight.

Definición: Sea x, δ ≥ 0, la única solución fuerte de

Zt = x+ 2
∫ t
0

√
Zsdβs + δt

se llama el cuadrado del proceso de Bessel de dimensión iniciado en x.

El índice del proceso es ν = δ
2 − 1. La notación es Z ∼ BESQδ(x) o

Z ∼ BESQ(ν)(x). La ley de probabilidad de este proceso en el conjunto

de funciones continuas se denotará Qδ
x o Q(ν)

x .

La distribución de ρ2
t , si ρ2 ∼ BESQδ(x), entonces

E(e−λρ2
t ) = Qδ

x(e−λXt) = φ(x, δ)

Donde Xt ∼ BESQδ(x).
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En general:

φ(x, δ) = 1
(1 + 2λt) δ2

e
−λx

(1+2λt)

La función de distribución de probabilidad de ρ2
t se puede encontrar

sumando las densidades de la función Gamma (n + δ
2 ,

1
2t) que aparecen

al invertir esta expresión término por término:

f δt (x, y) =
∞∑
n=0

xny
δ
2 +n−1

n!Γ(n+ δ
2)(2t) δ2 +2n

Para más detalles ver
[
8
]
.

2.3. Ecuación de Smoluchowski (Caso continuo)

La ecuación de Smoluchowski continua modela la tasa de cambio del

número promedio de polímeros de masa x con respecto al tiempo t, este

término esta dado por:

(SC) =
{

d
dtn(k, t) = 1

2
∫ x
0 K(x− y, y)n(y, t)n(x− y, t)dy − n(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dy

(3)

Para esta ecuación consideramos los siguientes núcleos, los cuales llama-

remos núcleos admisibles:

K(x, y) = 1

K(x, y) = xy

K(x, y) = x+ y

Nótese que todos estos núcleos son simétricos y positivos.
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Definición: Sea T ∈ (0,∞] y (n(x, 0))x≥1 una sucesión de números

reales positivos. Llamamos una solución fuerte de (SC) sobre [0, T ),

a una sucesión de funciones continuas positivas tal que, para todo t ∈

(0, T ) y x ≥ 0 la derivada de n(k, t) con respecto a t existe,
∫ ∞
0
K(x, y)n(y, t)dy <∞ (4)

y (SC) se verifica.

Teorema 2.1: Sea K un núcleo admisible, y n(x, t) es solución fuerte

de (SC). Denotamos, para i ∈ N

φi(t) =
∫ ∞
0
xin(x, t)dx (5)

Cuando esta expresión está definida, φ0 es decreciente, φ1 es constante

y φ2 es creciente.

Además,

φ′0(t) = −1
2
∫∞
0
∫∞
0 K(x, y)n(y, t)n(x, t)dydx

Demostración. Como d
dtφi(t) = ĺımh→0

φi(t+h)−φi(t)
h = ĺımh→0

1
h(∫∞0 xin(x, t+

h)dx− ∫∞
0 xin(x, t)dx).

Sea fk(x) = xi
(
n(x,t+hk)−n(x,t)

hk

)
y (hk)k∈N donde es una sucesión tal que

hk −→ 0 si k −→∞ para todo k ∈ N.

Como d
dtn(x, t) existe entonces por el teorema del valor medio existe

ξ(x, hk) ∈ (t, t+ hk) tal que

d
dtn(x, ξ(x, hk)) = n(x,t+hk)−n(x,t)

hk
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Así,
∣∣∣fk(x)

∣∣∣ =
∣∣∣xi(n(x,t+hk)−n(x,t)

hk

)∣∣∣ =
∣∣∣ xi
hk

d
dtn(x, ξ(x, hk))(t + hk − t)

∣∣∣ =∣∣∣xi ddtn(x, ξ(x, hk))
∣∣∣ ≤ |xi ddtn(x, To)

∣∣∣, para algún To ∈ [0,∞).

Ahora, sea g(x) = xi ddtn(x, To), con To ∈ [0,∞) veamos que g ∈ L1(0,∞).

Para ello basta probar que ∫∞0 d
dtx

in(x, t)dx <∞.

Es decir, debemos ver que
∫ ∞
0

d

dt
xin(x, t)dx =

∫ ∞
0

(1
2
∫ x
0
xiK(x−y, y)n(y, t)n(x−y, t)dy−n(x, t)

∫ ∞
0
xiK(x, y)n(y, t)dy

)
dx

(6)

es finita.

Nótese que por definición de solución fuerte se tiene (4) para todo K y
∫ x
0
K(x− y, y)n(y, t)n(x− y, t)dy <∞ (7)

para todo x ∈ (0,∞) y todo núcleo admisible. Además por hipótesis, pa-

ra todo i ∈ N, φi(t) = ∫∞
0 xin(x, t)dx <∞; por lo tanto para los núcleos

admisibles (6) es finita.

Entonces como |fk(x)| ≤ g(x) con g ∈ L1(0,∞)y como

fk(x) −→ xi ddtn(x, t) = f(x), cuando k −→ ∞, entonces por el teorema

de la convergencia dominada f es integrable y∫∞
0 xi ddtn(x, t)dx = d

dt

∫∞
0 xin(x, t)dx.

Para i = 0 veamos que φ′0(t) < 0 para todo t ≥ 0:

∫∞
0

d
dtn(x, t)dx = ∫∞

0

(
1
2
∫ x
0 K(x−y, y)n(y, t)n(x−y, t)dy−n(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dy

)
dx

la cual es finita, entonces consideramos∫m
0

d
dtn(x, t)dx = ∫m

0
1
2
∫ x
0 K(x−y, y)n(y, t)n(x−y, t)dydx−∫m0 n(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx.
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Haciendo u = x− y y v = y en la primera integral de la derecha:
1
2
∫m
0
∫m−u
0 K(u, v)n(v, t)n(u, t)dudv − ∫m

0 n(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx

=
1
2
∫m
0
∫m−u
0 K(u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu− ∫m

0 n(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx

Si reemplazamos u = x y v = y entonces:
1
2
∫m
0
∫m−x
0 K(x, y)n(y, t)n(x, t)dydx− ∫m

0
∫∞
0 K(x, y)n(x, t)n(y, t)dydx

Si m→∞, entonces:
1
2
∫∞
0
∫∞
0 K(x, y)n(y, t)n(x, t)dydx− ∫∞

0
∫∞
0 K(x, y)n(x, t)n(y, t)dydx

=

−1
2
∫∞
0
∫∞
0 K(x, y)n(y, t)n(x, t)dydx

Como K(x, y)n(y, t)n(x, t) es positivo, la anterior integral es menor que

cero y por lo tanto para i = 0, φ′0(t) < 0 para todo t ≥ 0, se tiene que

φ0(t) es decreciente.

Para i = 1 veamos que φ′1(t) = 0 para todo t ≥ 0:

∫∞
0

d
dtxn(x, t)dx =∫∞

0

(
1
2
∫ x
0 xK(x−y, y)n(y, t)n(x−y, t)dy−xn(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dy

)
dx

la cual es finita, por lo tanto consideramos∫m
0

d
dtxn(x, t)dx =∫m

0
1
2
∫ x
0 xK(x−y, y)n(y, t)n(x−y, t)dydx−∫m0 xn(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx.

Haciendo u = x− y y v = y en la primera integral de la derecha:
1
2
∫m
0
∫m−u
0 (u+v)K(u, v)n(v, t)n(u, t)dudv−∫m0 xn(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx

=
1
2
∫m
0
∫m−u
0 uK(u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu+1

2
∫m
0
∫m−v
0 vK(u, v)n(v, t)n(u, t)dudv−
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∫m
0 xn(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx

=∫m
0
∫m−u
0 uK(u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu− ∫m

0 xn(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx.

Si reemplazamos u = x y v = y entonces:
1
2
∫m
0
∫m−x
0 xK(x, y)n(y, t)n(x, t)dydx− ∫m

0
∫∞
0 xK(x, y)n(x, t)n(y, t)dydx

Si m→∞, entonces:∫∞
0
∫∞
0 xK(x, y)n(y, t)n(x, t)dydx− ∫∞

0
∫∞
0 xK(x, y)n(x, t)n(y, t)dydx = 0

Por lo tanto, como φ′1(t) = 0 para todo t ≥ 0, se tiene que φ1(t) es

constante.

Para i = 2 veamos que φ′2(t) > 0 para todo t ≥ 0:

∫∞
0

d
dtx

2n(x, t)dx =∫∞
0

(
1
2
∫ x
0 x

2K(x−y, y)n(y, t)n(x−y, t)dy−x2n(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dy
)
dx

la cual es finita, entonces consideramos∫m
0

d
dtx

2n(x, t)dx =∫m
0

1
2
∫ x
0 x

2K(x−y, y)n(y, t)n(x−y, t)dydx−∫m0 x2n(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx.

Haciendo u = x− y y v = y en la primera integral de la derecha:
1
2
∫m
0
∫m−u
0 (u+v)2K(u, v)n(v, t)n(u, t)dudv−∫m0 x2n(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx

=
1
2
∫m
0
∫m−u
0 (u2+2uv+v2)K(u, v)n(v, t)n(u, t)dudv−∫m0 x2n(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx

=
1
2
∫m
0
∫m−u
0 u2K(u, v)n(v, t)n(u, t)dudv+1

2
∫m
0
∫m−u
0 2uvK(u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu+
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1
2
∫m
0
∫m−v
0 v2K(u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu−∫m0 x2n(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx

=∫m
0
∫m−u
0 u2K(u, v)n(v, t)n(u, t)dudv+∫m

0
∫m−u
0 uvK(u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu

− ∫m
0 x2n(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx

Si reemplazamos u por x y a v por y entonces:∫m
0
∫m−x
0 x2K(x, y)n(y, t)n(x, t)dydx+∫m

0
∫m−x
0 xyK(x, y)n(y, t)n(x, t)dydx

− ∫m
0 x2n(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx

Si m→∞, entonces la anterior integral es igual a:∫∞
0
∫∞
0 xyK(x, y)n(y, t)n(x, t)dydx

Como xyK(x, y)n(y, t)n(x, t) es no negativo, la integral anterior es mayor

que cero y por lo tanto para i = 2, φ′2(t) > 0 para todo t ≥ 0.

Como φ1(t) es constante para todo t ≥ 0, podemos hacer φ1(0) =

φ1(t) = 1 y considerar p(x, t) = xn(x, t), x ≥ 0, t > 0. Asï, (p(x, t))x es

la densidad de probabilidad de una variable aleatoria positiva.

Teorema 2.2: SeaXt una variable aleatoria positiva de densidad p(x, t) =

xn(x, t) y X̃t una variable aleatoria independiente de Xt y con la misma

distribución. Entonces n(x, t) es solución de (SC), si y solo si

d
dtE(f(Xt)) = E

(
f(Xt+X̃t)−f(Xt)

Xt
K(Xt, X̃t)

)

Para todo función continua f .

Demostración. Se demostrará primero la proposición para f continua

con soporte compacto.
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d
dtE(f(Xt))

=

ĺımh→0
E[f(Xt+h)]−E[f(Xt)]

h

=

ĺımh→0
1
h

[ ∫∞
0 f(x)p(x, t+ h)dx− ∫∞

0 f(x)p(x, t)dx
]

=

ĺımh→0
∫∞
0 f(x)

(
p(x,t+h)−p(x,t)

h

)
dx

Sea gn(x) = f(x)
(
p(x,t+hn)−p(x,t)

hn

)
= xf(x)

(
n(x,t+hn)−n(x,t)

hn

)
donde hn → 0

cuando n→∞.

Por el teorema del valor medio existe ξn entre t y t+ hn tal que gn(x) =

xf(x) ddtn(x, ξn) ≤ xf(x) ddtn(x, To), para algún To ∈ [0, c].

Como g(x) = xf(x) ddtn(x, To) es integrable para todo x ∈ [a, b], y

|f(x)| ≤ g(x), por el teorema de la convergencia dominada tenemos:
d
dtE(f(Xt))

=∫∞
0 f(x) ddtp(x, t)dx

=∫∞
0 f(x) ddtxn(x, t)dx

=∫∞
0 f(x)x2

∫ x
0 K(x−y, y)n(y, t)n(x−y, t)dydx−∫∞0 f(x)xn(x, t) ∫∞0 K(x, y)n(y, t)dydx

=∫∞
0
∫ x
0 f(x)x2K(x−y, y)n(y, t)n(x−y, t)dydx−∫∞0 ∫∞

0 f(x)xK(x, y)n(x, t)n(y, t)dydx

Haciendo u = x− y y v = y en la primera integral doble entonces:∫∞
0
∫ x
0 f(x)x2K(x− y, y)n(y, t)n(x− y, t)dydx

37



=∫∞
0
∫∞
0

(u+v)f(u+v)
2 K(u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu

=∫∞
0
∫∞
0

uf(u+v)
2 K(u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu+∫∞

0
∫∞
0

vf(u+v)
2 K(u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu

=∫∞
0
∫∞
0 uf(u+ v)K(u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu

Luego, si x = u y y = v:∫∞
0
∫∞
0 xf(x+y)K(x, y)n(y, t)n(x, t)dydx−∫∞0 ∫∞

0 f(x)xK(x, y)n(x, t)n(y, t)dydx

=∫∞
0
∫∞
0 x(f(x+ y)− f(x))K(x, y)n(y, t)n(x, t)dydx

=∫∞
0
∫∞
0

(
f(x+y)−f(x)

y

)
K(x, y)p(x, t)p(y, t)dydx

Teniendo en cuenta que p(x, t) = P (Xt = x) y p(y, t) = P (X̃t = y), por

la independencia de las variables aleatorias se tiene que

P (Xt = x, X̃t = y) = P (Xt = x)P (X̃t = y) = p(x, t)p(y, t), es decir:

d
dtE(f(Xt)) = E

(
f(Xt+X̃t)−f(Xt)

Xt
K(Xt, X̃t)

)

Ahora se hará la prueba para el caso en el que f es una función continua.

Sea C0
c ([0,∞),R) el conjunto de funciones continuas en [0,∞) con sopor-

te compacto. Sabemos que C0
c ([0,∞),R) ⊆ L1([0,∞),B, P ) es denso con

la topología del espacio métrico generado por la norma de L1([0,∞),B, P ).

Entonces para g ∈ L1([0,∞),B, P ), existe (fn)n∈N en C0
c ([0,∞),R) tal

que ĺımn→∞ ||fn − g||L1 = 0.

Además dado que fn ∈ C0
c ([0,∞),R), existe [a, b] ⊆ R tal que

∫∞
0 fn(x)p(x, t)dx = ∫ b

a fn(x)p(x, t)dx <∞,para todo t ∈ R
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Entonces teniendo en cuenta lo anterior, sea g(x) = f(x)I[0,m](x), es claro

que g es una función integrable, entonces existe (gn)n∈N una sucesión de

funciones continuas con soporte compacto tal que ĺımn→∞ ||gn−g||L1 = 0,

en el espacio L1(R2,B2, µ), donde µ es la medida definida por:

µ(A) = ∫∫
A

K(x,y)
y p(x, t)p(y, t) dy dx

y como gn L1
−−−−→
n−→∞ g, existe una subsucesión (gnk)k∈N tal que gnk → g

cuando k →∞ c.s. Entonces:

∣∣∣∣ ddtE(gnk(Xt))− d
dtE(g(Xt))

∣∣∣∣
=∣∣∣∣ ddtE(gnk(Xt))− g(Xt))

∣∣∣∣
=∣∣∣∣ ĺımh→0E

[
gnk (Xt+h)−gnk (Xt)−g(Xt+h)+g(Xt)

h

]∣∣∣∣
=∣∣∣∣ ĺımh→0

[ ∫∞
0 gnk(x)p(x,t+h)−p(x,t)

h dx− ∫∞
0 g(x)p(x,t+h)−p(x,t)

h dx
]∣∣∣∣

=∣∣∣∣ ∫∞0 gnk(x) ddtp(x, t)dx− ĺımh→0
∫∞
0 g(x)p(x,t+h)−p(x,t)

h dx
∣∣∣∣

=∣∣∣∣ ∫∞0 gnk(x) ddtp(x, t)dx− ĺımh→0
∫∞
0 f(x)I[0,m](x)p(x,t+h)−p(x,t)

h dx
∣∣∣∣

=∣∣∣∣ ∫∞0 gnk(x) ddtp(x, t)dx− ĺımh→0
∫m
0 f(x)p(x,t+h)−p(x,t)

h dx
∣∣∣∣

Veamos que f(x)p(x,t+h)−p(x,t)
h es integrable. Definimos φk(x) = f(x)p(x,t+hk)−p(x,t)

hk
,

entonces por el teorema del valor medio existe ξk(x, hk) tal que
d
dtn(x, ξ(x, hk)) = n(x,t+hk)−n(x,t)

hk
, y como f es continua sobre un conjunto
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compacto existe M > 0 tal que |f(x)| ≤M , entonces:

|φk(x)| = |f(x)p(x, t+ hk)− p(x, t)
hk

|

≤ |M d

dt
p(x, ξk(x, hk))|

= |Mx
d

dt
n(x, ξk(x, hk))|

≤ |Mx
d

dt
n(x, To)|

y Mx d
dtn(x, To) es integrable para todo To, luego, por el teorema de la

convergencia dominada se tiene que:

∣∣∣∣ ∫∞0 gnk(x) ddtp(x, t)dx− ĺımh→0
∫m
0 f(x)p(x,t+h)−p(x,t)

h dx
∣∣∣∣

=∣∣∣∣ ∫∞0 gnk(x) ddtp(x, t)dx−
∫m
0 f(x) ddtp(x, t)dx

∣∣∣∣
=∣∣∣∣ ∫∞0 (gnk(x)− g(x)) ddtp(x, t)dx

∣∣∣∣
Como |gnk(x)| + |g(x)| → 2g(x), por el teorema de la convergencia do-

minada generalizada

d
dtE(gnk(Xt))→ d

dtE(g(Xt)) cuando n→∞.

Ahora, como

d
dtE(f(Xt)I[0,m](Xt))→ d

dt

∫∞
0 f(x)I[0,m](x)dx,

E
(

(fI[0,m])(Xt+X̃t)−(fI[0,m])(Xt)
Xt

K(Xt, X̃t)
)
→∫∞

0
∫∞
0

f(x+y)I[0,m](x+y)−f(x)I[0,m](x)
y K(x, y)p(x.t)p(y, t)dydx
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y fI[0,m] → f de forma creciente, por el teorema de la convergencia

monótona se tiene que:

d
dt

∫∞
0 f(x)p(x, t)dx = ∫∞

0 f(x) ddtp(x, t)dx = d
dtE(f(Xt)), luego

d
dtE(f(Xt)) = E

(
f(Xt+X̃t)−f(Xt)

Xt
K(Xt, X̃t)

)

Como se queria.

2.3.1. Solución de la ecuación de Smoluchowski caso continuo con núcleo

constante

Para la ecuación de Smoluchowski caso continuo con núcleo constante

consideramos

K(x, y) = 1, por lo tanto la ecuación está dada por:

(SC)1 =


d
dtn(k, t) = 1

2
∫ x
0 n(y, t)n(x− y, t)− n(x, t) ∫∞0 n(y, t)dy

n(x, 0) = n0(x)

Como φ0(t) = ∫∞
0 n(x, t)dx y φ′0(t) = −1

2
∫∞
0
∫∞
0 n(y, t)n(x, t)dydx para

K(x, y) = 1 entonces:

dφ0(t)
dt = −φ2

0(t)
2

la cual es una ecuación que se puede resolver por el método de variables

separables:
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dφ0(t)
dt

= −φ
2
0(t)
2 ⇒ dφ0(t)

φ2
0(t)

= −dt2

⇒
∫ dφ0(t)
φ2

0(t)
= −1

2
∫
dt

⇒ − 1
φ0(t)

= − t2 + C

⇒ φ0(t) = 2
t+ α

Donde α > 0 está dada por α = 2
φ0(0) .

Denotamos por p(x, t) = t+α
2 n(x, t) tal que (p(x, t))x≥0 es una distribu-

ción de probabilidad de una variable aleatoria positiva.

Teorema 2.1.1: Sea Xt denota una variable con densidad de probabili-

dad p(x, t) = t+α
2 n(x, t) y X̃t un variable aleatoria independiente de Xt,

con la misma distribución dada por p(x, t). Entonces, n(x, t) es solución

de (SC)1 si y solo si, para cualquier función continua f se tiene:

d

dt
E(f(Xt)) = 1

t+ α

(
E(f(Xt + X̃t)− E(f(Xt))

)
(8)

Demostración. Veamos que (8) se tiene:
d
dtE(f(Xt))

=∫∞
0 f(x) ddtp(x, t)dx

=∫∞
0 f(x) ddt(

t+α
2 n(x, t))dx

=
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∫∞
0 f(x)(1

2n(x, t) + t+α
2

d
dtn(x, t))dx

=∫∞
0

f(x)
2 n(x, t)dx+∫∞

0
∫ x
0 f(x) t+α4 n(y, t)n(x−y, t)dydx− t+α

2
∫∞
0
∫∞
0 f(x)n(x, t)n(y, t)dydx

Haciendo u = x− y y v = y en la primera integral doble entonces:

∫∞
0

f(x)
2 n(x, t)dx+∫∞

0
∫∞
0 f(u+v) t+α4 n(v, t)n(u, t)dvdu−∫∞0 f(x)n(x, t) ∫∞0 t+α

2 n(y, t)dydx

=∫∞
0

f(x)
2 n(x, t)dx+∫∞

0
∫∞
0 f(u+v) t+α4 n(v, t)n(u, t)dvdu−∫∞0 f(x) ∫∞0 t+α

2 n(y, t)dydx

Haciendo u = x, v = y y teniendo en cuenta que ∫∞
0

t+α
2 n(y, t)dy = 1

tenemos que 1
2
∫∞
0 f(x)n(x, t)dx+ ∫∞

0
∫∞
0 f(x+ y) t+α4 n(y, t)n(x, t)dydx−∫∞

0 f(x)n(x, t)dx

=

−1
2
∫∞
0 f(x)n(x, t)dx+ ∫∞

0
∫∞
0 f(x+ y) t+α4 n(y, t)n(x, t)dydx

=
(t+α)2

(2)(2)(t+α)
∫∞
0
∫∞
0 f(x+ y)n(y, t)n(x, t)dydx− (t+α)

2(t+α)
∫∞
0 f(x)n(x, t)dx

=
1
t+α

∫∞
0
∫∞
0 f(x+y) (t+α)

2 n(x, t) (t+α)
2 n(y, t)dydx− 1

t+α
∫∞
0 f(x) (t+α)

2 n(x, t)dx

=
1
t+α

( ∫∞
0
∫∞
0 f(x+ y)p(x, t)p(y, t)dydx− ∫∞

0 f(x)p(x, t)dx
)

Teniendo en cuenta que p(x, t) = P (Xt = x) y p(y, t) = P (X̃t = y), por

la independencia de las variables aleatorias se tiene que

P (Xt = x, X̃t = y) = P (Xt = x)P (X̃t = y) = p(x, t)p(y, t), luego

d
dtE(f(Xt)) = 1

t+α

(
E(f(Xt + X̃t)− E(f(Xt))

)
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Teorema 2.1.2: Sea Tt una variable aleatoria con distribución geo-

métrica y parámetro t
t+α , es decir,para todo k ≥ 1

P (Tt = k) = α
t+α( α

t+α)k−1

Sea (Yi)i≥1 una sucesión de variables aleatorias independientes e identica-

mente distribuidas con la misma distribución de Xo, que tiene densidad

de probabilidad p(x, 0), y es independiente de Tt. Definimos

Xt = ∑Tt
i=1 Yi

y denotamos por p(x, t) la distribución de la variable aleatoria Xt. En-

tonces

n(x, t) = 2
t+αp(x, t),

es la solución de la ecuación de coagulación de Smoluchowski con núcleo

constante igual a 1.

Demostración. Sea fλ = e−λx,definimos ψ(λ, t) = E(e−λXt), la transfor-

mada de Laplace de Xt y g(λ) = ψ(λ, 0), la transformada de la condición

inicial.

Usando la igualdad en (8) para fλ(Xt) = e−λXt se tiene que

d
dtE(e−λXt) = 1

t+α

(
E(e−λ(Xt+X̃t) − E(e−λXt)

)
≡
d
dtE(e−λXt) = 1

t+α

(
E(e−λXte−λX̃t)− E(e−λXt)

)

Teniendo en cuenta que Xt y X̃t son variables independientes e identi-

camente distribuidas:
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d
dtE(e−λXt) = 1

t+α

(
E(e−λXt)E(e−λX̃t)− E(e−λXt)

)

Por lo tanto ψ cumple la ecuación diferencial con valor inicial

ψ(λ, 0) = g(λ):

d

dt
ψ(λ, t) = 1

t+ α
(ψ2(λ, t)− ψ(λ, t)). (9)

Ahora, como ∂
∂t [(t+ α)ψ(λ, t)] = ψ(λ, t) + (t+ α) ∂∂tψ(λ, t), se tiene que

∂
∂tψ(λ, t) = 1

t+α( ∂∂t [(t + α)ψ(λ, t)] − ψ(λ, t)) entonces reemplazando en

(9):

∂
∂t [(t+ α)ψ(λ, t)] = ψ2(λ, t).

Haciendo y(λ, t) = (t+ α)ψ(λ, t) se obtiene la ecuación diferencial
∂
∂ty(λ, t) = y2(λ,t)

(t+α)2 , la cual se soluciona por el método de variables separa-

bles:

dy(λ, t)
y2(λ, t) = dt

(t+ α)2 ⇒
∫ dy(λ, t)
y2(λ, t) =

∫ dt

(t+ α)2

⇒ −1
y(λ, t) = −1

(t+ α) + c(λ)

⇒ 1
(t+ α)ψ(λ, t) = 1

(t+ α) + d(λ)

⇒ ψ(λ, t) = 1
(t+ α)d(λ) + 1

De lo cual ψ(λ, 0) = g(λ) = 1
αd(λ)+1 , y d(λ) = 1

α( 1
g(λ) − 1).
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Como 0 < g(λ) < 1 ya que 0 < E(e−λX0) < 1 entonces 0 < d(λ) se puede

reemplazar en la expresión anterior para ψ(λ, t):

ψ(λ, t) = 1
(t+α)
α ( 1

g(λ) − 1) + 1

= αg(λ)
(t+ α)(1− g(λ)(1− α

t+α))

= αg(λ)
(t+ α)(1− g(λ) t

t+α)

(10)

Entonces:

ψ(λ, t) = αg(λ)
t+ α

∞∑
n=0

( t

t+ α
g(λ))n

= αg(λ)
t+ α

∞∑
k=1

( t

t+ α
g(λ))k−1

= αg(λ)
t+ α

∞∑
k=1

( t

t+ α
)k−1(g(λ))k−1

(11)

.

Por otro lado, ψ(λ, t) = E(e−λXt); como Xt = ∑Tt
i=1 Yi entonces

ψ(λ, t) = E(e−λXt) = E(e−λ
∑Tt
i=1 Yi) = E(e−λ(Y1+Y2+···+YTt))

y por la propiedad del valor esperado condicional, y usando el hecho

de que las Yi son variables indenticamente independientes con la misma
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distribución de Xo para i = 1, 2, ..., Tt se tiene que:

E(e−λXt) = E(e−λ
∑Tt
i=1 Yi)

= E(E(e−λ
∑Tt
i=1 Yi|Tt))

=
∞∑
k=1

E(e−λ
∑Tt
i=1 Yi|Tt = k)P (Tk = k)

=
∞∑
k=1

E(e−λ
∑k
i=1 Yi)P (Tk = k)

=
∞∑
k=1

E(e−λY1e−λY2 · · · e−λYk)P (Tk = k)

=
∞∑
k=1

E(e−λY1)E(e−λY2) · · · E(e−λYk)P (Tk = k)

=
∞∑
k=1

E(e−λXo)kP (Tk = k)

Como la transformada de Laplace es única, entonces∑∞
k=1 P (e−λX0)kP (Tk = k) = αg(λ)

t+α
∑∞
k=1( t

t+α)k−1(g(λ))k−1, luego

g(λ) = E(e−λX0), P (Tt = k) = α
t+α( t

t+α)k−1.

Ahora seaA = {h(x) : x ∈ R} donde h(x) = ∑n
i=1 ai(eλix)i = ∑n

i=1 ai(eλix),

como A es un álgebra contenida en C0(X,R) que separa puntos.

En efecto, si {x, y} ⊆ R con x 6= y y f(x) = ∑n
i=1 ai(e−λix) 6= 0, co-

mo la función exponencial es inyectiva se tiene que e−λix 6= e−λiy pa-

ra todo i ∈ {1, 2, ..., n}, entonces si ∑n
i=1 ai(e−λix) −

∑n
i=1 ai(e−λiy) =∑n

i=1 ai(e−λix−e−λiy) = 0, se tendría que ai = 0 para todo i ∈ {1, 2, ..., n}

es decir que f(x) = 0 lo cual es una contradicción, luego f(x) 6= f(y) es

decir que A separa puntos. Además, como ex 6= 0 para todo x ∈ R se

tiene que f(x) 6= 0 para toda f ∈ A y todo x ∈ R.

Por el teorema de Stone-Weirstrass para espacios localmente compac-
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tos, A es denso en C0(X,R) y como para toda función en A se cumple

la ecuación (8), teniendo en cuenta que Cc ⊆ C0 ⊆ L1 donde Cc es el

espacio de funciones continuas con soporte compacto y como C̄c = L1

entonces C̄‖‖∞0 = L1, por lo tanto (8) se tiene para toda función en L1.

Así, por el teorema 2.1.1, n(x, t) = 2
t+αp(x, t) es solución de SC1 con

p(x, t) = n(x, t)( t+α2 ).

Teorema 2.1.3: Considerando las notaciones del teorema 2.1.2. Para

cualquier variable aleatoria X0 con densidad de probabilidad

p(x, 0) = α
2n(x, 0), tenemos, independientemente de la condición inicial

y para todo t fijo

aX t
a

(d)−−−→
a−→0

R t
4

Donde R t
4
es el cuadrado de un proceso de Bessel de dimensión dos

empezando en el origen.

Demostración. Probaremos la convergencia usando la transforma de La-

place.

Usando la expansión en serie de Maclaurin de primer orden para g(λ).

g(0) + g′(0)λ+ o(λ)

=

1− E(X0)λ+ o(λ)
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Por (10) obtenemos:

ψ(λa, t
a

) = αg(λa)
( ta + α)(1− g(λa)

t
a

t
a+α)

= αg(λa)
( ta + α)(1− g(λa) t

t+αa)

= αg(λa)
( ta + α)− g(λa)( t+αa )( t

t+αa)

= αg(λa)
t
a + α− g(λa) ta

= α(1− E(X0)aλ+ o(aλ))
t
a + α− (1− E(X0)aλ+ o(aλ)) ta

= α(1− E(X0)aλ+ o(aλ))
α− (1− E(X0)tλ+ o(aλ) ta

Además

E(X0) =
∫ ∞
0
xP (X0 = x)dx

=
∫ ∞
0
x
α

2n(x, 0)dx

= α

2
∫ ∞
0
xn(x, 0)dx

= α

2φ1(0) = α

2

Entonces ĺıma→0 ψ(λa, ta) = 1
1+ t

2λ
.

Veamos que R t
4
soluciona la ecuación de Smoluchowski con núcleo

constante.
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En efecto, como R t
4
corresponde a ψ(λ, t) = 1

1+ t
2λ

y además

1
t+ α

(
ψ2(λ, t)− ψ(λ, t)

)
= 1
t+ α

( 4
(2 + tλ)2 −

2
2 + tλ

)

= 1
t+ α

2tλ
(2 + tλ)2

= −2λ
(2 + tλ)2

= ∂

∂t
ψ(λ, t)

La igualdad se tiene cuando α = 0 y se tiene la condición

ψ(λ, 0) = g(λ) = 1

Por otro lado n(x, 0) = δ0 y (9) se cumple para ψ(λ, t) = 1
1+ t

2λ
, luego

si Xt se distribuye con la distribución del cuadrado de un proceso de

Bessel de dimensión dos empezando en el origen entonces satisface (8),

y por lo tanto n(x, t) con p(x, t) = t+α
2 n(x, t) es solución de la ecuación

de Smoluchowski con núcleo igual a uno.

Ahora, usando algunas propiedades del cuadrado de un proceso de Bessel

de dimensión dos empezando en el origen
[
3
]
, se tiene que su función de

probabilidad es

f 2
t
4
(0, y) = e

−y
2t

2t = p(y, t)

Como p(x, t) = t
2n(x, t) entonces

n(x, t) = 4
t2e

−2x
t

y así, obtenemos una solución explícita para la ecuación de Smoluchowski

con núcleo igual a uno.
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En cuanto a la unicidad de la solución, ese resultado puede obtenerse

para los núcleos que satisface:

K(x, y) ≤ C(1 + x+ y)

Para alguna constante positiva C,como se puede ver con más detalle en

[5].

2.4. Ecuación de Smoluchowski caso continuo con núcleo adi-

tivo (SC+) y núcleo multiplicativo (SC∗)

En esta sección mostraremos algunos resultados importantes con rela-

ción a la existencia de la solución de la Ecuación de Smoluchowski en el

caso continuo con núcleo aditivo (SC+) y núcleo multiplicativo (SC∗).

Probaremos que sus soluciones están conectadas.

Supondremos

φ1(0) = ∫∞
0 xn(x, 0)dx = 1

y denotaremos por n+(x, t) (respectivamente n∗(x, t) ), una solución para

la ecuación de coagulación de Smoluchowski con núcleo aditivo (respec-

tivamente núcleo multiplicativo). Para el núcleo aditivo K(x, y) = x+ y
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teniendo en cuenta los resultados del Teorema 2.1 se tiene que

φ′0(t) = −1
2
∫ ∞
0

∫ ∞
0
K(x, y)n(y, t)n(x, t)dydx

= −1
2
∫ ∞
0

∫ ∞
0

(x+ y)n(y, t)n(x, t)dydx

= −1
2
∫ ∞
0

∫ ∞
0
xn(y, t)n(x, t)dydx− 1

2
∫ ∞
0

∫ ∞
0
yn(y, t)n(x, t)dydx

= −1
2
∫ ∞
0

∫ ∞
0
yn(y, t)n(x, t)dydx

= −1
2
∫ ∞
0
n(x, t)

[ ∫ ∞
0
yn(y, t)dy

]
dx

= −1
2
∫ ∞
0
n(x, t)φ1(t)dx

= −1
2
∫ ∞
0
n(x, t)dx

= −φ0(t)

Entonces

dφ0(t)
dt

= −φ0(t)⇒
dφ0(t)
φ0(t)

= −dt

⇒
∫ dφ0(t)
φ0(t)

= −
∫
dt

⇒ ln φ0(t) = −t+ c

⇒ φ0(t) = βe−t

Donde β = φ0(0) = ∫∞
0 n+(x, 0)dx.

La ecuación de Smoluchowski para el caso continuo con núcleo aditivo
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(SC+) es:

∂n+

∂t
(x, t) = x

2
∫ x
0
n+(y, t)n+(x− y, t)dy − xn+(x, t)

∫ ∞
0
n+(y, t)dy − n+(x, t)

= x

2
∫ x
0
n+(y, t)n+(x− y, t)dy − xn+(x, t)βe−t − n+(x, t)

con condición inicial n+(x, 0) = n+
0 (x).

La ecuación de Smoluchowski para el caso continuo con núcleo multipli-

cativo (SC∗) es:

∂n∗

∂t
(x, t) = x

2
∫ x
0
y(x− y)n∗(y, t)n∗(x− y, t)dy − xn∗(x, t)

∫ ∞
0
yn∗(y, t)dy

= x

2
∫ x
0
y(x− y)n∗(y, t)n∗(x− y, t)dy − xn∗(x, t)

con condición inicial n∗(x, 0) = n∗0(x).

Teorema 3.1: Sea n+(x, t) una solución de la ecuación de coagulación

de Smoluchowski con núcleo aditivo (SC+), y condición inicial n+
0 (x).

Entonces n∗(x, t) es una solución para la ecuación con núcleo multipli-

cativo (SC∗), donde

n∗(x, t) = 1
T − t

1
x
n+

(
x,−log

(
1− t

T

))
,∀t < T. (12)

y T = ∫∞
0 n+

0 (y)dy.
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Demostración. Tenemos que
∫ ∞
0
xn∗(x, 0)dx =

∫ ∞
0
x
[ 1
T

1
x
n+(x, 0)

]
dx

=
∫ ∞
0

1
T
n+(x, 0)dx

= 1
T

∫ ∞
0
n+(x, 0)dx

= 1

para todo x 6= 0.

Veamos que n∗ satisface la ecuación de Smoluchowski (SC∗):

∂

∂t
n∗(x, t) = 1

(T − t)2
1
x
n+

(
x,−log

(
1− t

T

))
+ 1

(T − t)2
1
x

∂

∂t
n+

(
x,−log

(
1− t

T

))

= 1
(T − t)2

1
x
n+

(
x,−log

(
1− t

T

))

+ 1
(T − t)2

1
x

[x
2
∫ x
0
n+

(
y,−log

(
1− t

T

))
n+

(
x− y,−log

(
1− t

T

))
dy

− xn+
(
x,−log

(
1− t

T

)) ∫ ∞
0
n+(y,−log

(
1− t

T

))
)dy − n+

(
x,−log

(
1− t

T

))]

= 1
(T − t)2

1
x
n+

(
x,−log

(
1− t

T

))

+ 1
2

1
(T − t)2

1
x

∫ x
0
xn+

(
y,−log

(
1− t

T

))
n+

(
x− y,−log

(
1− t

T

))
dy

− 1
(T − t)2n

+
(
x,−log

(
1− t

T

)) ∫ ∞
0
n+(y,−log

(
1− t

T

))
dy

− 1
(T − t)2

1
x
n+

(
x,−log

(
1− t

T

))

Ahora, como ∫∞0 n+(y, t)dy = φ0(t) = βe−t =
( ∫∞

0 n+(y, 0)dy
)
e−t = Te−t

y n+
(
x,−log

(
1− t

T

))
= (T − t)xn∗(x, t).
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Entonces:
∂

∂t
n∗(x, t) = 1

(T − t)2
1
x
n+

(
x,−log

(
1− t

T

))

+ 1
2

1
(T − t)2

1
x

∫ x
0
xn+

(
y,−log

(
1− t

T

))
n+

(
x− y,−log

(
1− t

T

))
dy

− 1
(T − t)2n

+
(
x,−log

(
1− t

T

)) ∫ ∞
0
n+(y,−log

(
1− t

T

))
dy

− 1
(T − t)2

1
x
n+

(
x,−log

(
1− t

T

))

= 1
(T − t)2

1
x

(T − t)xn∗(x, t)

+ 1
2

1
(T − t)2

1
x

∫ x
0
x(T − t)yn∗(y, t)(T − t)(x− y)n∗(x− y, t)dy

− 1
(T − t)2 (T − t)xn∗(x, t)

∫ ∞
0

(T − t)yn∗(y, t)dy

− 1
(T − t)2

1
x

(T − t)xn∗(x, t)

= 1
T − t

n∗(x, t) + 1
2
∫ x
0
y(x− y)n∗(y, t)n∗(x− y, t)dy − xn∗(x, t)

∫ ∞
0
yn∗(y, t)dy

− 1
T − t

n∗(x, t)

= 1
2
∫ x
0
y(x− y)n∗(y, t)n∗(x− y, t)dy − xn∗(x, t)

Lo cual prueba el teorema.

Nótese que en el Teorema 3.1 se debe tener un tiempo T finito.

Teorema 3.2: Si n∗(x, t) es una solución de la ecuación de coagulación

de Smoluchowski con núcleo multiplicativo (SC∗) y condición inicial

n∗0(x), entonces n+(x, t) es una solución de la ecuación de Smoluchowski

con núcleo aditivo (SC+), donde

n+(x, t) = xTe−tn∗(x, T (1− e−t))

y T =
( ∫ x

0 x
2n∗0(x)dx

)−1
.
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Demostración. Tenemos que
∫∞
0 xn+(x, 0)dx = ∫∞

0 x2Tn∗(x, 0)dx = T 1
T = 1

Veamos que n+ satisface la ecuación de Smoluchowski (SC+):

d

dt
n+(x, t) = e−txT

[
− n∗(x, T (1− e−t)) + Te−t

d

dt
n∗(x, T (1− e−t))

]

= e−txT
[
− n∗(x, T (1− e−t))

+ Te−t
x

2
∫ x
0
y(x− y)n∗(y, T (1− e−t))n∗(x− y, T (1− e−t))dy

− Te−txn∗(x, T (1− e−t))
]

= −e−txTn∗(x, T (1− e−t))

+ e−2tT 2x
2

2
∫ x
0
y(x− y)n∗(y, T (1− e−t))n∗(x− y, T (1− e−t))dy

− e−2tx2T 2n∗(x, T (1− e−t))

Como n∗(x, T (1− e−t)) = n+(x,t)
xTe−t , entonces

d

dt
n+(x, t) = −e−txT n

+(x, t)
xTe−t

+ e−2tT 2x
2

2
∫ x
0
y(x− y)n

+(y, t)
xTe−t

n+(x− y, t)
xTe−t

dy

− e−2tx2T 2n
+(x, t)
xTe−t

= −n+(x, t) + 1
2
∫ x
0
y(x− y)n+(y, t)n+(x− y, t)dy

− e−txTn+(x, t)

Como T = β se tiene el resultado, además si x = 0 entonces n+(0, t) = 0

es solución.

Después de ver esta relación entre las soluciones n+(x, t) y n∗(x, t)

se puede hacer un procedimiento similar al que se realizó con el núcleo

constante, los detalles se encuentran en [1] donde también se muestra
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que la solucines para la ecuación de Smoluchowski con núcleo aditivo y

núcleo multiplicativo respectivamente son:

n+(x, t) = 1√
2π
e−texp

(
− e−2tx

2
) 1
x

3
2

(13)

n∗(x, t) = 1√
2π

1
x

5
2
exp

(
− t2x

2
)

(14)

2.5. Conclusión

En este trabajo se muestra como conceptos de probabilidad y de teo-

ría de la medida ayudan a solucionar ecuaciones diferenciales de gran

complejidad, además de hallar la solución se demuestra la existencia y

unicidad de estas soluciones.
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