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1. Soluciones de la ecuacion de Smoluchowski caso
discreto

1.1. Resumen

En este trabajo se presentan soluciones de la ecuacion de Smoluchowski version
discreta, usando algunos conceptos de probabilidad y métodos para resolver ecuaciones
diferenciales parciales. Esta ecuacion es de gran importancia ya que modela la tasa de
cambio del nimero promedio de polimeros de masa k con respecto al tiempo ¢t y ademas
no se ha podido resolver usando los métodos tradicionales debido a su complejidad, es
por esto que es de gran importancia para los matematicos pues abre nuevos caminos

para la solucién de distintos tipos de ecuaciones. {1]

1.2. Preliminares

A continuacién se presentan algunos teoremas de analisis matematico y probabili-
dad los cuales son de gran importancia para demostrar muchos de los resultados que
se muestran en este trabajo, las referencias de estos resultados premilinares se encuen-
tran en la bibliografia. Teorema:(Producto de Cauchy) Sean ¥>°°, a,, y
>0 1 by, dos series de nimeros complejos, entonces
(Zfﬁzl an>(2?f:1 bn> = Y° ¢, donde ¢, = X)_; arb,— para n € N.
Para una demostracion ver [3}

Teorema 1 Seana < by { fnineN } una sucesion de funciones deri-
vables en (a, b) tal que la sucesion {f) :n € N } converge uniformemente
en (a, b) y existe un punto xy € (a, b) tal que la sucesion {fn(xo) 'n e N}
converge. Entonces la sucesion { fnineN } converge uniformemente en
(a, b) y (limgHOO fn)/ = lim,_,~ f!. Para una demostracion ver [2]

Teorema 2 Sea ( fn) una sucesion de funciones de variable real o

compleja definidas en un conjunto A, y supongamos que para cada ( fn)



existe una constante positiva M,, tal que ‘ fn(a:)‘ < M, para todo n > 1
y todo x en A. Supongamos también que la serie >°° ; M,, converge. En-
tonces 2% fn(x) converge uniformemente en A.Para una demostracion
ver [2}

Teorema 3 Sea K un conjunto compacto y ( fn) una sucesion de fun-
ciones reales continuas definidas sobre K que convergen puntualmente
en K a la funcién continua f. Si f,,11(z) < f.(x) para todo x € K y todo

n € N entonces f, converge uniformemente a f.Para una demostracion

ver [2} :

Teorema 4:(Condicién uniforme de Cauchy) La sucesion de fun-
ciones (f,) definidas en K con valores en R converge uniformemente en
K siy solo si para cada € > 0, existe N € N tal que para todo n,m € N
n>m > N, t € K entonces ‘ fn(t)— fm(t)’ < e.Para una demostracion

ver [2] .

Funcién Generadora de Probabilidad:(Geométrica) Si p, =

pg" 'k € N;g = 1 — p entonces Gx(s) = s S ‘5) < ¢ ' Para una

demostraciéon ver [4} y [5]

Distribucién de Borel La distribucién de Borel es una distribucion
de probabilidad discreta para la cual si X es una variable aleatoria se
dice que tiene distribucién de Borel con pardmetro A € [0, 1] si la funcién

de masa de probabilidad de X viene dada por:



P(X =k)= eﬂk(k%, k € NPara una demostracién ver [4]y [5].

1.3. Introduccion

En este documento se encuentran soluciones a la ecuacién de Smolu-
chowski la cual describe el proceso de coagulacion entre particulas en este
caso se hablara de polimeros. Para hallar las soluciones se usan métodos
para resolver ecuaciones diferenciales parciales y algunos conceptos de
probabilidad debido a que esta ecuaciéon no se puede solucionar con los

métodos tradicionales.

Para k € N*, denotaremos P} a un polimero de masa k, que es un con-
junto de k particulas identicas. A medida que transcurre el tiempo estos
polimeros pueden estar tan cercanos que existe la posibilidad de que se
fusionen en un solo polimero cuya masa seria la suma de los dos poli-
meros que se fucionaron en caso de que la reaccién sea binaria. A este

proceso se le conoce como coagulacion.

Por ejemplo si ocurre el proceso de coagulaciéon entre dos polime-
ros, uno de masa k y otro de masa j se denota formalmente como

Sean n(k,t) el nimero promedio de polimeros de masa k por unidad de
volumen en el tiempo ¢, la expresién kn(k,t) la parte de la masa que
consta de polimeros de masa k por unidad de volumen, en el tiempo t.

Es decir que la masa total estard dada por >3°, kn(k,t).



La velocidad con la cual ocurre el fendémeno de coagulacién entre un
polimero de masa k£ y otro de masa j es directamente proporcional a
n(k,t)n(j,t), la constante de proporcional llamada nitcleo de coagulaciémn

se denota como K(k, j). Este ntcleo satisface las siguientes propiedades.

k1) K es no negativo, K : N* x N* — R™.
k2) IC es simétrico, KC(7,j) = K(7,1).

Para el desarrollo de este trabajo se considera la siguiente definicion.

Definicién: Sea T' € (0, 00] y (ng(k))r>1 una sucesién de nimeros reales
positivos. Llamamos una solucién fuerte de (SD) sobre [0,7T), a una
sucesiéon de funciones positivas tal que, para todo t € (0,7) y k& > 1
la derivada de n(k,t) con respecto a t existe, 22, K(j, k)n(j,t) < ooy
(SD) se verifica.

Una solucién global es una solucion con T' = oco. La solucion se llama

local en otro caso.

La ecuacion de Smoluchowski modela la tasa de cambio del nimero
promedio de polimeros de masa k con respecto al tiempo t este término

esta dado por:

In(k,t) = $Si21KG k= G)n(, tn(k — j,t) — n(k,t) 52, K(j, k)n(j, t)
n(k,0) = no(k),k>1



Donde el término $f=1 K(j, k — j)n(j, t)n(k — j, t) representa la obten-
cion de polimeros de masa k y se multiplica por % ya que por la simetria
de K estariamos sumando dos veces los mismos términos;y la expresion
n(k,t) 352, K(j, k)n(j, t) representa la eliminacion de polimeros de masa

k.

Desde un punto de vista fisico decir que se tiene conservacién de masa

durante este proceso, es equivalente a la expresiéon matematica:

2211 ]CTL(]C, t) = 22021 kn(k7 O)

Por eso es importante tener en cuenta el tiempo en el cual esto se cum-

ple, para ello se considera la siguiente definicién.

Definicion: El primer tiempo a partir del cual no hay conservacion de

masa se llama tiempo de gelz ficacion y se define como:

Ty = inf{t > 0: £, kn(k,t) < S5, kn(k,0)}

1.4. Solucion de la ecuacion de Smoluchowski

Durante muchos anos se ha estudiado y se ha resuelto la ecuacion
de Smoluchowski para distintos tipos de ntcleo de coagulacion. En este
trabajo se presenta la solucion para un nicleo constante. multiplicativo

y aditivo, como se vera a continuacion.

K(i,j) =1



1.4.1. K@4,j) =1
Para el caso en el que el kernel es igual a 1 se tiene la siguiente ecua-

cion:

In(k,t) = 128 n(j tnlk —4,t) — n(k,t) 232, n(j, t)
n(k,0) = o1(k), k> 1

(SD)! =

Consideremos la sucesién S,,(t) = X7, kn(k,t) paratodot € K = [O, b]
donde 0 < b < T}¢; como kn(k,t) > 0, entonces Sy, < Spy1 ¥ S (t) con-
verge cuando m — oo para todo t € K ya que estamos considerando
un intervalo en el cual se tiene conservacién de masa, es decir que Sy, ()
es acotada y por lo tanto, por el teorema 3 S, converge uniformemente

en K, luego 22, kn(k,t) también converge uniformemente.

Como S, converge uniformemente, por el teorema 4,dado ¢ > 0, exis-
te N € N tal que para todo n,m € N n > m > N se tiene que

‘Sn(t)—Sm(t)‘ < €; en particular |Sm+1(t)—5m(t)’ < e.
y como fp, = X n(k,t)< i kn(k,t), entonces:
|fm+1(t)_fm(t)‘ < Z’;E}m n(k; t) < Zrknz—i—nlz+1 kn(k, t) <€

Es decir que (f;;) es uniformemente de Cauchy por lo tanto f,, converge

uniformemente, luego 1im,,, o X7, n(k,t) = 22 n(k,t) = f(t), donde



f(t) es una funcién continua.

Sea f, : (0, b) — R, 0 < b < Ty, definida como antes

(fin(t) = 2Py n(k,t)), por (SD)! tenemos que esta funcién es derivable
en (0,0) y fr,(t) = g Zity n(k, t); asf:

Y 1dt n(k,t) = 5370, Zﬁ;% n(j, t)n(k — j,t)— i n(k, t) 232, (4, t)

9
Y 1dt n(k,t) = %(Zk 1 n(k, 75)) — iy n(k, t) 252 n(j,t)

fn(t) = 5(fm(8))*= fin(t) - f (1)
Veamos que (f,(¢))? v f(t) - f(t) convergen uniformemente:

1) (fu(t))? converge uniformemente:

Como f es continua en un compacto, entonces ‘ f (t)‘ < %, para todo
t € [0,b]; y teniendo en cuenta que para todo e > 0 ‘fn(t)—fm(t)k—

siempre que m,n>N para algin N € N entonces:

Sea € > 0 dado, existe N € N tal que para todon,m € Nsin>m > N

se tiene que

(Fa)?=(fm(t))?)

()= Fon ()| ()4 fra(2)]
<

‘fn(t)_fm(t)‘(‘fn(t)’—i"fm(t)’)

<



()= fin (8)]| f )+ £ ()]

‘fn(t)_fm(t)‘pf(t)’

<

€

Es decir que (f,(t))? converge uniformemente de Cauchy y por lo

tanto converge uniformemente.

2) fin(t) - f(t) converge uniformemente:

Como f es continua en un compacto, entonces ’ f (t)‘ < M, para todo
t € {O, b}; y teniendo en cuenta que para todo € > 0 ‘fn(t)—fm(t)kﬁ

siempre que m,n>N para algin N € N entonces:

Sea € > 0 dado, existe N € N tal que para todon,m € Nsin>m > N

se tiene que

) - F(O)=Fult) - f(D)]

F ()] fa(t)— fin ()]

<

€

Por 1) y 2) se tiene que f; (t) converge uniformemente y por el teo-
rema 1 la sucesion { fm :m € N} converge uniformemente en (a,b) y

(1my—soc fm), = lim, o f},- Es decir 32, In(k,t) = 4 n(k,t).



Sumando a ambos lados SD desde k = 1 hasta infinito tenemos:

> he %n(k, t)=5%52, Z?;ll n(g, t)n(k — j,t) — 32 n(k, 1) 252 n(j, t)

2 n(k,0) =3 no(k), k> 1
por el producto de Cauchy y el teorema 1 esto es equivalente a:

% Yy n(k,t) = %Z]O'il n(j,t) gz n(k,t) — SR n(k, 1) 52 n(j, 1)

Lypein(k,t) = 3532, n?(k, t) — 552, n(k, t)

45k, t) = =L 532, n?(k, t)

Si hacemos y = Y72, n(k, t) obtenemos la ecuacion diferencial % = —1y?

, con la condicién inicial y(0) = 1,la cual se puede resolver por el método

de variables separables, entonces:



2

i3, es decir

Como y(0) = 1 se tiene que c =2 y asi y =

Zzozl n(k7 t) - H%Q

Esto nos lleva a considerar p(k,t) = (1 + £)n(k,t) tal que (p(k,t))>1
forma una distribucion de probabilidad. La funciéon generadora de pro-

babilidad para esta distribucién es G(t,s) = ¥, p(k,t)s* para ‘s‘<1.

Si multiplicamos la ecuacién de Smoluchowski (SD)! por s* y luego su-

mamos desde £ = 1 hasta infinito, entonces:

32y dn(k,t)sh = 3202 it n(f, tn(k—j, t)s" = n(k, t)s* 252 n(j, t)

02y An(k,t)sh = 5202 SiTin(j, t)sin(k—j,t)s" =02 n(k, t)sF £22 n(j, t)

2
S5y an(h,t)st = (S nlk,0)s") = £ n(k, )5t £, n(,1)

Sy gk, t)s” %Gf’s)_ G(t.s)

Si derivamos G con respecto a t:

DGt s) =25 n(k,t)sh + (1+ D2 52 n(k, t)sk

2+ 6)2G(t,s) = ZH 322 n(k, t)sk + ZEE 0 e 1)sk

G2 ,S 2 G ,8
(2 + t)%G(t, s)=G(t,s)+ (%)2(1&)2—(2?) (1%))2)

10



2+t)2G(t, s) = G(t,s) + G*(t,s) — 2G(t, )

2+1)5G(t, s) = G(t,s)(G(t,s) — 1)

De esta manera obtenemos la ecuacion:

2+t)2G(t,s) = G(t,s)(G(t,s)—1)
[SD]" = G(t,1) = 1
G(0,s) = s

Haciendo y = G(t, s),entonces la ecuacién anterior es equivalente a so-

lucionar

2+t)ly=y>—y

=
dy —_ dt
Y2y T 2+t
=
dy _ _dt
J yi-y J 2+t

Realizando fracciones parciales para resolver la integral de el lado iz-

quierdo se obtiene para y # 0y y # 1:

ln’y — 1’ — ln‘y’ = ln‘2 + t‘ + ¢(s)
=

A =t + 2)et)

Nétese que 1—y > 0, en efecto y(t, s) = 35, p(k,t)s* < 3%, p(k,t) =1

11



para ‘3‘ < 1, entonces:

1=y = (t +2)e®) = y(t, 5) = W = G(t, s)

Si analizamos las condiciones iniciales dadas para esta ecuacién enton-

Ces:

Reemplazando este valor en la expresion para G(t, s):

(%) G(t,s) = 25 = 2

T 2s4+(t4+2)(1—-s)  t+2—st

Esta solucién es valida para t € [0,T}) con T, = o0o; en efecto, si en

2
L . 71595 .
(*) dividimos por t + 2 se tiene que G(t, s) = lfft%s, si llamamos p = t—i—%
y q = H—% entonces G(t,s) = 1257 es decir, obtenemos una distribucion

de probabilidad Geométrica para )3‘<q*1, y sabemos que para esta dis-

tribucién py = pg*~* donde k € N.

Por lo tanto p(k,t) = (%H)(H%)k_l, k €N, luego n(k,t) = (g%ty(t%g)k_l

y como Y32 kn(k,t) = (535)* 32 k(;15)" ", si hacemos r = 32; obtene-
mos una serie geométrica que converge a (1_%)2 para ‘r‘ < 1 es decir que
Y2, kn(k,t) = 1, para todo t € [0,00), lo cual justifica la afirmacién

hecha.

12



1.4.2. K(i,j) =ij

Para el kernel igual a ij para todo {i,7} C N se obtiene la ecuacion:

In(kit) = S5k — i,k — 4,t) — kn(k,8) 532, jn(i. )
n(k,0) = &i(k), k> 1

Consideramos de nuevo S,,(t) = X", kn(k,t) para todo
te K = [O, b] donde 0 < b < Ty, y como en el caso anterior
S(t) = X2, kn(k,t) también converge uniformemente y f,,,(t) = >3 n(k, t)

tambien converge uniformemente a f(t) = >3, n(k,t).

Ahora sea f,, : (O, b) — R, 0 < b < T}, definida como antes

(fm(t) = iy n(k,t)), por (SD) tenemos que esta funcién es derivable
en (0,0) y fl,(t) = £ 55, n(k,t); as:

ij ldt (k t) QZ/C IZ§ 111C<j7k .]) ( ) (k ]7 )_Z}en:lna{j?t)Z;)illc(kaj)n(]7t)

Sy gn(k,t) = 550, S j(k—g)n(g, t)n(k—j,t)— Siey kn(k, 1) 252, jn(j, t)

2
Sy n(k,t) = 355 kn(k,t)) = Sy kn(k, 1) 552, (), )

SIS

() = 5(Sm(t))?=Sm(t) - S(t)

Veamos que (S,,(t))* y Sp(t) - S(t) convergen uniformemente:

13



1) (S;u(t))? converge uniformemente:

Sea ¢ > 0 dado, existe N € N tal que para todo n,m € N si

n > m > N se tiene que

Es decir que (S,,(¢))? converge uniformemente de Cauchy y por lo

tanto converge uniformemente.
2) Spu(t) - S(t) converge uniformemente:

Como S es continua en un compacto, entonces ’S (t)’ < %, para todo
t)—

a
t e [O,b]; y teniendo en cuenta que para todo € > 0 ’Sn( Sm(t)’<ﬁ

siempre que m,n>N para algin N € N entonces:

14



Como S es continua en un compacto, entonces ‘S (t)‘ < M, para todo
t e [O,b}; y teniendo en cuenta que para todo € > 0 )Sn(t)—Sm(t)kﬁ

siempre que m,n>N para algin N € N entonces:

Sea € > 0 dado, existe N € N tal que para todon,m e Nsin>m > N

se tiene que

Por 1) y 2) se tiene que f/ converge uniformemente y por el teore-
ma 1 la sucesion { fm o m € N} converge uniformemente en (a b) y

(1my o fm) = lim, o f1,. Es decir 32, In(k,t) = L n(k,t).
Sumando a ambos lados (SD)* desde k = 1 hasta infinito tenemos:
SRz gk, t) = 5 502 501 J (k—=g)n(j, )n(k—j,6) =532 kn(k, ¢) 552, jn(j,t)-

Como antes, consideremos p(k,t) = k) y asi (p(k,t))r>1 forma
Zj:l jn(j.t) =
una distribucién de probabilidad. La funcién generadora de probabili-

dad para esta distribucién es G(t,s) = 232, p(k,t)s* para ‘s‘<1.

Si multiplicamos la ecuacién de Smoluchowski por s* y k, sumando des-

de k = 1 hasta infinito, entonces:

15



>he 1dtlm(l~c t)s* Zzolkzj 1 (k=j)n(, t)n(k—j,t)s* =72,

Esta expresion es equivalente a

i S bl = 555 )k = ol = )
_ é 2n(k,t)sk§ in(j, 1)

Usando el producto de Cauchy tenemos que:
G(t,s) = 532, Sh=t jnl, )8 (k — j)n(k — j,t)s"
Luego:

2G2(1,5) = 55, S ik — )G, ik — §,£)sh]

Reemplazando:

2G(ts) = LGt s) — s2G(1, )
[SDI* =< G(t,1) = 1
G(0,s) = s

Esta ecuacién se puede escribir de forma equivalente como:

%G(t, s) = QGQ(t, s) — S%G(t, s)

S
2 0s

DG(t,s) = —s(1 — G(t,8) LGt s)

16

k2 (k t)S Zooljn(jat)
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DGt s)+s(1—G(t,s)2G(t,s) =0

entonces por el método de las caracteristicas [6] se tiene que % =

% = %, de lo cual dG = 0, es decir que G(t,s) = ¢ donde

c € R. Digamos que G(t,s) = ¥(t, s, G)

Ahora, % = 3(1—2*8(15 3 = S(ffc) usando el método de variables separables

se tiene que:

(1—c)dt =1%
=

(1—c)jdt=1%

(c—=Dt+In(s) =1 = ¢(t,s,G)
=

(G =Dt +1In(s) =c = o¢(t,s,G)
Podemos suponer que existe una funcién f tal que:

f(o(t,s,G), (. s,G)) =0

fU(G=Dt+1In(s),G) =0

17



De lo cual, de acuerdo con el método de las caracteristicas podemos su-

poner que existe una funcion inyectiva g tal que
(x) G(t,s) = g((G — 1)t 4+ In(s)), usando las condicién s = G(0, s).

s = G(0,s) = g(In(s))
=

(#5) 5 = g(in(s))

Esto para todo s, en particular para s = G(t, s) es decir
G(t,s) = g(In(G(t, s))); asi, igualando (x) y (**) como g es inyectiva se

tiene que:

(G(t,s) — D)t +In(s) = In(G(t, s))

Set(G(t,s)—l) — G(t, S)

G(t,s) es una funcién generadora de probabilidad de una distribucién

, . . e—tk(tk)k—l
Borel con pardmetro A = ¢, por lo tanto p(k,t) = M Por otro

lado p(k,t) = kn(k,t) luego:

n(k,t) = %((tk)kl_)!le_tk. La cual es solucién de (SD)* para Ty = 1.( ver

[LT81] en [1)).

18



1.4.3. K(i,j)=i+j

Si reemplazamos el kernel por 7+ j en la ecuacion original obtenemos

para todo {i,j} C N:

n(k,t) = 35520 + k= j)n(j, t)n(k — j,t) — n(k, t) 52, (k + j)n(j, t)

DN | —

In(k,t) = 5252t n(j, tn(k—j,t) =252, kn(k, t)n(j,t) =52 jn(j, t)n(k, t)

dn(k,t) = § 52 n(j, On(k—g,t)—kn(k, t) £32 n (5, t)—n(k, t) 32 jn(5,t)

b, t) = £S5, Bk — j,t) — kn(k,£) 32107, 1) — n(k )
Asi tenemos la siguiente expresion para (SD) cuando K(i,7) =i + j:

(SD)" — an(k ) = 35550 + k= )n(, On(k = 4, t) = nlk,t) 32, (k + j)n(j, 1)
n(k,0) = 6(k), k> 1

Consideramos S,,(t) = >j-; kn(k,t) para todo t € K = [0, b] donde
0<b<TyqySt) =332, kn(k,t) la cual converge uniformemente y

f(t) = 23y n(k,t) que converge uniformemente a f(t) = >, n(k,t).

Ahora sea f,, : (O, b) — R, 0 < b < Ty, definida como antes

(fm(t) = iy n(k,t)), por SD tenemos que esta funcién es derivable en

(0,0) y f1,(t) = & =iy n(k,t); ast:

Zk ldt (k t) 12§ 111C(]7k ]) ( ) (k ]7 )—Z?:1”(kat) ;Ozllc(ka.])n(]vt)

19



>k %n(/{, t) =20, % Zﬁ% n(j, t)n(k—j,t) >0 kn(k,t) Z;')il n(j,t)—

Zznzl n(k7 t)

Gy n(k,t) = 5 iy kn(k, t) Sy n(k, £) — Sy kn(k, ) 232, n(j,t) —
21:1 n(k7 t)

f?%(t) - %Sm(t) ) fm(t)_f(t)_fm<t)

Como (S,,(t))m es uniformemente de Cauchy entonces para todo € >

0, existe N € N tal que para todo m € N si m > N se tiene que
S (t) =S (1) < .

Ahora,
Fonar ()= (8)] = P2k n(k, t) < SPEE kn(k,t) = [Snan(t) =S ()] <

€.

Por lo tanto (f,(t)),, es uniformemente de Cauchy y como f(¢) es con-
tinua en un intervalo compacto, existe M > 0 tal que ‘ f (t)‘ < M para
todo t € K = [0,b] donde 0 < b < Ty, luego 3.5, () - frn(£)—f(t)— fin()

converge uniformemente y en consecuencia también f/ ().
Sumando a ambos lados (SD)" desde k& = 1 hasta infinito tenemos:

ij)il n(kat)
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4y in(k,t) =322 S8 (G + k= i)n(i, n(k — j,t) — 2522 n(k, t)

455 nlk, ) = 3( =2, S in (G n(k—j, )+ 55, S (k—5)n(, t)n k-
jr1)) = 25 (k. 1)

Por el producto de Cauchy tenemos que:

s, S jn, nk — j.t) = 52y kn(k, ) S5 n(k, t)
Y
52 S5k — ) n(G, tnlk — j,t) = 532 n(k, ) S5 n(k, t)

Reemplazando estas expresiones en la igualdad anterior:

% iy n(k,t) = =22 n(k,t)

Haciendo y = 332 n(k, t) obtnemos la ecuaciéon diferencial:

2

= —y con y(0) =1

La cual se soluciona por el método de variables separables

U

= —dt
Y
=
dy _

[ =—Tdt
=
ln’y‘:—t-l—c
=

y(t) =e'e
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y como y(0) = 1 entonces y(t) = e~ '. Es decir X2, n(k,t) = e

Asi, podemos considerar p(k,t) = e'n(k,t) tal que (p(k,t));>1 forma una
distribucién de probabilidad. Donde la funcion generadora para esta dis-

tribucién esta dada por G(t, s) = 3%, p(k, t)s* para ‘s’ < 1.

Nétese que si multiplicamos (SD)* por s* y luego sumamos desde k = 1

hasta infinito, entonces:

(0) 232y gynlk, t)s™ = § 072y S321 kn(g, t)n(k—j, )~ =72y kn(k, t)s" £32 n(j, 1)~
Z/ﬂZl n(k‘,t)s

Ahora si derivamos a G(t, s) con respecto a t:
Ly en(k,t)s® = et Lspe n(k,t)sk + e 552 n(k,t)s*

Si reemplazamos (o) en la anterior igualdad y usando el hecho de que

>, n(k,t) = e' obtenemos:

G ek, st = § 552 Sin{ (jk—)n(i, Din(k—j, t)s" —e's 32 kn(k, £)s" e
et 220:1 n(k,t)Sk

45 etnlh, t)st = 5| £ i jsin(, Onlk—j, 6)s" 4552 S n(,1)s (k-
§)s*In(k — j, t)} —els 0 kn(k, t)sF et — et 2 n(k,t)s”

455 etnlh, )8 = 5| T3 kstn(k, £) S22, n(k, £)s 4552, kn(k, )" S22 n(k, )5 -
els 22 kn(k,t)shte ™t — 2 eln(k, t)s
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45 etn(k,t)s* = et o2 kn(k,t)sF 20 n(k, t)sF—els 230 kn(k,t)s" e
% — G(t, s) S kn(k, t)s" — e7!s2C

% — sG(t, s) S kn(k, t)s" 1 —e!s%E

96 — setG(t, s) 20 elkn(k, t)sF 1 — e*ts%—f

% — se7tG(t, 5)%¢ — ets%C

%= se‘t(G(t, s) — 1)%2
Obteniendo la ecuacién:

oG — se‘t<G(t, s) — 1)%6,:

ot
[SDI* =1 G(t,1) = 1
G(0,s) = s

Para solucionar esta ecuacion usamos el método de las caracteristicas [6]

y escribimos la ecuacién como:

% — set(G(t, s) — 1>%f

a4 set<1 — G(t,s))%f =0

entonces 4 = ds = %, de lo cual dG = 0, es decir que

LT o)

G(t,s) = ¢ donde ¢ € R. Digamos que G(t,s) = ¥(t,s,G)
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Ahora, % = ds

R (R

tiene que:

(1—c)eldt =&
-

(1—c)fe_tdt:f%

4

usando el método de variables separables se

(1—c)et+in(s) =c1 = o(t, s,G)

Supongamos que existe una funcién f tal que:

f(gb(ta S5 G)a "vb(tv S5 G)) =

0

f(1=Get+lin(s),G) =0

De acuerdo con el método de las caracteristicas se puede suponer que

existe una funcién inyectiva g tal que

(%) G(t,s) = g((1 = G)e™" + In(s)), usando las condicién s = G(0, s).

s=G(0,s) =g(1 —s+In(s))

=

s = g(In(e!=*) + In(s))
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=N

(%%) s = g(In(sel™®))

Esto para todo s, en particular para s = G(t,s); asi, igualando (x) y

(x*) como ¢ es inyectiva se tiene que:

(1—G(t,8))e™" +in(s) = In(G(t, s)e!~Ft)

5e(1-Gt8)e™ ~(1-Clt:5) — (¢, s)

G’(]';7 3) = Se(G(tvS)fl)(lfeit)

Por lo tanto G/(t, s) es una funcién generadora de probabilidad de una dis-
tribucién Borel con pardmetro A = 1 —e~*; luego p(k, t) = e~ (1=¢ ¥ ((1—

e~ k)" 1%, por otro lado p(k,t) = e'n(k,t) de lo cual se obtiene que:

n(k,t) = LEOZC I emtemhi=e)

D S

La cual es solucién de (SD)™ para todo T € [0, 00).( ver | Kok88] en [1]).
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1.5. Conclusion

En este trabajo se puede evidenciar otra forma de solucionar ecua-
ciones diferenciales de gran complejidad como lo es la ecuacién de Smo-
luchowski. En él se muestra la importancia y la eficacia que tiene la
probabilidad ya que esta fue fundamental para probar tanto la existen-
cia como la unicidad de las soluciones. Estos conceptos nos permitieron
simplificar el problema reduciendo la ecuacion original a una en deriva-

das parciales, de la cual si se conocen muchos métodos para solucionarla.

2. Soluciones de la Ecuacion de Smoluchowski

caso continuo

2.1. Resumen

En este trabajo se presentan soluciones de la ecuacién de Smoluchows-
ki versién continua usando algunos conceptos de probabilidad y de teoria
de la medida; especificamente se muestra el procedimiento para llegar a
la solucién de la Ecuacion de Smoluchowski caso continuo con nicleo
constante, y algunos resultados de gran importancia en los cuales se po-
ne en evidencia la relaciéon que se presenta entre la ecuaciéon con ntcleo

multiplicativo y nucleo aditivo.

Esta ecuacion es de gran importancia ya que modela la tasa de cambio
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del niimero promedio de polimeros de masa k con respecto al tiempo
t vy ademas no se ha podido resolver usando los métodos tradicionales
debido a su complejidad. [1]

2.2. Preliminares

Teorema de la convergencia dominada Si f, g, f1, fo, ..., son fun-
ciones medibles, |f,(z)] < g(z) para todo n € N, con g p-integrable
y fao(x) — f(x) salvo en un conjunto de medida cero, entonces f es

p-integrable y

lim, oo [ fu(@)dp = [ f(x)dp

Para una demostracion ver m

Lema de Fatou: Sean fi, fo,..., ffunciones medibles

a) SifanparatodonENy/fd,u> —00,
lim inf,, o / fodp > / lim inf f, dp.
b) Si f, lef para todon € Ny /fdp, < o0,
lim supn%oo/fn du < /lim sup fr, di.
n—oo
Para una demostracion ver m

Teorema de la convergencia dominada generalizada: Sean f, g,,, f,
medibles para todo n € N tales que |f,| < g, con g, > 0 paratodon € N,
ademas

1) fu(z) — f(x) salvo en un conjunto de medida cero.
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2) gn(x) — g(x) donde g es integrable salvo en un conjunto de medida
cero.

Entonces

limnﬁoo/fn(:c)dx = /f(:c)dsc y [ es integrable.

Demostracion. Como f,(x) — f(x)y gn(x) — g(z) salvo en un conjunto
de medida cero, y |f,| < g, para todo n € N, tenemos que g, + f,, > 0

y gn — fn > 0, por lo tanto aplicando el lema de Fatou

Jadp+ [ fdp= [(g+f)dp
- /nli_{go(gn + fn) dp
= [liminf(gn + f.) dp
< lim inf / (gn + fn) dp
= liminf [ go dp + liminf [ £, du
= [gdu+1limint [ fodu
Luego,
[ Fdp <liminf [ f, dy (1)

Por otro lado

Jadp— [ fdp= [(g—f)du
= | lim (g — fa) du
= / liminf (g, — fu) du
< liminf [ (g0 — f) dp
= liminf [ godp + liminf [ —f, du

= / gdp — limsup / Jndp
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asi,
hmsup/fn dp < /fd,u (2)

De (1) y (2) se tiene que

limsup,, o, [ fudp < [ fdp <liminf [ f, dp

y como liminf,, . / fndp < lim sup / fndu entonces
n—oo

lim inf,, oo [ fodp = lim sup [ fudu= [ fdu

y asi

limy e [ fodp = [ fdp= [ Jim fdp

[]

Teorema (Propiedad del valor esperado condicional): Si Y es
una variable aleatoria con E(Y) < oo y X es otra variable aleatoria

entonces E(Y) = E(E(Y|X)).

Teorema del Valor Medio: Sea f una funcién continua en [a,b] y

derivable en (a,b), entonces existe al menos un punto ¢ en (a, b) tal que

f'(e)(b—a)= f(b) — f(a). Para un demostracién ver [11].

Teorema de Stone-Weierstrass (espacios localmente compac-
tos): Supongamos que X es un espacio de Hausdorff localmente compac-
to y A es un subdlgebra de Cy(X,R). Entonces A es denso en Cy(X,R)
(con la topologia de convergencia uniforme ) si y solo si A separa pun-
tos y se anula casi en ninguna parte.(Se dice que un subdlgebra A de
Co(X,R) se desvanece en ninguna parte si no todos los elementos de A

se desvanecen simultaneamente en un punto, es decir si para cada x € X,

29



existe f en A tal que f(z) # 0). Para una demostracién ver |9].

Definicion: Sean X, X,, n = 1,2, ... variables aleatorias con valores
en (R, B¥). (X,)nen converge en distribucién hacia X, se denota por

X, ﬁ X si Px, = Py, se escribe también X,, = P si P = Px.. Ver
7]

Teorema: Sean X, X,,, n =1, 2,3, ..., variables aleatorias con valores en
(R¥, B¥) entonces X, % X siy solo si E(f o X,,) —— E(f o X), para

toda f € C*(R¥). Para una demostracién ver [7|

Proceso de Bessel: Un proceso de Bessel debe su nombre a Friedrich

Bessel y es un tipo de proceso estocastico.

0- y 2-dimensional procesos de Bessel estan relacionados con el movi-

miento browniano a través de los teoremas Ray-Knight.

Definiciéon: Sea x,6 > 0, la tnica solucién fuerte de

Zt=:c+2/0t\/stﬂs+5t

se llama el cuadrado del proceso de Bessel de dimensiéon iniciado en x.
El indice del proceso es v = g — 1. La notacién es Z ~ BESQ’(z) o
Z ~ BES Q(”)(x). La ley de probabilidad de este proceso en el conjunto

de funciones continuas se denotara Q° o Q).

La distribucién de p?, si p> ~ BESQ?(x), entonces

E(e ™) = Q) (e ™) = ¢(x,0)

Donde X; ~ BESQ’(x).
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En general:

1 Az
x, 6 — —6(1+2)\t)
#z;0) (1+2Xt)2

La funcién de distribucién de probabilidad de p? se puede encontrar
sumando las densidades de la funcién Gamma (n + g, J;) que aparecen

al invertir esta expresion término por término:

n, S4+n—1

5 S Yz
T,y) =
fie.y) nz::(] n!T'(n + g)(Zt)g“”

Para mas detalles ver [8]

2.3. Ecuaciéon de Smoluchowski (Caso continuo)

La ecuacién de Smoluchowski continua modela la tasa de cambio del
nimero promedio de polimeros de masa x con respecto al tiempo t, este

término esta dado por:

(SC) = { In(k,t) = 35 K@ —y,y)nly, t)n(z —y, t)dy — n(z,t) [5° K(z, y)n(y, t)dy
(3)

Para esta ecuacion consideramos los siguientes nucleos, los cuales llama-

remos nucleos admsisibles:

K(z,y) =1
K(z,y) =y
K(z,y)=z+vy

Notese que todos estos niicleos son simétricos y positivos.
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Definicién: Sea T € (0,00] y (n(z,0)),>1 una sucesién de ntmeros
reales positivos. Llamamos una solucién fuerte de (SC') sobre [0,7T),
a una sucesion de funciones continuas positivas tal que, para todo t €

(0,T) y > 0 la derivada de n(k,t) con respecto a t existe,

| K@, y)n(y, t)dy < oo (4)
y (SC) se verifica.

Teorema 2.1: Sea K un nicleo admisible, y n(x,t) es solucion fuerte

de (SC). Denotamos, para i € N

oi(t) = /OOO z'n(z,t)dx (5)

Cuando esta expresion esta definida, ¢y es decreciente, ¢; es constante

y ¢9 es creciente.

Ademas,

Go(t) = —3 I5° 5> K, y)n(y, t)n(z, t)dydz
Demostracion. Como %@(t) = limy,_ M = limy,_ %(féx’ z'n(x, t+

h)dx — [§° z'n(x,t)dz).

Sea fr(r) = xi<n(x’t+h,’;zn(z’t)> v (hi)ken donde es una sucesion tal que

hiy — 0 si kK — oo para todo k € N.

Como “4n(z,t) existe entonces por el teorema del valor medio existe

E(x, hy) € (t,t+ hi) tal que

%n(aja 5(33, hk)> — n(x’t+h}lzlz—n(a:7t)

32



Asi,

‘ _ ’x( xt—l—h;;z (x,t))‘ _

(a: (x, hk))‘ < |a's n(x T,),

<x E(x, hi))(t + hi, — t)| =
[0, 00).

Ahora, sea g(z) = 2'4n(z, T,), con T, € [0, 00) veamos que g € L*(0, 00).
Para ello basta probar que /§° —x n(x,t)dr < oo.

Es decir, debemos ver que

/ —a: 'n(z,t)dr = /OOO (; /Om o' K(z—y,y)n(y, t)n(z—y, t)dy—n(z,t) /OOO xilC(x,y)n(y,t)dy:

(6)

es finita.

Notese que por definicién de solucién fuerte se tiene (4) para todo Ky

| K@ =y y)n(y, hn(z — y,1)dy < o0 (7)

para todo x € (0,00) y todo niicleo admisible. Ademés por hipétesis, pa-
ra todo i € N, ¢;(t) = J$° z'n(x, t)dr < oco; por lo tanto para los nicleos

admisibles (6) es finita.

Entonces como | fx(x)| < g(x) con g € L1(0, 00)y como
fr(x) — 2'4n(z,t) = f(z), cuando k — oo, entonces por el teorema
de la convergencia dominada f es integrable y

IS x ’d n(x,t)de = d - a'n(x, t)da.
Para ¢ = 0 veamos que ¢{(t) < 0 para todo t > 0:

la cual es finita, entonces consideramos

K An(z, t)de = [ 1 18 K(z—y, y)nly, On(z—y, t)dyde— [ n(z,t) [§° K(z, y)n(y, t)dydz.
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Haciendo u = x — y y v = y en la primera integral de la derecha:

LI g K (u, v)n(v, tn(u, t)dudo — [P n(z, t) [5° Kz, y)n(y, t)dyde

%fé” I K (u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu — [§" n(z,t) [§° K(z, y)n(y, t)dydz
Si reemplazamos ©u = x y v = y entonces:

S I I K, y)n(y, t)n(a, t)dyde — 7 J5° K(x, y)n(z, t)n(y, t)dyda
Sim — oo, entonces:

5 160 5 Kz, y)n(y, tyn(x, t)dyde — [5° J5° K(x, y)n(z, t)n(y, t)dydz

L5 Jee K, y)nly, tyn(z, t)dydz

Como K(z,y)n(y,t)n(x,t) es positivo, la anterior integral es menor que
cero y por lo tanto para i = 0, ¢((t) < 0 para todo t > 0, se tiene que

¢o(t) es decreciente.
Para ¢ = 1 veamos que ¢} (t) = 0 para todo t > 0:

J§° dan(z, t)de =

Jo? (% J§ 2K (x =y, y)n(y, t)n(z —y, t)dy —xn(z, t) J5° Kz, y)n(y, t)dy)dx
la cual es finita, por lo tanto consideramos

I yn(x, t)de =

18" 3 0§ oKz =y, y)n(y, yn(z—y, t)dyde—[§" wn(z, t) 5 K(z, y)n(y, t)dydz.
Haciendo u = x — y y v = y en la primera integral de la derecha:

S I (ut o) K (u, v)n (v, E)nu, ) dudv— [ zn(z, t) [5° Kz, y)n(y, t)dydz

LIk (u, v)n(v, t)n(u, t)dodu+3 [ 5 oK (u, v)n(v, Hn(u, t)dudv—

34



ot wn(x, ) 5 K(z, y)n(y, t)dydx

S ul (u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu — [ an(z, t) [§° Kz, y)n(y, t)dydz.
Si reemplazamos ©u = x y v = y entonces:

%fé” I a(z, y)n(y, t)n(z, t)dyde — [ [5° 2K(z, y)n(x, t)n(y, t)dydz
Sim — oo, entonces:

J5° J5° 2K, y)nly, tin(x, t)dyde — [5° [5° wKC(x, y)n(z, )n(y, t)dyde = 0

Por lo tanto, como ¢}(t) = 0 para todo t > 0, se tiene que ¢;(t) es

constante.
Para ¢ = 2 veamos que ¢4(t) > 0 para todo t > 0:

5 %xQn(az, t)dx =

35° (3.5 Ky yn(y, Oy, Dy —an(, 1) 55° K, )y, Oy ) d
la cual es finita, entonces consideramos

I8 g2 (z, t)de =

1" % 1§ K (z—y, y)n(y, t)n(z—y, t)dydz— ;" 2*n(z, t) [ K(x,y)n(y, t)dydz.
Haciendo u = x — y y v = y en la primera integral de la derecha:
%f({” J= (u0) 2K (u, v)n(v, t)yn(u, t)dudo— " 2*n(z, t) [° Kz, y)n(y, t)dydz

S I (WP 2uv40?) K (u, v)n(v, t)n(u, t)dudv— [ #*n(z, t) J5° Kz, y)n(y, t)dydz

LI K (u, v)n (o, t)nlu, t)dudv+3 57 20k (u, v)n(v, )n(u, t)dodu+
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2 I 0P K (w, v)n(o, t)n(u, t)dudu— 5" *n(w, t) J5° K(z, y)n(y, t)dyde

S fan=v w2 I (w, v)n (v, t)n(u, t)dudv+ 3" 5" wwk (u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu
— Jran(z, t) 5° K(z, y)n(y, t)dydz

Si reemplazamos u por x y a v por y entonces:

Jo" J5" " K, y)n(y, )nlx, ) dyde+ I I ayK(x, y)n(y, tin(z, t)dydx
— [ 2Pn(z, t) 8 K(z, y)n(y, t)dydx

Si m — 00, entonces la anterior integral es igual a:

I5 I 2y, y)nly, tn(e, t)dydz

Como xyK(x,y)n(y,t)n(x,t) es no negativo, la integral anterior es mayor

que cero y por lo tanto para i = 2, ¢,(t) > 0 para todo t > 0. ]

Como ¢;(t) es constante para todo t > 0, podemos hacer ¢(0) =
¢1(t) = 1y considerar p(x,t) = xn(x,t), © > 0, t > 0. Asi, (p(z,1)), es

la densidad de probabilidad de una variable aleatoria positiva.

Teorema 2.2: Sea X; una variable aleatoria positiva de densidad p(z,t) =
zn(z,t) y X; una variable aleatoria independiente de X; y con la misma

distribucién. Entonces n(z,t) es solucion de (SC), si y solo si

GE((X0) = B(IEREEK(X, X))

Para todo funcién continua f.

Demostracion. Se demostrara primero la proposiciéon para f continua

con soporte compacto.
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A E(f(X))

Hmh_>0 E[f(XHh)}]L_E[f(Xtﬂ

limy, o }l[fé’o f(x)p(x,t + h)dx — f5° f(z)p(z, t)dx}

limp0 5 f(2) (W)dx
Sea g,(x) = f(x)( (IHh,:Z = ) =xf(x )( thhj i ’t)> donde h,, — 0

cuando n — oo.

Por el teorema del valor medio existe £, entre ¢t y t + h,, tal que g,(z) =

v f(z)dn(z, &) < of(x)dn(z,T,), para algin T, € [0, c].

Como g(z) = xf(z)%n(z,T,) es integrable para todo = € [a,b], y
|f(x)| < g(x), por el teorema de la convergencia dominada tenemos:

A E(f(X))

J§° f (@) gp(x, t)de

I5° f(x) &an(z, t)dx

I5e f(x)3 Iy K(z—y, y)n(y, )n(z—y, t)dydz—J5° f(z)en(z, t) §° Kz, y)n(y, t)dydz

I I f (@)K (x—y, y)n(y, t)n(z—y, t)dyde—[5° [5° f(x)xK(z, y)n(z, t)n(y, t)dyds

Haciendo u = x — y y v = y en la primera integral doble entonces:

I I§ f(2)sK(x —y,y)n(y, t)n(z — y,t)dydx
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Jo° Jgo L ) gy w)n (o, tn(u, ) dvdu

fO foo uf (u )IC(u,v)n(v,t)n(u,t)dvdu+fo foo vil )K(uav)n(vat>n(uvt)dvdu

2 2

IS S uf (u 4 v)K(u, v)n(v, t)n(u, t)dvdu
Luego,siz =uyy=v:

Ioe 5% x(f(x +y) = f(@)K(z, y)nly, t)n(z, t)dydz

Ji° S5 (=IO K, y)p(, D)p(y, t)dyda
Teniendo en cuenta que p(z,t) = P(X; = z) vy p(y,t) = P(X, = y), por
la independencia de las variables aleatorias se tiene que

P(X;=z,X,=y) = P(X,=2)P(X, = y) = p(z,t)p(y, 1), es decir:

GEU(X) = B(IESHEIE (G, X))

Ahora se hard la prueba para el caso en el que f es una funciéon continua.

Sea C?([0, 00), R) el conjunto de funciones continuas en [0, c0) con sopor-

te compacto. Sabemos que C?([0, c0), R) C L([0, 00), B, P) es denso con

t)dydx

la topologia del espacio métrico generado por la norma de L([0, c0), B, P).

Entonces para g € L'([0,00), B, P), existe (f,)nen en C2([0,00),R) tal

que Hmn—mo an - gHLl = 0.

Ademas dado que f, € CY([0,00), R), existe [a,b] C R tal que

1§ fulx)p(z,t)dr = [? fo(z)p(,t)dx < co,para todo t € R
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Entonces teniendo en cuenta lo anterior, sea g(z) = f(x)Ijo (), es claro
que g es una funcién integrable, entonces existe (g, )nen una sucesion de
funciones continuas con soporte compacto tal que lim,, .« ||g,—¢||r: = 0,

en el espacio L'(R? B2, i), donde p es la medida definida por:

u(A) =1 ML, )ply, t) dy da

L : iy
y como g, ——— ¢, existe una subsucesion (gn, Jken tal que g, — g

cuando £ — oo c.s. Entonces:

FE(9,(X0) = §E(9(X0)]

4 B(g0, (X)) — 9(X0))]

[gnk (Xt+n)—0n,, (X;L)—Q(Xt+h)+9(Xt)} ’

it | 15 g () M5 i — 5 g ) )P

15 G () Lp(, t)da — Timy, g f° g(x) PO —p(0) dx‘

I52 Gy (2) p(, t)dz — Uy, f5° f(2)Lj0,m) (@de‘

h

I5° gu (2) (. D) — Ty, Ji" f (2) P22t

Veamos que [ (:U)M,W es integrable. Definimos ¢ (z) = f (x)p(x’”h;;z_p(“f’t),

entonces por el teorema del valor medio existe &(x, hy) tal que

d _ n(xtt+hg)—n(xt) . .
an(x, {(x, hy)) = ( h}z , y como f es continua sobre un conjunto
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compacto existe M > 0 tal que |f(z)| < M, entonces:

B p(z,t + hy) — p(x,t)
[or(2)] = 1 (x) ”

d
d
prUCAS )]
d
< \MSU%”(%TON

= |Mx

y Mx4 n(:z: T,) es integrable para todo T,, luego, por el teorema de la

convergencia dominada se tiene que:

J§° g () L p(a, t)da — 1imy, 0 f(x)de‘

I5° gu (2) (e, t)de — [§" f(2) dp(a, t)d]

(90, (@) — 9(2)) o, )

Como |gyn, (z)| + |g(x)| — 2g(x), por el teorema de la convergencia do-

minada generalizada
LE(gn (X)) = 4E(9(X;)) cuando n — co.

Ahora, como

LE(f(Xe)jom(X2)) = 5 157 f (@) Lo, () d,

s f(z+y) 0m](1'+yy)_f(x)[[07m](x)IC($’ y)p(x,t)p(y, t)dyda?

40



y flom — f de forma creciente, por el teorema de la convergencia

mondtona se tiene que:

i J6° F(@)p(z, t)de = J5° f(x) gp(x,t)de = FE(f(Xy)), luego

(X)) = B(LESHEIE (, X))

Como se queria. [

2.3.1. Solucién de la ecuacion de Smoluchowski caso continuo con nucleo

constante

Para la ecuacién de Smoluchowski caso continuo con ntcleo constante
consideramos

K(x,y) =1, por lo tanto la ecuacién estd dada por:

%n(kz, t) = %fé“ n(y, t)n(x —y,t) — n(x,t) [ n(y, t)dy
n(x,0) = ng(z)

(SOt =

Como ¢y(t) = Ji°n(z,t)dz y ¢y(t) = —5 I5° J5° n(y, t)n(z, t)dydz para

K(x,y) = 1 entonces:

déo(t) _ _ B(t)
dt 2

la cual es una ecuacién que se puede resolver por el método de variables

separables:
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doo(t)  og(t)  deo(t)  dt

a2 #t) 2
d¢ (t) 1
- _Cbo(t) A
2
= ¢o(1) P,

Donde a > 0 esta dada por a = 30

t+a

sn(z,t) tal que (p(z,t)),>0 es una distribu-

Denotamos por p(x,t) =

cion de probabilidad de una variable aleatoria positiva.

Teorema 2.1.1: Sea X; denota una variable con densidad de probabili-

dad p(z,t) = %%n(z,t) y X; un variable aleatoria independiente de Xj,

con la misma distribucién dada por p(zx,t). Entonces, n(x,t) es solucién
e (SC)! si y solo si, para cualquier funcién continua f se tiene:

d 1

G EUO0) = (B X+ X0) = B(f(X0)) ®)

Demostracion. Veamos que (8) se tiene:

LE(f(Xy)

42



I5° f(x)(gnla,t) + 5 (e, t))dz

f 2 (w t)dx_‘_f() fO f( )Mn(yvt) (l'_yut)dydx_HiafO fO f( ) (w,t)n(y,t)dyd:c

Haciendo u = x — y y v = y en la primera integral doble entonces:

Joo Lo (@, #)da4- 50 5° f(utv)2en(v, )n(u, t)dvdu—J5° f(z)n(z, t) [5° 520y, t)dyde

¢ Kk, t)da+ 5 52 f(utv) Een(v, n(u, t)dvdu—f° £ () [ S52n(y, t)dyda
Haciendo v = x, v = y y teniendo en cuenta que [;° HO‘ n(y,t)dy = 1
tenemos que 5 ¢° f(z)n(z, t)dx + J5° [i° f(z +y)Htn(y, t)n(z, t)dyde —

5 f@n(e, Oda

I f@n(z, t)d + [5° J5° f (2 + y)5en(y, t)n(z, t)dydx

1
2

0 t+0§5+a o2 I5° f (@ +y)n(y, t)n(z, 1)

7 f@)n(z, t)de

P 6 062 f ) S, ) En(y, ) dyda — oI5 (@) 5 (e, ) da

tia(f(?o I [+ y)p(x, )p(y, t)dydz — [5° f(2)p(z, t)d:c)

Teniendo en cuenta que p(z,t) = P(X; = z) vy p(y,t) = P(X, = y), por
la independencia de las variables aleatorias se tiene que

P(X; = =, X, = y) = P(X; = x)P(Xt =1y) = p(x,t)p(y,t), luego

TE(f(Xy)) = tia(E(f(Xt + X)) — E(f(Xt)>>
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Teorema 2.1.2: Sea T; una variable aleatoria con distribucién geo-

’ . ’ t .
métrica y parametro ;- es decir,para todo k > 1

P(T, = k) = 2 ()t

- t+a \t+a

Sea (Y;);>1 una sucesion de variables aleatorias independientes e identica-
mente distribuidas con la misma distribucion de X,, que tiene densidad

de probabilidad p(x,0), y es independiente de T;. Definimos
Xt = Z;;T;l Y;

y denotamos por p(z,t) la distribucién de la variable aleatoria X;. En-

tonces

n(x,t) = Zop(a,t),

es la soluciéon de la ecuacion de coagulacion de Smoluchowski con niicleo

constante igual a 1.

Demostracion. Sea f\ = e~ definimos ¥(\,t) = E(e ), la transfor-
mada de Laplace de X; y g(A) = (], 0), la transformada de la condicién

inicial.
Usando la igualdad en (8) para fy(X;) = e *** se tiene que

4 (e Xe) = t+1a<E(€—A(Xt+Xt) _ E(e‘AX’f)>

%E(eﬂxﬁ _ tia<E(€>\Xt€)\Xt) _ E(eAXt)>

Teniendo en cuenta que X; y X, son variables independientes e identi-

camente distribuidas:
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SE(e M) = L (B(e M) Be ™) — B(e M)

Por lo tanto ¢ cumple la ecuacion diferencial con valor inicial

w()‘a O) - g()‘):

(0,0~ (). )

Ahora, como %[(t +a)p(\ )] =N t) + (t+ oz)%w()\, t), se tiene que
%Tﬂ()\at) = t%a(%[(t + a)(\, )] — (A, 1)) entonces reemplazando en
(9):
allt+ @) 0] = v (1. 0)
Haciendo y(\, t) = (t + a)y (A, t) se obtiene la ecuacion diferencial
y

%y()\, t) = ( :J(FZ’Q, la cual se soluciona por el método de variables separa-

bles:

dynt) ot dynt)
2o = @rar = oy = @rap
I e
0~ )
> Grawony  Gra) TN
= P(A\t) =

(t+ a)d(N) + 1

De lo cual ¥()\,0) = g(\) = m, y d(\) = i(ﬁ —1).
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Como 0 < g(A\) < 1yaque 0 < E(e”*¥0) < 1 entonces 0 < d(\) se puede

reemplazar en la expresién anterior para (A, t):

1
v G D+l
ag(\)
“ )i — N~ ) (10)
ag(A)
T+ o) — gV
Entonces:
o0 = 22 5 gy
= SIS (e (11)
=9I S e

Por otro lado, ¥(A, 1) = E(e™%); como X; = 5, Y; entonces
’QD()\,ZS) = E(G_)‘Xt) — E(e—)\zi:1 Yi) — E(G_A(Yl""Y?‘f'“"f'YTt))

y por la propiedad del valor esperado condicional, y usando el hecho

de que las Y; son variables indenticamente independientes con la misma
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distribucion de X, para ¢ = 1,2, ..., T} se tiene que:

E(e ™M) = B(e M%)

(BE(e P Zh Y

7))

o0

T, = k)P(T; = k)

e
I
—_

(e M Z= ) P(Ty, = k)

I
[]8
&

i
I

(e7 g™\ 2 . e P(T), = k)

I
M2
e

e
|
—

(e ME(e ™) ... E(e M) P(T), = k)

I
hE
&

e
|
—

E(e MN"P(T), = k)

I
Nk

e
I
—_

Como la transformada de Laplace es tinica, entonces

Sy Ple M 0)" (T, = k) = “"7“)2211(4)’“‘1(9(%))’“‘1, luego

tta t+a
g(\) = B(e™ o), P(T, = k) = ;2 (7L )L,

Ahorasea A = {h(x) : x € R} donde h(z) = X7, a;(e’®) = X7, a;(eM®),

como A es un algebra contenida en Cy(X,R) que separa puntos.

En efecto, si {z,y} € Rcon x # yy f(z) = X a;(e ™) # 0, co-
mo la funcién exponencial es inyectiva se tiene que e % # e~ pa-
ra todo i € {1,2,...,n}, entonces si X7, a;(e %) — 2% a;(e ™) =
Y1 ai(e M —e M) = 0, se tendria que a; = 0 para todoi € {1,2,...,n}
es decir que f(z) = 0 lo cual es una contradiccion, luego f(z) # f(y) es
decir que A separa puntos. Ademaés, como e” # 0 para todo x € R se

tiene que f(z) # 0 para toda f € Ay todo z € R.

Por el teorema de Stone-Weirstrass para espacios localmente compac-
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tos, A es denso en Cy(X,R) y como para toda funcién en A se cumple
la ecuacién (8), teniendo en cuenta que C, € Cy C L' donde C. es el
espacio de funciones continuas con soporte compacto y como C, = L'

entonces C_'(|)|H°° = L', por lo tanto (8) se tiene para toda funcién en L.

2
t+ap

p(z,t) = n(z,t)(52). O]

Asi, por el teorema 2.1.1, n(z,t) = (z,t) es soluciéon de SC! con

Teorema 2.1.3: Considerando las notaciones del teorema 2.1.2. Para
cualquier variable aleatoria X, con densidad de probabilidad
p(x,0) = §n(z,0), tenemos, independientemente de la condicién inicial

y para todo t fijo

t t
a a—0 4
Donde Ri es el cuadrado de un proceso de Bessel de dimensién dos

empezando en el origen.

Demostracion. Probaremos la convergencia usando la transforma de La-

place.

Usando la expansién en serie de Maclaurin de primer orden para g(\).

9(0) + g'(0)A + o(A)

1 — E(Xo)A+o(\)
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Por (10) obtenemos:

via, b= 292
o (a1 - g0ha),
_ ag(Aa)
(7 + o)1 = g(Xa)77)
_ ag(Aa)
(7 + ) = g(Aa)(59) ()
B ag(Aa)
lira—g(ha)t
_ a(l — E(Xp)al + o(aX))
Lta—(1—-E(Xoar+o(aN))t
a(l — E(Xp)al + o(al))
— (1 = E(Xo)tA + o(a)):

t
o)

Ademas

E(X,) = /xP(X x)dz

—/ xna:()

—/ xzn(x,0)d

*¢1( ) = 5

Entonces lim,_,o 1 (Aa, é) = Hl%)\. H

Veamos que Ri soluciona la ecuacién de Smoluchowski con ntcleo

constante.
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En efecto, como R corresponde a YA t) = H%A y ademas
2

1, 1 4 2
t+a<w A1) = 9(\1) = t+@((2+tA)2 a 2+t>\>

1 2

ot a(2+tN)?2

)

(24102

0

= gt

La igualdad se tiene cuando o = 0 y se tiene la condicién

(X, 0) =g(A) =1

Por otro lado n(z,0) = &y y (9) se cumple para (A, t) = luego

1+ T+In
si X; se distribuye con la distribucién del cuadrado de un proceso de
Bessel de dimensién dos empezando en el origen entonces satisface (8),
y por lo tanto n(xz,t) con p(z,t) = %%n(x,t) es solucién de la ecuacion

de Smoluchowski con ntucleo igual a uno.

Ahora, usando algunas propiedades del cuadrado de un proceso de Bessel
de dimensién dos empezando en el origen [3], se tiene que su funciéon de

probabilidad es

-y
e 2t

1200,y) = 5 = p(y,1)

Como p(z,t) = in(x,t) entonces

y asi, obtenemos una solucién explicita para la ecuacion de Smoluchowski

con nucleo igual a uno.
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En cuanto a la unicidad de la solucién, ese resultado puede obtenerse

para los ntucleos que satisface:
K(z,y) < C(1+z+y)
Para alguna constante positiva C',como se puede ver con mas detalle en
[5].
2.4. Ecuaciéon de Smoluchowski caso continuo con nicleo adi-
tivo (SC+) y ntcleo multiplicativo (SCx)

En esta seccion mostraremos algunos resultados importantes con rela-
cion a la existencia de la solucion de la Ecuacion de Smoluchowski en el
caso continuo con nicleo aditivo (SC+) y nicleo multiplicativo (SC'x).

Probaremos que sus soluciones estan conectadas.
Supondremos
»1(0) = [5° 2n(z,0)dx =1

y denotaremos por n*(z,t) (respectivamente n*(z,t) ), una solucién para
la ecuacién de coagulacién de Smoluchowski con niicleo aditivo (respec-

tivamente nicleo multiplicativo). Para el ntcleo aditivo K(z,y) = x +y
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teniendo en cuenta los resultados del Teorema 2.1 se tiene que

63(t) = — [ [ Kl y)n(y. o, ) dyds
= I [ @+ wnly o, dyds
- —;/OOO/OOO:Un(y,t) n(z,t) dydx——/ / yn(y, t)n(z, t)dyde
= [ oy (e, t)dyda
_ _; [T nte.n)| [ ynly. t)dy|da
= — [ e ()
_ —; [ (e, t)da
= —o()

Entonces
)y 0y

= [ =~ [t

= Ingy(t) = —t+c

= d)()(t) = Be_t

Donde 5 = ¢¢(0) = 5 nt(z,0)dz.

La ecuacion de Smoluchowski para el caso continuo con ntucleo aditivo
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(SCH+) es:

on™* T o 50
S @t =5 [} w0 @ =y, Ody — an* (2,) [T (. )dy — 0 (@, 1)

xr [x _
- 2/0 nJr(yat)nJr(x - y7t)dy - xnﬂx,t)ﬁe b— nJr(:Cat)

con condicién inicial nt(z,0) = nJ(z).

La ecuacion de Smoluchowski para el caso continuo con nicleo multipli-

cativo (SCx) es:

on*
ot

(e,0) = 5 [ (e =y’ (g, On" (@ =y, )dy — en’ (2, ) [ yn* (g, )dy

T rx . § .
con condicién inicial n*(z,0) = nf(x).

Teorema 3.1: Sea n"(z,t) una solucién de la ecuacién de coagulacién
de Smoluchowski con nicleo aditivo (SC+), y condicién inicial ng (x).
Entonces n*(z,t) es una solucién para la ecuacién con nicleo multipli-

cativo (SCx), donde

! an“ (x, —log(1 — ;)),Vt <T. (12)

n*(x,t) = T2

y T = J§°ng (y)dy.
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Demostracion. Tenemos que

/Oooxn*(x,O)dx:/O x{n*(x,O)}dx

para todo x # 0.

Veamos que n* satisface la ecuacion de Smoluchowski (SC'x):

o . 11 / 1 19 t

o™ (0= g (2 oo )+ g (5 teo(1 - 7))
1 1 t

R (. ~tog(1 = 7))

Fraaln (o toa(1 = ) (o= —toa1 = )

ot (% ~log(1 — ;)) /OOO n*(y, —log(1 — ;)))dy — nJr(x, —log(1 — ;))}
(T i t)2i;”+ <x ~log(1 - ;D

(
Ly S (I () I A ()

1 t 00 t
T = t)2n+<x, —log(l — T)) /0 n*(y, —log(l — T))dy
1 1 t
(7 t)2xn+ (:c, —log(l — T)>
Ahora, como 5= (s, )dy = n(t) = B = (5 n*(y,O)dy )t = T

ynt (x, —log(1 — %)) = (T — t)zn*(x,t).
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Entonces:

11 t
=T t)2§n <:(:, —log(l — T>>
1 1 1 /=
L oottt -t
1 o0
_ (T—t)2n+<x’ —log(l _ ;)) /0 n*(y, —log(l — ;))dy
11 t
— (T — t)QEn (x, —lOQ(l - T))
— @ i 75)231:(T — t)an*(x,t)
1 1 1
ST 1P
_ (T—11f)2(T — t)n*(z,1) [ (T — tyyn’ (y,t)dy
1 1
(T —t)2x

1 1 2 00
= @)+ o [yl =y (g, On" (e =y, Ody — () |7 yn*(y,Ddy
1

@n (l‘,t) =

J) (@ =ty (9, )(T = D)(x = y)n* (@ — g, )dy

(T —t)zn*(z,1)

“(x,t
(2, 1)

— T —
1 sz . . )

Lo cual prueba el teorema. [

Notese que en el Teorema 3.1 se debe tener un tiempo 7' finito.

Teorema 3.2: Si n*(z,t) es una solucién de la ecuacién de coagulacion

de Smoluchowski con ntcleo multiplicativo (SCx) y condicién inicial

ng(z), entonces n™(x,t) es una solucién de la ecuacién de Smoluchowski

con ntcleo aditivo (SC+), donde
nt(x,t) =axTe 'n*(x, T(1 —e"))

y T = (fé“ :1:2n(’§(3:)d:1:)_1.
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Demostracion. Tenemos que
J§e ant(z,0)dx = J§° 2*Tn*(z,0)de =T+ =1
Veamos que n" satisface la ecuacién de Smoluchowski (SC+):

;Zthr(x, t) = eth[ —n*(x, T(1—e™")) + Tet;in*(x, - et))}
_ eth[ —n*(z, T(1 —e™))
£ T [T yle - g (T — (e — .71 - ™))y

—Te ton*(z, T(1 — et))}

= —e 'aTn*(z,T(1 —e"))

F et [y, T~ e (e~ T(— )y
— e 22T (2, T(1 — e ™))

Como n*(z, T(1 —e™ ")) = 7;;(‘:1?, entonces

(x,t) x? ja nt(y, t)nt(x —y,t)
P ) = —e 7t Tn ) —2tr2% . ) Y g
dt (z.1) ¢ T et 2 Jo S 2Tet  zTet Y
+
ot 270l (2,1)
_ g2l %Y
© 7 xTet

1 2
= —n" (@) + 5 |yl —y)n* (g On" (x —y,)dy
— e 'aTn™(,t)

Como T = (3 se tiene el resultado, ademés si z = 0 entonces n*(0,t) = 0

es solucion. ]

Después de ver esta relacion entre las soluciones n™(x,t) y n*(x,t)
se puede hacer un procedimiento similar al que se realizé con el ntcleo

constante, los detalles se encuentran en [1] donde también se muestra

56



que la solucines para la ecuacién de Smoluchowski con nucleo aditivo y

nicleo multiplicativo respectivamente son:
1 ry 1
+ _ —t —2t
n'(x,t) = \/ﬁe ea:p( —e 2):}5‘3 (13)
1 1 2
*5656}?( - 7) (14)

wlet) = o

2.5. Conclusiéon
En este trabajo se muestra como conceptos de probabilidad y de teo-

ria de la medida ayudan a solucionar ecuaciones diferenciales de gran

complejidad, ademas de hallar la solucion se demuestra la existencia y

unicidad de estas soluciones.
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