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Resumen

La ecuacién de coagulacion de Smoluchowski, formulada por Marian Smoluchowski para
un problema fisico en 1916, es de gran utilidad en diferentes areas como fisica y quimica,
pues permite modelar la tasa de cambio del nimero promedio de células de masa i con
respecto al tiempo t y describe el proceso de coagulacion entre células, que al estar muy
cercanas pueden coagularse y formar una sola célula.

En la literatura que rodea dicha ecuacion no se encuentran las soluciones asociadas a esta
por métodos tradicionales sino que, al ser una ecuacién de evolucién no lineal de dimensién
infinita, no se ha podido resolver usando dichos métodos y debido a su complejidad se usan
algunos conceptos de probabilidad y métodos de ecuaciones diferenciales parciales.

En este trabajo se pretende estudiar la ecuaciéon de Smoluchowski con factores exter-
nos, la cual resulta de agregar y remover células a la ecuacién clésica, a tasas s(i) y 7(7)
respectivamente. Asi el trabajo estd enfocado en mostrar las soluciones de la ecuacién de
Smoluchowski con factores externos para el caso discreto, teniendo en cuenta los nicleos
constante, aditivo y multiplicativo.
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1 Introduccion

En esta seccién se enuncia el problema que se pretende abordar, con una descripcién de
los elementos béasicos que rodean dicho problema y el contexto con respecto a lo que aparece
en la literatura. Por lo anterior, a continuacién se establece el contexto y los objetivos de
la tesis, enfatizando particularmente en los aportes novedosos del trabajo.

1.1. Contexto del problema:

La ecuacién de Smoluchowski, llamada asi en honor a Marian Smoluchowski, quien la
formulé por primera vez para un problema fisico en 1916, se describe formalmente de la
siguiente forma: para ¢ € N se considera una célula P; de masa i la cual, a medida que el
tiempo transcurre, interactia con otra célula P; de masa j formando una célula P;y; de
masa % + j, esto se conoce como coagulacién y se escribe formalmente como P; 4+ P; —
P;, ;. Usando la ley de accién de masas, se puede ver que dicha coagulacién entre una
célula de masa ¢ y una de masa j se realiza en cada tiempo ¢, con una tasa denotada
por K (i,j)n(i,t)n(j,t), donde n(i,t) denota el nimero de células de masa i por unidad de
volumen que hay en el tiempo ¢, y K (i, j) es una constante de proporcionalidad denominada
ntcleo de coagulacion, la cual cumple las siguientes propiedades:

(i) K(i,j) 20,
(ii) K(i,7) es simétrica, es decir K (i,7) = K(j,1).

Ademss, del proceso de coagulacién mencionado anteriormente, células de masa ¢ son
inyectadas al sistema en el tiempo ¢ a una tasa s(i) y células de masa ¢ son removidas del
sistema en el tiempo ¢ a una tasa r(i)n(i,t). Esto permite hacer un andlisis de equilibrio de
masa y permite establecer la ecuacion de Smoluchowski con factores externos s(i) > 0
y (i) > 0:

d 1S >
(i t) =5y K(jyi—j)n(i,t)n(i = 5. t) —n(i,t) Y K(j,i)n(j,t) + (i) —r(i)n(i,t)
j=1 Jj=1
n(i,0) = 01(i),7 > 1.
(1-1)

Esta ecuacion modela la tasa de cambio del nimero de células de masa ¢ con respecto al
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tiempo ¢, con condicién inicial n(i,0) = 61(i), en donde: 61(i) =1,sii =1y 01(i) =0, si
i 1.

En adelante a la ecuacion la llamaremos la ecuacion de Smoluchowski con factores
externos.

La ecuacién discreta de Smoluchowski clasica (sin factores externos, es decir, cuando
s(i) = r(i) = 0 para todo 7 € N) modela una gran cantidad de fenémenos en areas como:
Quimica, Fisica, Astrofisica, Genética, Teorfa de grafos aleatorios, entre otras ([13] y [14]).
En particular, se ha usado como modelo predictivo en finanzas ([3]). De esta ecuacién
clésica se tienen resultados de existencia y unicidad de las soluciones a nivel abstracto
(I7] v [8]), como también soluciones explicitas ([5] y [1]). Para encontrar dichas soluciones
explicitas se usan ecuaciones diferenciales parciales y conceptos de probabilidad, pues no
es posible obtener su solucién por métodos tradicionales, debido a su complejidad.

En este trabajo se estudia la existencia de soluciones explicitas para cuando s(i) = 0
y (i) = r para todo i € N, de modo que la ecuacién toma la forma:

i—1 0o
Enlist) = 3 K G = )G nti —5.6) — (i, 0) Kl 0) — (i

j=1 j=1 (1-2)

Para buscar tales soluciones, y teniendo en cuenta lo mencionado en el parrafo anterior, se
usan técnicas similares a las del caso clasico. Hasta donde se sabe, ain no se han calculado
soluciones explicitas para (1-2), solamente se ha probado existencia y unicidad ([9]). En
este trabajo se encontrardn soluciones explicitas para la ecuacién , con los ntcleos de
coagulacién constante: K (i,j) = 1, multiplicativo: K(i,j) = ij y aditivo: K(i,j) =i+ j
para todo 7,5 € N.

1.2. Objetivos:

1.2.1. Objetivo general

Probar existencia de soluciones explicitas para la ecuacién (1-2)), con K(i,j) = i + 7,
K(i,j)=1jy K(i,j) = 1, para todo i, € N. Finalmente, se revisa la posible unicidad de
dichas soluciones.

1.2.2. Objetivos especificos

(i) Mostrar soluciones explicitas para la ecuacién (|1-2)).

(ii) Relacionar y comparar las soluciones de ([1-2)) con las soluciones halladas en la lite-
ratura de la ecuacién de Smoluchowski clésica.

(iii) Explorar posibles aplicaciones en el ambito actuarial.
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En esta seccion se enuncian definiciones, teoremas y algunos resultados relevantes para
la realizacion del trabajo. La mayoria de estos se enuncian sin demostracién debido a que
éstas son de facil acceso; pero en la medida de lo posible se daran referencias para dichas
demostraciones.

o0 [o¢]
Definicién 1. El producto de Cauchy de dos series Y an y >, by se define como la serie
n=0 n=0

o0 n
> ¢n, donde ¢, = > arb,—k para todo n € N.
n=0 k=0

Tal como se afirma a continuacion, bajo ciertas suposiciones de convergencia el producto
de Cauchy de dos series converge al producto de las series.

o0 o0
Teorema 1. Silas series Y an y Y. b, son absolutamente convergentes entonces la serie
n=0 n=0

oo
>~ ¢n, dada por el producto de Cauchy de dichas series, es absolutamente convergente y
n=0

o oo o

D en={2 ] |2 b

n=0 n=0 n=0
Para una demostracion ver [2], seccién 8.24, pagina 248.

Para garantizar ciertas manipulaciones con series que van a aparecer en determinados
calculos, se requiere manejar sucesiones de funciones y que dichas sucesiones converjan en
un sentido mucho mas fuerte que la convergencia puntual: en este caso, se requiere de la
convergencia uniforme.

Definicién 2. Dada una sucesion de funciones (fp)nen tales que f, : E — R para todo
n € N y una funcion f : E — R con E C R, se dice que la sucesion (fp)nen converge
uniformemente a f en E, si dado € > 0, existe N € N (que depende unicamente de €), tal
que sin > N entonces |f,(z) — f(z)| < € para todo x € E.

El siguiente teorema es 1til para demostrar que, bajo ciertas hipétesis y condiciones,
la derivada del limite de una sucesién de funciones es igual al limite de la sucesién de
derivadas de dichas funciones.
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Teorema 2. Si se supone que cada término de la sucesion de funciones (fp)nen €S una
funcién real derivable en cada punto de un intervalo abierto (a,b), tal que (f})nen converge
uniformemente en (a,b) y para o € (a,b) la sucesion (fn(zo))nen converge puntualmente.
Entonces la sucesion (fn)nen converge uniformemente en (a,b). Ademds

/
(h'm fn> = lim f;.

Para una demostracion ver [2], seccion 9.10, pdgina 278.

La condicién uniforme de Cauchy establece que si una sucesién de funciones es tal que
sus términos se aproximan entre si, entonces dicha sucesién converge hacia un limite L.
Esta condicién es 1til para establecer la convergencia de una sucesién cuando se desconoce
el valor hacia el que converge.

Teorema 3 (Condicién uniforme de Cauchy). Una sucesion de funciones (fn)nen donde
fnt E = R, converge uniformemente en E C R si y sdlo si para todo € > 0 existe N € N
(que depende tinicamente de €) tal que para todo n,m € N con n,m > N implica que para
todo x € E se tiene | fn(z) — fm(x)| < €.

Para una demostracién ver [2], seccién 9.5, pagina 270.

Por otra parte, el criterio M de Weierstrass es un conocido resultado que permite com-
probar la convergencia uniforme de una serie de funciones de valor real.

Teorema 4 (Criterio M de Weierstrass). Sea (fn)nen una sucesion de funciones de valor

real definidas en un conjunto E. Se supone que para cada término de (fy)neN existe una
o

constante positiva My, tal que |f,(z)] < M,, para todo x € E, y que Y. M, converge.

o n=1

)
Entonces > fn(x) converge uniformemente en E.
n=0

Para una demostracion ver [2], seccién 9.6, pagina 271.

Se necesitara también del siguiente resultado:

Teorema 5 (Criterio de Dini). Sea E C R compacto y {fn} una sucesion de funciones
mondtonas continuas definidas en E, que converge puntualmente a una funcién continua
f definida en E. Entonces la convergencia es uniforme.

Para una demostracion ver [4] seccién 8.2 pdgina 252.

La ecuacién define un sistema infinito dimensional de ecuaciones diferenciales no
lineales debido a que, para cada i € N, se debe encontrar una solucién n(i,t) que satis-
faga dicha ecuacién y a su vez cada solucién n(j,t) para todo j € N interviene en .
Adicionalmente, se puede observar en que aparecen sumas y series en los términos



de dicha ecuaciéon. Estas caracteristicas hacen de la ecuaciéon de Smoluchowski con facto-
res externos un problema que no se puede abordar directamente con las técnicas clasicas
de las ecuaciones diferenciales. Para resolver dicho sistema, es necesario transformarlo en
una sola ecuacién diferencial cuya solucién es la funcién generadora de probabilidades de
alguna distribucién, la cual estd asociada a una variable aleatoria discreta X;. A continua-
cién se presenta la definicion de la funcién generadora de probabilidades y las funciones
generadoras asociadas a las distribuciones que se usan en este trabajo.

Definicién 3 (Funcién generadora de probabilidades). Sea X wuna variable aleatoria dis-
creta que toma valores en los enteros no negativos. Entonces se define la funcion generadora
de probabilidades como:

Gx(s) = E(s") = Y P(X =k)s*
k=0

para todo s € R tal que |s| < 1, donde P(X = k) es la probabilidad de que la variable
aleatoria X sea igual a k.

La serie de potencias que define a Gx(s) converge absolutamente para |s| < 1 (Para més
detalles ver [10]).

Nota 1. La funcién generadora de probabilidades caracteriza la distribucion de la variable
aleatoria, es decir: las variables aleatorias X e Y tienen la misma distribucion, si solo si
Gx(s) = Gy(s) (lo anterior es una consecuencia de la unicidad de los coeficientes de la
serie de Taylor).

Definicién 4 (Distribucién geométrica). Sea X wuna variable aleatoria discreta. Se dice
que X sigue una distribucion geométrica con pardmetro p € [0, 1] si:

k-1
stk=1,2,---
P(X — k) — pq M M
0 otro caso
Si X es una variable aleatoria con distribucién geométrica de parametro p, se puede
calcular facilmente la funcion generadora de probabilidades. De hecho, se puede afirmar lo
siguiente:

Proposicion 1. X es una variable aleatoria con distribucion geométrica de pardmetro p
sty solo si
ps

1
Gx(s) = T para |s| < p

Otra distribucién que se usa en este trabajo es la distribucién de Borel, establecida por
el matemético Emile Borel, la cual es una distribucién de probabilidad discreta y se puede
aplicar en procesos de ramificaciéon de tipo Galton-Watson y teoria de colas.



6 2 Preliminares

Definicién 5 (Distribucién de Borel). Sea X wuna variable aleatoria discreta, se dice que
X sigue una distribucion de Borel con pardametro A € [0,1] si la funcién de masa de
probabilidad de X esta dada por:

{”‘(,j,ky” sikeN

0 otro caso

A diferencia de la distribucién geométrica, la funcién generadora de probabilidades de la
distribucién de Borel no tiene una forma explicita conocida. Asi que, para identificar dicha
distribucién mediante la funcién generadora de probabilidades es necesaria la siguiente
proposicion:

Proposicién 2. Sea X una variable aleatoria con distribucion Borel de pardmetro A € [0, 1]
y Gx(8) su funcion generadora de probabilidades, entonces Gx(s) es la unica solucion de
la ecuacion funcional:

Gx(s) = seMNOXEO=D " donde s € R tal que |s| < 1

Para una demostracién del resultado anterior ver [15].

La ecuacién diferencial que se obtiene en términos de la funcién generadora de probabili-
dades se resuelve usando el método de las caracteristicas, el cual se describe a continuacion.

Nota 2 (Método de las caracteristicas). Dicho método fue desarrollado por Hamilton en
el siglo XIX. Permite resolver ecuaciones diferenciales de primer orden y su idea se ba-
sa principalmente en encontrar la solucion de una ecuacion diferencial con un sistema de
curvas llamadas ecuaciones caracteristicas, las cuales se pueden resolver por métodos co-
nocidos como variables separables. Para ello se pretende solucionar la ecuacion diferencial
de la siguiente forma:

a(t,s,G)Gy + b(t,s,G)Gs = c(t, s,G)G

. Asi para encontrar su solucion se debe tener en cuenta el siguiente sistema de ecuaciones:

dzx

“2(0) = alt, 5,G)
dy, .

V) = b(t,5,G)
dG

E(t) =c(t,s,G)G

. . d ., . .
Este sistema permite encontrar d—g con el fin de obtener una ecuacion diferencial de y en



términos de x, la cual se resuelve por métodos conocidos y es la solucion a la ecuacion:

a(t,s,G)Gy + b(t,s,G)Gs = c(t, s,G)G

Finalmente, para probar existencia y unicidad es necesario calcular el siguiente determi-
nante, conocido como determinante Jacobiano:

a(t,s,G) b(t,s,Q)
9zg 9o
0s s

J:

Si este es diferente de cero se puede afirmar que la solucion es unica.

Para una descripcién més detallada de este método, ver por ejemplo [12].

El lema de Gronwall es de gran importancia antes de comenzar a dar la solucién de la
ecuacién con factores externos, pues permite establecer una cota superior para funciones

no negativas a través de una funcién lineal de su integral.

Lema 1 (Lema de Gronwall). Sean I un intervalo, f: I CR — R y xo € I tal que:

T
0< flx) <A+ B/ f(s)ds Vx €I, con constantes A, B > 0.
Entonces 0 < f(z) < AeBlE—w0),

Para una demostracién ver[11], pagina 44.

Finalmente, la metodologia para resolver la ecuacién de Smoluchowski con factores ex-
ternos se describe, en sus ideas bésicas, por medio de los siguientes pasos:

(7) Se comienza con el sistema infinito dimensional de ecuaciones diferenciales establecido
por la ecuacién (1-1)), cuya solucién es la sucesién de funciones n(i,t) para todo i € N.

(73) Se convierte el anterior sistema de ecuaciones en una sola ecuacién, en donde la solu-
cién es una funcién generadora de probabilidades Gy, (s) asociada a alguna variable
aleatoria discreta X; con distribucién p(i,t) para todo i € N.

(747) En virtud de la nota (1| se identifica la distribucién p(i,t) de tal forma que, una vez
identificada, se puede encontrar n(i,t) para todo i € N.

Para poder implementar el paso (iii) se debe identificar de antemano a qué distribucién
corresponde la funcién generadora de probabilidad obtenida en el paso (i), asi se usaran
las notas y definiciones mencionadas anteriormente. En el siguiente capitulo se encuentran
las soluciones de la ecuacién con factores externos para los nicleos, constante K (i,j) =1,
aditivo K (i, j) = i+7 y multiplicativo K (i, 7) = ij, estas soluciones se basan en la resolucién



8 2 Preliminares

de una ecuacién diferencial usando las distribuciones de probabilidad y el método de las
caracteristicas enunciados anteriormente.



3 Soluciones a la ecuacion con factores
externos

Este capitulo se divide en dos partes, en la primera se encuentra un andlisis en relacion

con la conservacién de masa total en el sistema en un tiempo ¢, la cual estd representada por
oo

>~ in(i, t), pues como se mencioné antes, n(i,t) denota el nimero de células de masa i por
i=1
unidad de volumen que hay en el tiempo ¢. Y en la segunda se encuentran las soluciones

de la ecuacién (1-2|) para los nicleos constante K(i,7) = 1, aditivo K(i,j) = i+ j y
multiplicativo K(i,7) = ij.

3.1. Conservacion de masa

El concepto de conservacién de masa se refiere a que la masa total es la misma en cada
instante de tiempo ¢ y en caso contrario, es decir, cuando la masa cambia en cada instante
de tiempo t se dice que no hay conservaciéon de masa, aqui la idea es mostrar que para el
caso en que se agregan los factores externos la conservacién de masa no se satisface.

De acuerdo con [I] se sabe que la ecuacién cldsica de Smoluchowski tiene soluciones que
conservan la masa; al agregar los factores externos se obtiene la ecuacién , para la cual
no es posible ver a simple vista si cumple la conservacién de masa o si cambia para cada
instante ¢, por esta razon es importante realizar un andlisis de esto antes de presentar la
solucién de dicha ecuacién.

Definicién 6. Sea N € N. Se define ;(l) = il;<ny (1), donde:

1 sil<N
H{"SN}(Z):{ 0 sil>N

La ecuacién (1-2) se multiplica por ¢;(l) y se suma desde i = 1 hasta oo, obteniendo lo
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siguiente:
[ee) d 1 i—1
;@Z(Z)d ZSOZ §j:lK(]71_])n(]at) Z_]7 ;SOZ

-7 Z wi(Dn(i,t
i=1

Lo anterior es equivalente a:

oo i—1
Z«pz dt n(i, 1) ZZ% K(j,i — j)n(j, t)n(i — j,t) ZZ%
i=2 j=1 i=1 j=1

—r Z wi(l)n(i,t
i=1

(i,£) Y K(j,4)n(j,¢)

i=1

K(j,i)n(j,1)

(3-1)

La figura muestra la regiéon que comprende las primeras dos sumas del lado derecho

de la igualdad de la ecuacién (3-1).

Figura 3-1: Regién series

Con este grifico se puede hacer el siguiente cambio de orden en dichas sumas: 1 < 7 < oo

v 7+ 1 <1 < o0, lo cual permite obtener el siguiente resultado:

Zsoz dt n(i, ) ZZ% K(j,i— j)n(G,t)n(i — j,t ZZ%

le]—i—l i=1 j=1

-7 Z wi(l)n(i,t
i=1

g 0)n(j,t)



3.1 Conservacién de masa 11

En lo que sigue, se puede realizar un doble cambio de variable con el fin de que todas las
series comiencen en 1 y queden en los mismos términos, estos consisten en hacer u =17 — j
v luego u se cambia por i, esto se aplica a la segunda serie del primer término del lado
derecho de la igualdad anterior y asi reescribirlo como:

D i) (i) = 5 323 euss KGO (0) = 3237 i DG e
—r Z wi(l)n(i,t)
=1

(3-2)

Con el fin de agrupar los dos primeros términos del lado derecho de la igualdad anterior
es pertinente enunciar la siguiente nota:

Nota 3. FEl término enunciado a continuacion se puede separar en dos sumas como sigue:

SN w0 0K GG 0) =5 S-S eiln(i, K (i), 1)

i=1 j=1 i=1 j=1

. % S5 e nli K G i)nG, )

i=1 j=1

Reemplazando la nota 3| en la ecuacién (3-2)), se encuentra lo que sigue:

Zlgpz(l);in(zat) :%ZZ()@H-](Z)K(.?:Z)”(J’” Zzgpz ]? ) (jat)

j=11i=1 i=1 j=1
R . RN - .
—5 DY @il ) K (i), t) —r Y wil)n(i, 1)
i=1 j=1 i=1
Aplicando la definicién [0] la anterior igualdad se convierte en lo que sigue:
N
ZZH{1<N}<Z ZZ (@ + )i j<ny (DK (G, 9)n (g, t)n(i, 1)
=1 ] 1:=1
- *ZZZH{KN} Js )n(j, t)n(i, t)
=1 j=1
— *ZZ_]H{]<N} ) ( ) 2 t _TZZH{2<N} l) (i,t)
=1 j=1 =1

(3-3)
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Nota 4. Usando la definicion[6], paral < N se tienen dos resultados, los cuales se muestran
a continuacion:

= Sii+ 7 <N, entonces it < N y j < N. Asi se tiene lo siguiente:
(i + Dlipjeny () = i+ 4, il () =i y jlgiany (D) = 5

» Sii+j > N, entonces se obtiene que (i + j)j<ny(l) =0

Al evaluar la ecuacién (3-3|) para | < N, la nota [4| permite concluir que:
Z z— (1,t) < —r Z in(i,t)

N
Proposicién 3. Para s >0, si i%n(i,t) < —r Y. in(i,t), entonces se cumple
i=1 ‘

N N s N
> ini,s) < in(i,0) —r [ > in(i,t)dt
i=1 i=1 0 =1

N
Prueba: Se comienza integrando a ambos lados de la desigualdad ) i%n(z’, t) < —r > in(i,t)
i=1 i=1
respecto a t como sigue:

N N s N
> in(i,s) = > in(i,0) < —7’/ > in(i,t)dt
i=1 i=1 0 =1

El lema de Gronwall permite reescribir lo anterior de la siguiente manera:

N

N
> inliy,s) < e in(i,0)
=1

=1

N
Finalmente, teniendo en cuenta que »_ in(i,0) = 1 para 0 < t < 1, entonces VN € N se
i=1
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cumple que:
N

Z in(i,t) < e "

i=1
En el caso clasico, se puede probar que la masa total del sistema en el tiempo ¢ satisface

o0
la desigualdad > in(i,t) < 1y en [I] se elige buscar soluciones a la ecuacién clasica tal

i=1
o0
que > in(i,t) = 1, esto se conoce como conservacién de masa. Dado que, para el caso
i=1
o0
con factores externos se tiene la desigualdad > in(i,t) < e~ ", es pertinente mencionar la
i=1

siguiente nota:

o

Nota 5. En adelante se elige encontrar soluciones que cumplan la igualdad Y in(i,t) =
i=1

e~ ", es decir, que no se satisface la conservacion de masa, sino que cambia en cada instante

de tiempo t.

A continuacién, se muestran las soluciones para la ecuacién de Smoluchowski con factores
externos para los tres nucleos mencionados antes.
3.2. Nuacleo K(i,7) = 1 para todo %,5 € N

Reemplazando este ntcleo en la ecuacién ([1-2)) queda de la siguiente manera:
(3-4)

Para encontrar la soluciéon de la ecuacién para este nucleo se realiza una demostracion
para intercambiar una serie y una derivada, esto con el fin de obtener una ecuacion dife-
rencial separable y asi encontrar su solucién. Finalmente, se utilizan las definiciones de las
funciones generadoras de probabilidades, en particular la de una distribucion geométrica
para lograr obtener la solucién de la ecuacién .

Se comienza sumando de ¢ = 1 hasta oo en ambos lados de la ecuacién (3-4]) para obtener
lo siguiente:

00 d (%s) 11—1 [e's) 00 00
Z— (i,t) :Zon], n(i—j,t anthJ, an(i,t)
i=1 dt i=1 2 j=1 =1 7=1 i=1

Usando el teorema de Cauchy para el producto de series con a; = n(j,t) y ai—; =
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n(i — j,t), el primer término de la derecha se puede cambiar por:

STRREED SRS S IS SRR
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1 i=1

A continuacion se encuentra la demostracién de la validez de intercambiar la serie con la
derivada del lado izquierdo. El orden que se sigue para demostrar esto es el que se describe
a continuacién:

m
(i) Se muestra que Sy, (t) = > in(i,t) converge uniformemente, lo cual, con ayuda del

m
teorema de Dini permite afirmar que, f,(t) = > n(i,t) converge uniformemente.
i=1

=1

m o0
(17) Tomando fp,(t) = Y. n(i,t) y f(t) = > n(i,t), de la ecuacién () se prueba que
i=1
f1.(t) es continua.

(731) Finalmente, se muestra que f,, (t) converge uniformemente y con esto llegar a concluir
que:

d
dtz Z—nzt

=1

A continuacién se enuncian algunas proposiciones y lemas que permiten demostrar los

pasos anteriores.

m
Lema 2. Sea Sy, (t) una sucesion para todo t € [0,T] definida por Spm(t) = > in(i,t).
i=1
Entonces Sy (t) converge uniformemente.

Prueba: Se sabe que in(i,t) > 0 por lo que S, es una sucesién mondtona creciente, la
cual converge puntualmente en un conjunto compacto [O, T } Entonces usando el teorema
m

de Dini se puede afirmar que S,,(t) = >_ in(i,t) converge uniformemente en [0, 7. O

s

Il
—_

Lema 3. Sea f,(t) una sucesion para todo t € [0,T] definida por fp(t) = n(i,t).

)

Entonces | fram(t) — fr(t)] < |Sram(t) — Sp ()| y fin(t) converge uniformemente.

Prueba: Primero se prueba que |frim(t) — fr(t)| < [Sram(t) — Sp(t)| de la siguiente

manera:
r+m r+m
[fram(®) = fr®)] = D i) < Y in(i t) = |Srpm(t) = Se(t)]
i=r+1 i=r+1

Ahora como se demostré en el lema [2) S,,(f) converge uniformemente para m € N,
entonces, por el teorema [3| se puede afirmar que S,,(t) es uniformemente de Cauchy, es



3.2 Nucleo K(i,7) = 1 para todo i,j € N 15

decir, que para todo € > 0 existe N € N tal que, para todo r,m € Nconr > m > N,
|Sy+m (t)—Sr(t)| < €. Entonces | fr4m(t) — fr(t)| < ey por lo tanto, fy,(t) es uniformemente
m

oo
de Cauchy y asi fp,(t) converge uniformemente y lim > n(i,t) = > n(i,t) = f(¢t). O

m—00,-1 i=1

m o0
Tomando f,,(t) = > n(i,t) y f(t) = > n(i,t) de la ecuacién QD se obtiene el siguiente

=1 =1
resultado:
P =3 S t) = 23 0G0 S om0~ (i)Y nt) — Dm0
=1 7j=1 =1 =1 j=1 i=1
m 2 m [o¢] m
SURE D OIUEEY ) IS LD SEE IS e
=1 =1 =1 7=1 =1
Frl®) = 5 () = fn ) £(8) = ()

Para probar que f] (t) converge uniformemente se deben tener en cuenta las siguientes
proposiciones:

m

Proposicién 4. Si f,(t) = S n(i,t) para todo t € [0,T] entonces (fm(t))? converge
i=1

uniformemente.

Prueba: Como f,,(t) y f(t) son funciones continuas, entonces se puede afirmar que
f1,(t) es una funcién continua y existe una constante M > 0 tal que |f(t)| < &L para todo
t € [0,7]. Ademés teniendo en cuenta que para todo € > 0, existe N € N tal que para todo
r,m € N con r >m > N se tiene |f.(t) — fm(t)| < 7, entonces:

(£ ()% = (fm(1)?] =1 £(2) — (t)\!fr(t)+fm()|
<1fe() = Fm O (@) + | (D))
< |fo() = fn @ SO+ [FE)])

= £+(t) = fm ()] 21 £ (1))

Esto quiere decir que (f,,(£))? es uniformemente de Cauchy y por esto (f(t))? converge
uniformemente. U

m oo

Proposicién 5. Si f,,(t) = > n(i,t) y f(t) = > n(i,t) para todo t € [0,T], entonces
i=1 i=1

fm(t)f(t) converge uniformemente.
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Prueba: Como f(t) es una funcién continua entonces existe una constante M > 0 tal
que |f(t)| < M para todo t € [0, 7], ademds teniendo en cuenta que, para todo € > 0, existe
N € N tal que para todo r,m € N con 7 > m > N se tiene |f.(t) — fm(t)| < ;7 entonces:

FOF ) = FaFOL = O () = ()] < M5 — =€

Lo anterior implica que f,,(t)f(t) es uniformemente de Cauchy y por esto f,(t)f(t)
converge uniformemente. O

Teniendo en cuenta las anteriores proposiciones se puede concluir que f], (t) converge u/ni—
formemente y por el teorema la sucesién f,,(t) converge uniformemente y ( lim fm) =
m—0o0

lgn f1,. Por todo esto es posible concluir que:
m

&‘g‘

(3-6)

&‘Q‘

Al reemplazar (3-6)) en (3-5|) se puede obtener la siguiente ecuacién:

d o0 1 o0 o0 [e.e] oo [e.e]
—Z on ant ant Zn], T‘Zn(i,t)
dt i=1 2]:1 =1 =1 j=1 =1

Para simplificar esto y operar los primeros dos términos del lado derecho, cambiando j
por ¢ se encuentra que ambos términos son iguales, al operarlos se obtiene lo siguiente:

CZS‘Zn(i,t) = —% ( n(i,t)) - an(i,t) (3-7)

oo
Proposicién 6. S5i y(t) = > n(i,t) para t € [0,T] con y(0) = 1, entonces y(t) =
2r
(2r+1)em—1-

=1

o0
Prueba: Como y(t) = > n(i,t), entonces se puede reemplazar en la ecuacién l ,
para obtener la ecuacién diferencial:

Lylt) = —5 )~ (1)
! 1 2
y'=—5y =y
y’z—%(y + 2ry)

Esta ecuacion diferencial se puede resolver mediante variables separables y para resolverla
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se usa el método de fracciones parciales de la siguiente manera:

——dy =dt
yy+2r) Y
/ /dt

y+2r
1 1
- [ —-- dy=t+ A
T y+ 2r Y +

—_

—(Inly|—Injy+2r))=t+ A

/\*2

Y
| =—rt+A4A
. y + 2r> r(t+4)
_ e—r(t—i—A)
Y + Y+ 2r
y— ye—r(t—i-A) _ 2re—r(t+A)
re—r(t-‘rA)
Vo e
2r
y(t) = eT(t+A) _ 1
2r >
y(t) = Aot —1 ;n(iat)
Teniendo en cuenta la condicién inicial y(0) = 1 se encuentra que A = 2r + 1, entonces
y(t) = (2r+12)7;rt_1' D
oo
De la proposicién anterior se sabe que y(t) = > n(i,t) = Mﬁ, lo cual sugiere
i=1

definir la funcién p(i,t) como:

(2r +1)e" — 1

(i)

p(it) =
Obteniendo asi una distribuciéon de probabilidad y su funcién generadora de probabili-
dades es:

= Zp(i,t)si con |s|] <1 (3-8)

. . o Ny P dG(t,
A continuacién se va a reescribir la ecuacién 1' en términos de G(t,s) y % con el

fin de obtener una ecuacién diferencial, la cual tendra la forma de la funcién generadora
de probabilidades de la disribucién geométrica, con esta informacién se asocia la solucién
n(i,t) a dicha distribucién con parametros adecuados.
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Primero se multiplica por s’ en (3-4) y se suman todos los términos de 7 = 1 hasta oo
para obtener lo que sigue:

00 d 00 1 i—1 00 - ©
Z% n(i,t)s :ZEZTL], n(i—j,t Zn )s’Zn(j,t)—rZszn(i,t)
=1 =1 j=1 i=1 J=1 =1

Ahora se aplica el teorema del producto de Cauchy al primer término del lado derecho
con a; = n(j,t) y ai—; = n(i — j,t), adicionalmente, en el lado izquierdo se usa (3-6]), asi
lo anterior se puede simplificar como:

o0 2 oo oo o
&5 i, 0s (Z (i,1)s ) =S a0 S-S st (39)
i=1 =1 ; 7=1 =1

Proposicién 7. Si G(t,s) es definida por (3-§) con G(t,1) =1 y G(0,s) = s, entonces
G(t,s) es una funcion generadora de probabilidades de una distribucion geométrica con

met — _2re™ S S
parametros py = et Y U= et 1-

Prueba: Usando la deﬁnlclon de G(t,s) dada en , la distribucién p(i,t), y la propo-

(Z t) o 2rG(t, 8)

= @rl)ert=1’ lo cual se reemplaza en la ecuacién

sicion |6} resulta lo siguiente: Z
i=1
(3-9) para dejarla en términos de G(t,s), luego se simplifica hasta obtener una ecuacién

diferencial separable que se pueda resolver para G(t, s). Esto se logra de la siguiente manera:

% <(2?"2—|T—Ci§i’rf)— 1> - % <(2r2—lr—ci§i’rf)— 1>2 B ((27“?—?5251 1) <(27" + 12;6” - 1>
. ( 2rG(t, s) )
(2r+1)em —1

Derivando el término del lado izquierdo respecto a t se obtiene el siguiente resultado:

(2r7d0$’8)> ((2r +1)e™ — 1) —2rG(t, s) ((2r + 1)6”7‘) 1 ( 2G(t, ) )2
((2r 4 1)ert — 1) 2\ (2r+1et —1
2rG(t, s) 2r 2rG(t, s)
- ((2r+ 1ert — 1) ((27« T 1)ert — 1> - <(2r+1)et—1>
1 4r2G2(t, 5) B 472G (t, s) B ( 2r2G(t, s)
2(@2r+1)ert —1)>  ((2r+ et —1)>  \(2r+1)er —1

Se simplifica para obtener lo que sigue a continuacién:
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) (@r+1)e™ —1) —2rG(t,s) (2r + 1)e"'r) = 2r2G2(t,5) — 4r2G(t, 5)

—2rG(t, s) ((2r + 1)e™ — 1)

) ((2r + 1)e™ — 1) = 2r2G2(t, s) — 4r°G(t, s) + 2r*G(t, )
> (2r+1)e" —1) = 2r2G(t, s) — 2r2G(t, 5)

dG (t,s)
pn ((27" + 1) — 1) =rG%(t,s) — rG(t, s)

dG(t,s) ((2r +1)e™ — 1)
dt r

= G?(t,s) — G(t, s)

Esta ecuacién diferencial es separable, asi que integrando a ambos lados para resolver
por fracciones parciales al lado izquierdo y haciendo uso de la sustitucién v = e al lado
derecho, se tiene:

| a@= | G

In|G — 1| — In|G| = —In|e"| + In|(2r + 1)e™ — 1] + C
(2r+ 1) —1

G-1
ln‘G‘:ln ot ’—i—C
G-1_ _(@2r+1)"—1
G ¢ ert
rt
G-1=0CG (W)fl)
67"
1
G(t,s) = -
1-C (7(2’*2‘? ‘1)
6rt
G(t,s) =

ert —C((2r+1)ert —1)

Al tener en cuenta las condiciones iniciales G(¢,1) =1y G(0,s) = s se obtiene el valor
de la constante C' de la siguiente manera:
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1
T1-C(2r+n-1)
1
8_1—27"0
_s—l
 2rs

Ya teniendo el valor de C, G(t, s) se puede escribir como:

rt

e

G(t,s) =

(t,5) ert — % ((2r+1)et —1)

2rset

G(t,s) =

(t,5) 2rsem — (s — 1) ((2r + 1)e™ — 1)

2rse’t

G(t,s) =

(t,5) —semt + (2r +1)emt +s—1

2re’t .

Gt s) = (2r+1iit 11

(2r+1)emt— 18

Asi la funcién G(t, s) tiene la forma de una funcién generadora de probabilidades de una
distribucién geométrica con parametros p; = % vg=1—-p =1-— % =

et—1
(2r+1)emt—1- 0

Proposicién 8. Parai € N y t € [0,1] la solucion inica de la ecuacion estd dada

por: ‘
9 De™ — 1 —2 Tt _ 1 i—1
nig) = (Grrber =1 A S R
2r (2r+1)em —1

Prueba: Teniendo en cuenta la proposicién anterior se puede decir que n(i,t) es la
funcién de probabilidad de una distribucién geométrica dada por:

1 i—1
.
n(i,?) (2r+1 e’”t 1 ( 2 + 1 e’”t—1> ((27“—1—1)6”—1)

—2 o i1
n(i,t) = @r+ et —1 ol N ot con 0<t<1i>1.
2r (2r+1)et —1

Asi que, dada la unicidad de G(t,s), es posible concluir que n(i,t) es dnica, que es la

solucion para el nicleo K (i,j) = 1. O
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Por dltimo, es posible ver que cuando r — 0 las soluciones del problema clésico se
recuperan de la siguiente manera:

2r 4 1)e™ — 1 2 rt_ 1 ol
lim n(i, t) = lim <( r+De ) <( c 1> et

r—0 r—0 2r 2r + 1)6” —
Aplicando la regla de L’Hospital en (2T+12)f”_1 y (Qrf:lt)}lt,l se tiene lo siguiente:
o 2r+Det =1 2"t 4 (2r 4+ D)te™ 2+t
lim ———— = 1lim =
r—0 2r r—0 2 2
et —1 tert t

’

i ——
ro0 (20 + 1)ert — 1 10 2 + (2r + D)te 2+ ¢

_ i1 2 i—1
Entonces, si r — 0 se puede decir que, n(i,t) = (25) 2 <2L+t) = (1:4%2) (ﬁ) ,la

cual es la solucién del nicleo K (i,5) = 1 en la ecuacién clésica.
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3.3. Nucleo K (i,7) = ¢j para todo i,j € N

Reemplazando este nicleo en la ecuacion ((1-2)), esta queda de la siguiente manera:

d TS RN .
Zn(it) = 5 ;J(Z = )n(j. (i — j,t) = n(i, 1) j;]m(j’t) —rn(it) (3-10)

n(i,0) = &(i),i > 1

Al igual que el caso anterior, para encontrar la solucién de esta ecuacién se tiene en
cuenta la seccion de preliminares y el siguiente procedimiento:

(i) Se prueba que es posible intercambiar la serie con la derivada.
(74) Se define la funcién de probabilidad p(i,t) y su funcién generadora de probabilidades.

(#47) Se multiplica (3 por isie™ y se suma de i = 1 hasta oo para obtener una expresién
en términos de G(t, s), la funcién generadora de probabilidades de p(i, t).

(iv) Se encuentra la solucién de (3-10]) por el método de las caracteristicas.

Se comienza sumando de ¢ = 1 hasta oo a ambos lados de la ecuacién (3-10) para obtener
lo siguiente:

o0 d 1 oo i—1 00 0o oo
Z? n(it) =53 3 ii=nG,n(i=j,0)=3 n(it) 3 jin(j,)=r Y _n(it) (3-11)
=1 i=174=1 i=1 j=1 =1

Utilizando el teorema de Cauchy para el producto de series con a; = jn(j,t) y bi—; =
(i —j)n(i —j,t), se puede simplificar como:

ij ;iznzt)ijn(j,t)—imzti]ny, —rinzt (3-12)
=1 i=1 j=1 =1 = i=1

A continuacion se presenta la demostracién que permite intercambiar la serie con la
derivada del lado izquierdo de la ecuacion (3-12)). Para esto se tienen en cuenta algunos

teoremas, lemas y proposiciones enunciados antes.
m

Se empienza utilizando los lemas y los cuales afirman que, S,,(t) = > in(i,t) y
i=1

m

fm(t) = >  n(i,t) convergen uniformemente y reemplazando esto en la ecuacién (3-12|) se
i=1

obtiene la expresién:

Fr®) = 5 (Sm(t)® = Sm(t)S(t) — 1 fm(t)

N |
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La sucesién f; (t) mostrada anteriormente converge uniformemente pues, cambiando
fm(t) por Sp,(t) en la proposicién |4 se puede afirmar que (S,(t))? converge uniformemen-
te, y cambiando f,(t)f(t) por Sy, (t)S(t) en la proposicién [5|se puede decir que Sy, (t)S(t)
converge uniformemente. Por esto resulta lo siguiente:

(e} o)

jt;n(i,t) Zdﬁ (i,1)

=1
Definicién 7. Para todo t € [0,T], se define p(i,t) = ie" n(z,t) y la funcion generadora
o0 .
de probabilidad asociada a p(i,t) es G(t,s) = > p(i,t)s' = Z ie"'n(i, t)s' para |s| < 1.
i=1 i=1

) .
Proposicién 9. Si G(t,s) = > ie"'n(i,t)s’ para t € [0,T], entonces se cumple:

i=1
SaG i ’L2 7‘t

;taGQ (ize n(i, t)s )(Zznzt >

Prueba: Inicialmente se calculan las derivadas parciales con respecto a s de G(t,s) y
G?(t, s), con el fin de obtener:

T

Luego, es procedente multlphcar por sy 85 por se T

, para obtener:

o0

SaG 212 tn
—rt 2 oo oo
862 8; = (Zie”n(i,t)si> (Z i2n(i,t)si>
s

i=1 i=1

O

m .
Proposicién 10. Si G(t,s) = Y ie"'n(i,t)s’ para t € [0,T], entonces la ecuacién (3-11

se puede reescribir en términos de G(t,s) y sus derivadas parciales respecto a s como:

—rt 8G2
rt _ —rt o -1
2 55 "¢ 53 rG (3-13)

ztzse

&‘g‘
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Prueba: La ecuacién (3-11]) se multiplica por is’e™ y se tiene lo que sigue:

oo

Zdi thse ZQZJZ_J n(g,t)n(i — 7, )Zse
i=1 =1 =
_ZZ n(i,t)s' ”Z]n j.t) Zrn(z’,t)z'sie”
i=1

Para simplificar esto, se deben realizar algunas operaciones, primero se comienza suman-
do y restando j en la ecuacién anterior en el primer término del lado derecho de la igualdad
para obtener lo siguiente:

00 d oo t1—1
ZCT thse ZZZ_]+] 2_]) (j7t) (Z_jv)lrt
i=1 1= 1] 1
o
—Zznzt ’”Z]n], Zrnztzse
= =1
Ahora, como s° = s 757, se llega a:
00 d 1 oo i—1 o
z::d— n(i,t)is'e" 2;]222—]—1—] §(i — ), t)n(i — j,t)s" I sle™

— Zz n(i,t)s’ ”Z]n (7,1) irn(i,t)isie”
i=1

Posteriormente, se rompen los paréntesis del primer término del lado derecho y se agrupa
convenientemente de la siguiente manera:

oo d oo i—1 ‘ . . . '
Z:E i )is'e” = ff”;; i = §)*n(i — j,1)s"] [in(j,0)s']
oo i—1
1 o )
LSS [ gl - 5.0)57] [P 0)s] (314)
i=1 j=1
- Zi2n(i,t)siem Zjn(], Zrn (i,t)is'e"
i=1 j=1 i=1

Finalmente, se usa el teorema de Cauchy para el producto de series con a;—; = (i —
3P0 = 4, t)s"7, by = jn(j,t)s?, cij = (i = j)n(i — j,t)s" 7 y dj = j*n(j,t)s’, en los
primeros dos términos del lado derecho, los cuales se reescriben respectivamente como se
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muestra a continuacion:

oo 1—1
e”ZZ i—5)%n(i—j,t)s ][]n(jts] = rtZznzt Zmzt
=1 j=1
oo i—1 00
eTtZZ i—j)n(i —j,t)s ] [j n(j,t)s’| = rth i) siz:iZn(i,t)sZ
=1 j=1 = =1

Teniendo en cuenta la definicién m y la proposicién |§|, la ecuacién (3-14]) puede escribirse

como:
o]

Z in(z 'Siert _ _rt aGQ e—rt58£
’ T2 9s Os

—rG
i=1

&S] .
Proposicién 11. Si G(t,s) = Y ie"'n(i,t)s para t € [0,T], entonces

i=1

t dnzt) oG oG —rt 0G
Zzer i =5 —rG y SGi=se "G (G-1)

Prueba: Se comienza derivando parcialmente a G(t,s) respecto a t para obtener lo
siguiente:

8G_8 Oo.rt . i _oo- rt . 7 Oo-rtidn(ivt)
B = 5 <z;ze n(l,t)s> —ere n(i,t)s +Zze s

i=1 =1

oG = = cdn(i,t
o =7 ; ie"n (i, t)s' + ; ies' nc(;t’ )

Utilizando la definicién de G(t, s), lo anterior se puede reescribir como:

G dn(i,t
=7rG + Zie”tsZ nc(ilt’ )
i=1

oo
. ) i dn (it . . . .
Despejando > ze”s’%) del anterior resultado se obtiene la primera ecuaciéon que se
i=1
queria demostrar.

Z ie"ts! dni, _ oG rG
— dt ot

Para encontrar la segunda ecuacion es procedente hacer el cambio de la serie y la deri-

o0
vada de ) %n(i,t), y con la proposicién la ecuacién (3-13) se puede reescribir de la

=1
siguiente manera:
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oG se " oG?

ot > o5 ¢ Cos ¢
oG seT"oG? ., 0G

ot 2 0s  os

G se "2GOG  _,, 0G

o 2 o0s  ° Tos

0G _0G
— = — (G -1
at ¢ Bs ( )
Lo anterior completa la demostracién de la proposicion. O

o0 .

Proposicién 12. Si G(t,s) = > ie"n(i,t)s* para t € [0,T], entonces la solucién a la
i=1

ecuacion diferencial %—? = se‘”%—f (G — 1) con condicién inicial G(t,0) =1 y G(0,s) = s,

G-1

. . .. 1 _e— Tt L.
se escribe implicitamente como: G = ser(G—D(1—e ), la cual es unica.

Prueba: Para determinar la solucién de la ecuacién diferencial % = se‘”% (G-1),
usando el método de las caracteristicas [12], se empieza reescribiendo esta ecuacién de la

siguiente manera:

aG 7rt6£ _

S a=@se Sl =0 (3-15)

Para usar el método de las caracteristicas es necesario definir las siguientes funciones:

a(t,s,G) =1 b(t,s,G) = (1 —G)se™" c(t,s,G) =0
xe(t) =1 y(t) = (1 —G)se " ut(t,s) =0
z(0,s) =0 y(0,s) = s u(0,s) =s

. . d ., . .
Con estas funciones es posible calcular d—z, para obtener una ecuacién diferencial de y en
términos de x que se resuelve por variables separables de la siguiente manera:

@ B (1-G)ye™ ™
dr 1

1

gdy =(1-G)e ™dx

— (1-G)ye

1-Gle ™™
In(y) = d=Ge™ +c
T
(1-G)e ™ c
y = e -
(1-G)e™"* (G=1)e ™"
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rt

G- fe—

G-

Como y(0,s) = s, entonces A = se~ , por lo tanto, y = se”

ser (G- -1) y teniendo en cuenta las condiciones iniciales de G(t, s), la solucién de la

ecuacion diferencial (3-15)) es la siguiente:

5 — Ge%(Gfl)(e_“fl)
G — 86_%(G_1)(67Tt_1)

G = Se%(G—l)(l—e’”)

Finalmente, el siguiente jacobiano permite determinar que la solucién es unica, ya que,
este resulta ser diferente de cero.

a(t,s,G) b(t,s,G) 1 (1-G)se
0s 0s

Por todo lo anterior, la solucién de la ecuacién (3-15)) es tnica y definida implicitamente

como:

7'rt)

G(t,s) = ser(@~D0—e (3-16)
0

Proposicién 13. Para i € N y t € [0,1] la solucion de la ecuacion estd dada por:

1 —rt\\i—1,— L (1—e"t)i
n(ist) = Ler G e e e

) 7!

Prueba: Teniendo en cuenta la definicién [5|y la ecuacion , se puede afirmar que
G(t, s) tiene la forma de una funcién generadora de probabilidades de una distribucién de
Borel con parametro A = %(1 —e ™), con 0 < t,\ <1y r cualquier valor, asf la funcién
de masa de probabilidad se escribe como:

(Ni)i—le—N
(L1 = emrtyiyi-tems e

il

p(i, t) =

p(i, t) =

Finalmente, con la deﬁnicic’)nse llega a que, n(i,t) = %e‘”p(i, t) y reemplazando p(i,t)
se encuentra la solucién n(i,t) para el nicleo K (i,j) = ij escrita como sigue:

1 P
71(%',75):1,6—”(?(1_6 ryj)item(lme

S Para i e N y t €[0,1]
i il
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La proposicién anterior implicitamente indica que la solucién n(i,t) existe y es unica.

Por dltimo, es posible ver que cuando r — 0 las soluciones del problema clasico se
recuperan de la siguiente manera:

. (2(1— e—rt)i)z‘—lef%(lfe—”)i
T T

lim n(i,t) = lim e~ —
r—0 r—0 i1l

Aplicando la regla de L’Hospital en %(1 — e ™) se llega a lo siguiente:

1 t —rt
lim = (1 — e ") = lim ¢
r—=07r r—0 1

=t

(ti)ifleft

A
Por lo tanto, si r — 0 entonces, n(i,t) = > la cual es la solucién del ntcleo

K(i,j) = ij en la ecuacién clésica.
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3.4. Nucleo K(i¢,j7) =%+ j para todo i,5 € N

Reemplazando este nicleo en la ecuacién (1-2), esta queda de la siguiente manera:

d 1171 00
—nzt Zj—l—z—j J.t)n(i —j,t) —nth]—H t) —rn(i,t)
g:l j=1 (3_17)

n(i,0) = 61(i), 1

Al igual que los nicleos anteriores, para encontrar la solucién de esta ecuacion se tiene
en cuenta la seccion de preliminares y el siguiente proceso:

(i) Se prueba que es posible intercambiar la serie con la derivada.

(74) Se define una funcién de probabilidad p(i,t) y su funcién generadora de probabilida-
des.

(7i1) La ecuacién 1) se multiplica por sierttr(1=e™") y se suma de i = 1 hasta oo, esto
con el fin de obtener una expresiéon de G(t, s), la funcién generadora de probabilidad
de p(i,t).

(iv) Se encuentra n(i,t), la solucién de la ecuacién ([3-17)).

Se comienza sumando de ¢ = 1 hasta oo ambos lados de la ecuacién (3-17)) para obtener
lo siguiente:

o0 oo 1—1 oo i—1
Zdi )= 3 03 G tnGi —,0) + 3 35— nG et — 5.1)
i=1 i=1 j=1 =1 j=1

(3-18)

[e.9] [e.9] [e.9] o0

=Y n(i,t)> gnlit) =Y in(i,t) > nGt) —r> n(it)
i=1 Jj=1 i=1 j=1 i=1

Utilizando el teorema del producto de Cauchy para el primer y segundo término del lado
derecho con a;—; = n(i — j,t), bj = jn(j,t), ci—; = (i — j)n(i — j,t) y dj = n(j,t), la
ecuacién anterior se puede reescribir de la siguiente manera:

Zdi Zm(z‘,t)Zn(j,t)—i— Zmzt Zn],
=1 = Ooj:l . =1 N 7=1 N (3_19)
antZ]nJ,)—Zin(thn], T‘ZTL
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De donde se obtiene:

IFTGUES SECUD SRS WIGD) DTS
- w0 o7 (3-20)
- Zin(i,t) n(j,t) —an(i,t)
i=1 j=1 i=1

Haciendo uso de la nora I 5| la ecua(non se puede escribir en términos de Sy, (t) =
in(i,t), fm(t) = Z n(i,t), f(t) = Z (z t) de la siguiente manera:

1 i=1 i=1

'ME

(2

Frn () = S (t) (fin (&) = F(1)) = fin(t)e™"" = fm(t) (3-21)

s

Il
—_

MS

Proposicién 14. Si f,(t) = > n(i,t) y Sm(t) = Y in(i,t), entonces Sy, (t) fm(t) converge

Il
—

7 (2

uniformemente.

Prueba: Como f,,(t), Si(t), S(t) y f(t) son funciones derivables, se puede afirmar que
£, () y SL,(t) son funciones continuas y que existe una constante M > 0 tal que |f(¢)| < &L
y |S(t)] < & para todo t € [0,T]. Ademéds teniendo en cuenta que para todo € > 0, existe
N € N tal que, para todo r,m € N con r > m > N se tiene que |f,(t) — fm(t)| < 57 ¥
|Sr(t) — Sm(t)| < 57, entonces se tiene lo siguiente:

|S7"(t)f7"(t) - Sm(t)fm(t)| = |Sr(t)fr(t) - Sr(t)fm(t) - Sm(t)fm(t) + Sr(t)fm(t)|
|Sr(t)fr(t) - Sm(t)fm(t)| = ‘Sr(t) (fv"(t) - fm(t)) + fm(t) (Sr(t) - Sm(t))|
< [Sr O fr () = fn (O] + | fm O] [Sr(8) = Sm (D))
< [SOIFr(#) = O]+ [F@O]15(8) = Sm(?)]
M € M €
< — % — 4+ — % —
-2 M 2 M

Esto quiere decir que Sy, (t)fin(t) es uniformemente de Cauchy y por esto Sy, (t)fm(t)
converge uniformemente. O

Usando la proposicion [14] y los lemas [2| y |3| se puede decir que, la ecuacién (3-21)) con-
verge uniformemente y por el teorema [2) la sucesién f,,(t) converge uniformemente y

(h’m fm)/: lim f7.

Con todo esto es posible concluir que se puede intercambiar la serie con la derivada de
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asi:

yr Z n(i,t) = Z %n(i, t) (3-22)

A continuacidn, se reescribe la ecuacién (3-18) de tal forma que se pueda obtener una
ecuacién diferencial con su respectiva solucién, la cual permite definir p(i, t).

Se comienza reemplazando la nota [5| en la ecuacion (3-19)) para obtener lo siguiente:

ij ):;im(zt inzt im(z,t)in(i,t)
i=1 =1 =1 z:l i=1
et in(z, t)y—e " Z n(j,t) — rin(z t)
i=1 =1

Utlizando (3-22)) se encuentra lo siguiente:

% i n(i,t) =e " in(z, t)—e "t i n(i,t) —e " i n(j,t) —r i n(i,t)
= =1 i=1 j=1 i=1

=1

g 22700 = (=r =7 3 (i)
=1 1=1

% Z n(i,t) = (—r—e) Z n(i,t) (3-23)
i=1 i=1

o0
Proposicién 15. Si y(t) = > n(i,t) para t € [0,T] con y(0) = 1, entonces y(t) =

6% (e‘”—l)—rt

Prueba: Como y(t) = > n(i,t) y reemplazando esto en (3-23)), se tiene la siguiente
i=1

ecuacién y'(t) = (—r — e_’”t) y(t), la cual se puede resolver por variables separables como
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se muestra a continuacion:

dysf) — (77“ _ e—'rt) y(t)
dy = (—r —e 7"t) ydt
dy — (—p efrt
Yo ( ) dt

e e _1 , 1 _ lo—rt
Por la condicién inicial se encuentra que M = e r. Asi y(t) = e re "Tee " =
1 —rt
e;(e r 71)frt. 0

Definicién 8. Para todo t € [0,T] se define p(i,t) = eTtJr%(l*e_”)n(" t), y la funcién gene-
"t

radora de probabilidad asociada a p(i,t) es G(t,s) = > p(i,t)s"' = > e (1=e7") n(i,t)st
=1 i=1
para |s| < 1.

. = Tt—i—l(l—e’rt) . i - . i rt+— ( ”)
Nota 6. Si G(t,s) = > e n(i, t)s" = A(t) > n(i,t)s', con A(t) =e
i=1 i=1
una expresion que depende de t con t € [0,T], entonces derivando la funcion generadora
de probabilidades respecto a t y s, se encuentra lo siguiente:

oG —7"t - d - . i
Ez( ;nzts + A(t )dt;n(z,t)s
d — oG =
aZn s ——(r—i—e*’"t Zn
i=1 i=1
t) Z in(i,t
i=1
Proposicién 16. Si G(t, s) = Z ertty(1=e7™) n(i, t)s" parat € [0,T], entonces la ecuacion

se puede reescribir en termmos de G(t, s) y sus derivadas parciales respecto a s como:

8G —Tt—&-%(e*”—l) aG

S t(1=G)e 5. =0 (3-24)

Prueba: Se comienza multiplicando la ecuacién (} por sie”'k%(l_eirt), sumando de
i = 1 hasta co y con A(t) definida como en la nota [f] se tiene:
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o) oo 1—1 o)
A(t)Z%n(it ZZzn], t)s' — ant Z]ng,
1=1 i=1 j=1 =1 =

—A®)D in(i,t)s' > n(j,t) — A(t) Zrn(z’, t)s
i=1 j=1 i=1

Sumando y restando j en el primer término del lado derecho, para simplificar de la

siguiente manera:

(%s) d oo i—1 [e'e] (%)
OS5 = A0S 56t A0S 600 S 0
i=1 001:1]:1 _ N =1 j=1
_A( Zzn 1, t SzZn Zrn(i,t)si
i=1 j=1 i=1

A continuacién se agrupa de manera conveniente y se usa el producto de Cauchy en el
primer y segundo término con a;_; = (i—j)n(i—j,t)s" 7, bj = n(j, t)s’, di—; = n(i—j, t)s"~
y ¢ = jn(jvt)sj

co 1—1

A S Gnti0' = 340 33 [ = i =505 [ 0]
i—1 i=1 j=1
oo i—1 [ 00
+ éA(t)ZZ [in(, 6)s7] [ In(i — j, )] — A@®) Y n(i,t)s" Y jin(j,t)
i=1 j=1 i=1 j=1
Zm i t)siZn(j,t Zrn(z,t)s’
= j=1 i=1
A(t) Z %n(z, t)s' = —A(t) Zzszn(i, t) Z n(i, t)s" + 2A(t) Zzszn(z, t) Z n(i,t)s'
i—1 i=1 i=1 i=1 i=1
— A(t)e™™ > " s'n(i,t) — A(t)Y in(i t)s" Y n(jt) — A(t) Y rn(i,t)s’
i=1 i=1 j=1 i=1

Al reemplazar G(t, s) de la definicién [§]y las derivadas de la notalf] en la ecuacién (3-25)
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se encuentra lo siguiente:

aG —rt _ S % —rt S %

ot e )G =456 G A as

oG it~ 8 0G ot s 0G

E_TG_Q G_A(t)SBSG e "G A s rG

G s 0G

o~ Aos @Y

% +(1-G) e*”*%(eqt*l)s% =0 Para G(t,0)=1,G(0,s) = s

[eS) 7T )
Proposicién 17. Si G(t,s) = > erttr (1-e t)n(i,t)sl para t € [0,T], entonces la solucion
i=1

. L (=Tt
a la ecuacidn diferencial %—F(l —G)e rit (e 1)3% = 0 con condicidn inicial G(t,0) =

(G—l){l—e%(eim_l)}

1 y G(0,s) = s se escribe implicitamente como: G = se , la cual es unica.

Prueba: Para determinar la solucién de la ecuacion diferencial anterior se usa el método
de las caracteristicas [12], se empieza definiendo las siguientes funciones:

a(t,s,G) =1 b(t,s,G)=(1—-G) se~rtHi(e7=1) c(r,y,G) =0
n=1 ye=(1=G)ye N - Gyyee wi(t,s) =0
x2(0,s) =0 y(0,8) = s u(0,8) = s

. . d . s . .
Con estas funciones es posible calcular ﬁ para obtener una ecuacion diferencial de y en
términos de x, la cual se resuelve por variables separables de la siguiente manera:

by _ (1 @)
de 1

1 —TrT

Zdy =(1-G) et (e 1) gy

— (1- Qe

Para resolver la integral del lado derecho se hace el cambio de variable, u = e ™™ — 1y
reemplazando esto se obtiene:
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/(1 — Qe gy
(1-3G) /e”ei(em_l)daz
(1 —G)/e”eiu L _ —G)/lei"du

—re "% r

—(1-G)ert+i=—(1—-G)er"+C
(1= G)ere ) Lo

Por lo anterior, se encuentra lo que sigue:

ny=-(1-G) e%(e_”tl) +C

y = Ac- (-0

% e T
Como y(0) = s, entonces, A = se1-G) por lo tanto, y = se1=G)e—(1-G)e ( ) y

teniendo en cuenta las condiciones iniciales G(¢,0) = 1 y G(0,s) = s, la solucién de la
ecuacién diferencial (3-17) es la siguiente:

PR {1_e%<ﬂt—1)]

G = se(G_l) {1—5 (67”71)}

Finalmente, el determinante jacobiano mostrado a continuacién permite determinar que

la solucién es unica, ya que este resulta ser diferente de cero.

L (1 @)setET)
0 1

a(r,y,G) b(z,y,G)
dxg 9y
Os Os

Por todo lo anterior, la solucién de la ecuacién (3-17)) es inica y definida implicitamente

COo1mo:

@ 1er )] (3.26)
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Proposicién 18. Parai € N y t € [0,1] la solucion de la ecuacion estd dada por:

D

1!

n(i,t) = er (et =1)—rt ([

Prueba: Teniendo en cuenta la definicién 5|y la ecuacién (3-26)), se puede afirmar que,

G(t, s) tiene la forma de una funcién generadora de probabilidad de una distribucién de
1 -7

Borel con pardmetro A =1 — er(e til), con 0 <t, A <1y r cualquier valor, asi la funcién

de masa de probabilidad se escribe como:

el —\i —er(eT1) ] ‘ e
iy - e ([ 1)

Finalmente, con la definicién |8 se sabe que, n(i,t) = p(i, t)e%(e_”*l)frt y reemplazando
p(i,t) se encuentra la solucién n(i,t) para el nicleo K(i,j) = ij escrita como sigue:

%(e*’”t—l)—rt<[1_e;(e 1)}1> le {1 }

i!

n(i,t) =e Para i e N y t €[0,1]

O
La proposicién anterior implicitamente indica que la solucién n(i,t) existe y es unica.

Por dltimo, igual que el niicleo anterior es posible ver que cuando r — 0 las soluciones
del problema clésico se recuperan de la siguiente manera:

1(5—7«1571) ;
Liemmt—1)—rt ([ }

1— 6%(6—”71)} Z) it ei |:17€?
lim n(i,t) = lim er

r—0 r—0 7!

Aplicando la regla de L’Hospital en %(e‘” — 1) se llega a lo siguiente:

(i,t) = eft((lfeit)l) €

Por lo anterior, si » — 0 entonces, n , la cual es la solucion

del nicleo K (i,j) = ij en la ecuacién clésica.



4 Posible aplicacion de la ecuacion de
Smoluchowski en el ambito actuarial

La ecuacion de Smoluchowski se puede usar para hacer una descripcién de la evolucion
temporal de los glébulos blancos en el cuerpo de una persona. Esta evolucién hace referencia
al conteo de glébulos blancos en la sangre en un tiempo t.

Los glébulos blancos forman parte del sistema inmunitario, los cuales ayudan al cuerpo a
combatir infecciones y algunas enfermedades asociadas con un conteo alto o bajo de dichos
glébulos. Cuando hay enfermades como: leucemia, infecciones bacterianas o virales, entre
otras, el cuerpo se encarga de producir mas glébulos blancos para atacar las bacterias, los
virus u otras sustancias extranas que hayan causado la afeccion.

Por otro lado, cuando se tiene alguna enfermedad como: VIH, sida, linfoma y otras, el
cuerpo produce menos glébulos blancos de los que necesita. Otra de las causas para tener
un conteo bajo de glébulos blancos es debido a la reaccion de ciertos medicamentos, entre
ellos la quimioterapia, los antibidticos y otros.

De esta manera haciendo un conteo de glébulos blancos mediante la ecuaciéon de Smolu-
chowski se puede, por ejemplo, predecir en que tiempo ¢ un individuo puede pasar por las
fases inicial, intermedia y final de una enfermedad, lo que conlleva a calcular por ejemplo
el valor de una prima de seguros que dicho individuo deberia pagar a lo largo del tiempo
mientras evoluciona su enfermedad para cubrir gastos médicos, entre otros. Es decir, la
ecuacion de Smoluchowski nos permitiria calcular de una manera mas precisa este tipo de
primas u otras asociadas a sector salud.

Un trabajo similar al anteriormente descrito se ha hecho con la ecuacién que describe el
modelo epidemiolégico SIR (ver [6]); pero, nunca con la ecuacién de Smoluchowski. Esta
aplicacién permitiria el desarrollo de otro trabajo de maestria en donde o bien se espera
usar bases de datos reales que permitan estimar los parametros convenientes de la ecuacién
de Smoluchowski para la problematica planteada o bien bajo supuestos fenomenolégicos
usar alguna de las distribuciones asociadas a las funciones generatrices usadas en alguno
de los nicleos estudiados en este trabajo.



5 Conclusiones

El primer objetivo especifico que se planted en el trabajo es mostrar las soluciones explici-
tas para la ecuacién . Este objetivo se logra para los tres nicleos, constante K (i, j) = 1,
aditivo K (i,j) = i + j y multiplicativo K (i,j) = ij, adicionalmente, estas soluciones se
basan en la resoluciéon de una ecuacién diferencial con las distribuciones de probabilidad y
el método de las caracteristicas.

El segundo objetivo especifico planteado es la relaciéon y comparacién de las soluciones
explicitas de la ecuacién con la ecuacién clasica de Smoluchowski, el cumplimiento de
esto se logra pues cuando r — 0 en las soluciones explicitas de cada nicleo se recuperan
las soluciones del problema clésico.

El dltimo objetivo especifico hacia referencia a explorar las posibles aplicaciones en el
ambio actuarial. En el capitulo 4 se desbribe una posible aplicaciéon en cuanto al conteo
de globulos blancos en la sangre de una persona en un tiempo t, este conteo permite
conocer o predecir por medio de la ecuacién de Smoluchowski si la persona con la afeccion
o enfermedad se encuentra en una etapa inicial o terminal y con esto realizar de forma mas
acertada el célculo de la prima de un seguro para gastos médicos.

Finalmente, el objetivo general se cumple, pues en cada uno de los nicleos se prueba
existencia y unicidad de las soluciones explicitas. Para el nicleo K(j,i) = 1, la solucién
se asocia con una distribuciéon geométrica y dada la unicidad de la funcién generadora de
probabilidad G(t,s), entonces la solucién es tnica y existe. Por ultimo, para los nicleos
K(i,j) =ij y K(i,j) = i + j, se comprueba la unicidad para G(t,s) por medio de un
jacobiano y la existencia se da debido a que G(t, s) sigue una distribucién de Borel, lo cual
implica que la solucién n(i,t) para estos nicleos es tnica y existe.
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