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Resumen

En este trabajo abordaremos la modelacién de primas y reservas de un producto asegura-
dor de vida que ofrezca cobertura en caso de infecciéon o muerte a causa de una enfermedad
viral, la modelacién de las primas y reservas estard dada bajo el contexto de una enfer-
medad descrita por medio de un modelo epidemiolégico compartimentado, en particular

el modelo epidemioldgico SIR con nacimientos y muertes (SIRBD).

Para lograr dicho objetivo, se da una explicacion tedrica acerca del modelo seleccionado.
Se describe cémo se entienden los pagos de primas y reclamos por medio de la notacién
en la literatura de contingencias de vida, asi como las expresiones para las primas de
diferentes planes que cubren la enfermedad; se daran aproximaciones a los valores de las

primas mediante simulaciones numéricas.
Por tltimo, se considerara un enfoque retrospectivo de la reserva para un producto ase-

gurador que cubra una enfermedad viral modelada mediante dicho modelo, se exploraran

sus caracteristicas y analizaran simulaciones numéricas que las evidencien.
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Capitulo 1
Introducciéon

Los modelos epidemioldgicos son herramientas matematicas utilizadas para estudiar la
propagacién de enfermedades infecciosas en poblaciones humanas y animales. Estos mo-
delos se dividen en compartimentos o categorias que representan diferentes estados de la
enfermedad, como la susceptibilidad, la infeccién, la recuperacion y la muerte. La historia
de los modelos epidemiologicos compartimentados se remonta a principios del siglo XX,
cuando se utilizaron por primera vez para comprender la propagacion de enfermedades
como la viruela y la tuberculosis. Desde entonces, estos modelos se han utilizado para
estudiar y predecir la propagacion de numerosas enfermedades infecciosas, incluyendo el

VIH, la gripe y el ébola.

Uno de los primeros modelos epidemioldgicos compartimentados fue propuesto por Ker-
mack y McKendrick en 1927 para estudiar la propagacién de la viruela. Este modelo se
basaba en tres compartimentos: susceptibles, infectados y recuperados. Los investigadores
utilizaron ecuaciones diferenciales para describir como se propagaba la enfermedad en una
poblacién determinada y cémo se reducia el niimero de casos a medida que se desarrolla-
ba la inmunidad colectiva. Este modelo se conoce como el modelo STR y se ha utilizado

ampliamente desde entonces.

En la década de 1950, los modelos epidemiolégicos compartimentados se utilizaron para
estudiar la propagacion de la tuberculosis. El modelo propuesto por Daniels y Kass en
1953 incluia tres compartimentos: susceptibles, infectados y recuperados. Este modelo
se utilizdé para predecir la efectividad de los programas de vacunacion y control de la
tuberculosis. El modelo STR se modificé para incluir la posibilidad de que los individuos
infectados no se recuperen completamente y se conviertan en portadores crénicos de la
enfermedad. Este modelo se conoce como el modelo STRS' y se ha utilizado para estudiar

enfermedades como la fiebre tifoidea y la malaria.



En la década de 1960, los modelos epidemiolégicos compartimentados se utilizaron para
estudiar la propagacién de enfermedades de transmision sexual, como la gonorrea y la
sifilis. Estos modelos incluian compartimentos para individuos susceptibles, infectados y
tratados. Los investigadores utilizaron estos modelos para predecir la efectividad de los

programas de prevencién y control de enfermedades de transmision sexual.

En la década de 1970, los modelos epidemiolégicos compartimentados se utilizaron para
estudiar la propagacién del VIH. El modelo propuesto por Anderson y May en 1985
incluia cuatro compartimentos: susceptibles, infectados, portadores crénicos y fallecidos.
Este modelo se utilizé para predecir la propagacion del VIH en diferentes poblaciones y

para evaluar la efectividad de diferentes estrategias de prevencién y tratamiento.

En la década de 2000, los modelos epidemiolégicos compartimentados se utilizaron para
estudiar la propagacion de la gripe. El modelo utilizado para estudiar la pandemia de gripe
de 1918 inclufa tres compartimentos: susceptibles, infectados y fallecidos. Este modelo se
utilizé para predecir la propagacion de la gripe y la efectividad de diferentes medidas de

control, como la vacunacion y el aislamiento de los individuos infectados.

En los tltimos anos, los modelos epidemiologicos compartimentados han sido fundamen-
tales para comprender y abordar la propagacion de enfermedades infecciosas emergentes,
como el Ebola, el Zika y, mds recientemente, el COVID-19. Durante la pandemia de
COVID-19, los modelos epidemioldgicos compartimentados han desempenado un papel
crucial en la prediccién de la propagacion del virus, la evaluacion de intervenciones de

control y la toma de decisiones por parte de los responsables de la salud publica.

El modelo epidemioldgico compartimentado mas utilizado durante la pandemia de COVID-
19 es el modelo SITR, que divide a la poblacién en tres compartimentos: susceptibles,
infectados y recuperados. Este modelo se ha utilizado para estimar la tasa de transmision
del virus, la duracion de la infeccién y otros parametros epidemioldgicos clave. A medida
que se obtienen nuevos datos y se realizan investigaciones més detalladas, estos modelos

se han ido refinando y adaptando para mejorar su precision y capacidad de prediccién.

Es importante tener en cuenta que los modelos epidemiolégicos compartimentados son
solo una parte del conjunto de herramientas utilizadas en epidemiologia. Ademas de estos
modelos, se utilizan técnicas de analisis estadistico, estudios de casos y controles, estudios
de cohortes y otras metodologias para obtener una comprension completa de la propaga-

cién de enfermedades y sus factores de riesgo.



En la literatura podemos encontrar que ya se han estudiado la modelacién de primas
y reservas utilizando el modelo SIR clésico [16] asi como algunos otros modelos com-
partimentados manteniendo una poblacién constante. Con el objetivo de dar un mayor
entendimiento a este trabajo presentaremos una breve descripcion de los modelos com-
partimentados para proceder a abordar la modelacién de primas y reservas utilizando el
modelo STRBD el cual a comparacién del cldsico incluye tanto nacimientos como muertes,
en particular el modelo abordado considera una poblacion no constante, de igual manera
se tratara la interpretacion de los resultados y se revisara si se reincorporan los resultados

obtenidos en el modelo SIR clésico.

En el trabajo se utiliza una metodologia de demostracién basada en logica calculatoria,
a continuacion se establecen un ejemplo que ayudaran al lector a entender las demostra-
ciones.
Proposicién 1
®  (Argumento A )
Proposicién 2
®  ( Argumento B)

Proposicién 3
La argumentacion anterior se interpreta de la siguiente manera:

= El simbolo ® se interpreta como una relacién entre dos proposiciones, a lo largo del
trabajo esta relacién puede ser una igualdad, desigualdad, implicaciéon u equivalen-

cia.

= La proposicion 1 se relaciona con la proposicion 2 teniendo en cuenta el argumento

A.

= La proposicion 2 se relaciona con la proposicion 3 teniendo en cuenta el argumento

B.

= Teniendo en cuenta la transitividad de las relaciones mencionadas, la proposicién 1

se relaciona con la proposicion 3 teniendo en cuenta los argumentos A y B.



Capitulo 2
Modelos compartimentados

Antes de desarrollar la modelacion de primas y reservas mediante el modelo STRBD, se

trataran algunos conceptos basicos de los modelos compartimentados.

2.1. Introduccién a los modelos compartimentados

Los modelos epidemiolégicos compartimentados se basan en supuestos simplificados sobre
la dindmica de la enfermedad y la interaccion entre los individuos en una poblacién. Estos
modelos compartimentados ayudan a describir eventos donde se puedan identificar dife-
rentes etapas de transicién con ayuda de un sistema ordinario de ecuaciones diferenciales,
en el caso de describir enfermedades virales se busca dividir la poblaciéon en compartimen-

tos individuales, para nuestro caso dividiremos la poblacién en tres compartimentos:

= S := Compartimento correspondiente a los susceptibles de contraer la enfermedad.

» [ := Compartimento correspondiente a los infectados por la enfermedad que se

asume son capaces de transmitir la enfermedad a los susceptibles.

= R := Compartimento correspondiente a aquellos que se recuperaron de la enferme-
dad.

= N := Correspondiente al tamano de la poblacién total, la poblacién puede o no
variar con el tiempo ¢ y estara descrita por los compartimentos S, I y R segun el

modelo a abordar.

Teniendo en cuenta que estos compartimentos estan asociados a un modelo comparti-
mentado, en realidad los compartimentos S, I e R son funciones del tiempo ¢ las cuales
describen el nimero de individuos en cada uno de estos compartimentos en cada instante
t>0.

A continuacion se describiran algunos modelos compartimentados teniendo en cuenta la

perspectiva de sus compartimentos:



= SIS describe un modelo compartimentado sin inmunidad a la reinfeccién, el siguiente

grafico ayuda a entender la dindmica entre los compartimentos:

S b 1
A i

Figura 2.1: Dindmica SIS basico

Fuente: Elaboracién propia

= SIR describe un modelo compartimentado con inmunidad a la reinfeccién, el si-

guiente grafico ayuda a entender la dindmica entre los compartimentos:

S = I -4 R

Figura 2.2: Dinamica SIR basico

Fuente: Elaboracién propia

Existen diferentes tipos de modelos compartimentados, sin embargo, para el objetivo de
este trabajo consideramos apropiado abordar estos dos modelos. Teniendo en cuenta a
2], al formular modelos en términos de derivadas del tamano de cada compartimento,
también estamos asumiendo que el nimero de miembros en cada compartimento es una

funcién diferenciable con respecto a t.

Para los modelos anteriores es necesario establecer suposiciones que nos permitan expre-
sar las derivadas en términos de los compartimentos como funciones de los otros com-
partimentos, es asi que se introducen las suposiciones relacionadas con los contagios y

recuperacion:

» El factor S corresponde al niimero promedio de contactos suficientes para transmitir

el virus por unidad de tiempo, este factor aplica tanto al modelo SIS como SIR.

= Se considera que una fraccion a de la clase de infectados deja la clase I por unidad
de tiempo, en caso del modelo SIS hacia la clase S y en caso del modelo STR hacia

la clase R.

En las secciones siguientes se procedera a exponer algunos modelos compartimentados
encontrados en la literatura, si bien los modelos compartimentados pueden ser descritos
de diferentes manera mediante su dinamica, consideramos los siguientes como los mas

caracteristicos para los propésitos del trabajo.



2.1.1. Modelo SIS clasico

Teniendo en cuenta lo descrito por los trabajos de W.0O. Kermack and A.G. McKendrick
en 1927, 1932 y 1933 [9], siguiendo la ley de accién de masa se describe el modelo STS

clasico como:

S'(t) = —BSHIE)/N +al(t) ,t>0
I't) = BSWIM)/N —al(t) ,t>0 (2.1)
N@t) = S(t)+1(t) >0

Donde:

Las funciones S, I y N dependen del tiempo t.

= S/N es la probabilidad de que un contacto aleatorio por un infectado sea con un

individuo susceptible.

» El nimero de nuevos infectados en unidad de tiempo por infectado es (S/N), dando
asi una tasa de nuevas infecciones 3(S/N)I = gSI/N.

= af es la tasa de infectados que dejan de ser infectados por unidad de tiempo.
» Dado que N'(t) = S'(t) + I'(t) = 0, no hay entrada o salida de la poblacién.

Es posible reducir el modelo (2.1) a una sola ecuacién reemplazando S por N — I:
I' = BIIN-I)/N—al =(—a)l—BI?/N ,t>0

= (B—a)l 1—% >0 (2.2)
NE

Ahora, (2.2) es una ecuacién logistica de la forma

I
I'=rl(1-=
(%)

« PR ;. .,
conr =f—ay K = N———. El analisis logistico de esta ecuacién puede ser encontrado

g
en [2].
2.1.2. Modelo SIS con nacimientos y muertes

Teniendo en cuenta el modelo anterior es posible ampliar el modelo a uno que contemple
una tasa de nacimientos, una tasa de muerte natural y una tasa de muerte por enfermedad

como se muestra a continuacion:

S(t) = AN() = BSHIH)/N — uS(t) + al(t) ,t>0
I'ty = BSMI)/N —(a+d)I(t) —pl(t) >0 (2.3)
N'(t) = A(N(t) — uN(t) — dI(?) >0

6



donde:
= Las funciones S, I y N dependen del tiempo t.

» S/N es la probabilidad de que un contacto aleatorio por un infectado sea con un

individuo susceptible.

» El nimero de nuevos infectados en unidad de tiempo por infectado es 3(S/N), dando
asi una tasa de nuevas infecciones 3(S/N)I = gSI/N.

= ol es la tasa de infectados que dejan de ser infectados por unidad de tiempo.
» N(t)=S(t)+ I(t)

= A(N) es la tasa de nacimientos dependiente del tamano total de la poblacion.
= 4 es la fuerza de mortalidad sin tener en cuenta la enfermedad.

= dI es la tasa de muerte por enfermedad.

2.1.3. Modelo SIR clasico

Aunque el modelo SIS nos permite modelar con facilidad la dindmica de un virus, una
hipétesis usual es que una vez se contrae la enfermedad esta genere inmunidad en contra
de la reinfeccién, de manera que el modelo STR nos permite considerar el compartimento
de los recuperados R y la evoluciéon de sus compartimentos esta dada por el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales:

S(t) = —BS@H)I(t)/N >0
I't) = BSWIM)/N —al(t) ,t>0 (2.4)
R(t) = al(t) >0

Donde:
» Las funciones S, I y N dependen del tiempo ¢.

= S/N es la probabilidad de que un contacto aleatorio por un infectado sea con un

individuo susceptible.

» El nimero de nuevos infectados en unidad de tiempo por infectado es 3(S/N), dando
asi una tasa de nuevas infecciones 3(S/N)I = gSI/N.

= ol es la tasa de infectados que dejan de ser infectados por unidad de tiempo.

» Dado que N'(t) = S'(t) + I'(t) + R'(t) = 0, no hay entrada o salida de la poblacién.



Como se mencioné en la introduccion, la modelacion de primas y reservas utilizando el
modelo STR clésico se puede encontrar en [16], a continuacién procedemos a describir el
modelo con el cual se abordara la modelacién asi como verificar si se reincorporan aquellos

resultados del modelo SIR clasico.

2.1.4. Modelo SIR con nacimientos y muertes

Teniendo en cuenta el modelo anterior es posible ampliar el modelo a uno que contemple
una tasa de nacimientos, una tasa de muerte natural y una tasa de muerte por enfermedad

como se muestra a continuacion:

S'(t) = AN(t) = BSOI()/N — pS(t) t2>0
'ty = BSWIt)/N —pl(t)—dI(t)—al(t) ,t>0 (2.5)
N'(t) = A(N(t)) — uN(t) —dI(t) >0

Donde:

= Las funciones S, I y N dependen del tiempo t.

= S/N es la probabilidad de que un contacto aleatorio por un infectado sea con un

individuo susceptible.

» El nimero de nuevos infectados en unidad de tiempo por infectado es 3(S/N), dando
as{ una tasa de nuevas infecciones 5(S/N)I = SI/N.

= af es la tasa de infectados que dejan de ser infectados por unidad de tiempo.
» N(t)=S(t)+I(t) + R(t)

s A(N) es la tasa de nacimientos dependiente del tamano total de la poblacién.
= 1 es la fuerza de mortalidad sin tener en cuenta la enfermedad.

= d] es la tasa de muerte por enfermedad.

Como N'(t) = S'(t) + I'(t) + R'(t), se deduce la siguiente expresién para R'(t):
R(t) = N'(t) = 5'(t) = I'(1)
= ( Definiciones de N'(t), S'(t) y I'(t) )
R(t) = AN(t)) = pN(t) —dI(t)

—AN(@)) + BS@I(t)/N + pS(t)
—BSWOI)/N + pl(t) +dI(t) + al(t)



Teniendo en cuenta el resultado anterior, a continuacién se establece el modelo SIRBD:

S't) = A(N(t) — BSI()/N — pS(t) 6
') = BSWIM)/N — pul(t) —dI(t) — al(t) ,t
R(t) = al(t)— uR() >0
N'(t) = AN(t ))—MN(t)—df(t) ot

A lo largo de este trabajo se tendran en cuenta las siguientes hipotesis:

= La poblacion N sera siempre mayor que 0.

» Cuando se definié la funcién A(N(t)) se dejé en claro su dependencia de la poblacién
N(t), sin embargo con el objetivo de tener una mayor facilidad en los calculos
a realizar a lo largo de este trabajo se establece que la tasa de nacimientos sera

proporcional a la poblacién para todo tiempo ¢, es decir que A(N(t)) = AN(t).

Teniendo en cuenta las hipdtesis anteriores, a continuacion se establece el modelo SIRBD

con el cual se plantea este trabajo:

() = AN() - BS(OI(1)/N - uS(1) >0

I't)y = ()f(t)/N pl(t) —dI(t) —al(t) ,t>0 (2.6)
RI(t) = al(t)— pR() b=

N'(t) = AN(t) — uN(t) — dI(t) >



Capitulo 3

Analisis Actuarial

3.1. Proporciones de los compartimentos

Adelantdndonos un poco al desarrollo del trabajo, buscamos modelar las primas de pro-
ductos aseguradores por medio del valor presente actuarial de anualidades, para ello es
necesario la interpretacién en proporciones de cada compartimento en lugar de su inter-
pretacion por medio de la cantidad de individuos, es asi que se introducen las funciones
s(t), i(t), r(t) y n(t) como las fracciones de la poblacién en cada clase S, I, Ry N, es

decir: s(t) = S(@)/N(t) ,t>0

ity = IM)/N(#) ,t>0
r(t) = R@)/N(#) ,t>0

En adelante se expresard la funcién N(t) por N, por lo tanto

S'(t)/N = AN/N = B(S(#)/N)U(#)/N) = pS(t)/N t2>0

r)/N - = BSE)/N)I@)/N) = pl(t)/N = dI(t)/N —alt)/N >0

R'(t)/N = al(t)/N — uR(t)/N >0
= ( Definicién de s(t), i(t), r(t) y M(N(t)) )

S'(t)/N = X—Bs(t)i(t) — us(t) >0

I'(ty)N = pBs(t)i(t) — pi(t) — di(t) — ai(t) ,t>0

R'(t)/N = «i(t) — pr(t) >0

De la condicién inicial N = S(t) + I(t) + R(t) podemos concluir que

N=25(t)+1(t) + R(t)

= ( Dividiendo por N )
N/N = (S(t) +1(t) + R(t))/N

= ( Definicién de s(t), i(t) y r(t) )
1= s(t) +i(t) + r(t)

= (Algebra)
r(t) =1—s(t) —i(t)

10



donde s(0) = sp y i(0) = 4, dado que sp + ip = 1.
Un resultado a utilizar para deducir el sistema de ecuaciones diferenciales a utilizar es el
sigulente:
N'(t)/N ,t>0
= ( Definicién de N'(t) )
(AN(t) — uN —dI(t))/N ,t>0
= ( Definicién de A(N(t)) y i(t) )
A — pu—di(t) 020

Ahora bien, buscamos trabajar con las proporciones s'(t), i'(t) y r'(t), es asi que:

s'(t) = (S(®/N) ,t=0

') = (@)/N)Y =0
r'(t) = (R()/N) ,t=0

= ( Derivada de un cociente y algebra )
H = SN - (SE/N)N(/N) 120
‘) = I't)/N={)/N)N'{)/N) =0
r'(t) = R@)/N = (R@)/N)N'(H)/N) ,t=0
= ( Definicién de s(t), i(t), r(t) y resultados de S’(t)/N, I'(t)/N, R'(t)/N y N'(t)/N )

$'(t) = A= PBs(t)i(t) — ps(t) — s(t)(A — p — di(t)) t>0

i'(t) = Bs(t)i(t) — pi(t) — di(t) — ai(t) —i(t)(A —p —di(t)) ,t>0

r'(t) = ai(t) —pr(t) —rt) (AN —p—di(t)) >0
= ( Algebra)

S(t) = A—(ﬁ d)s()ilt) — As(t) 20

‘() = Bs(t)i(t) —i(t)(d+a+ X)) +di*(t) ,t>0

r(t) = ait) = Ar(t) + dr(t)i() 620

En resumen, se presenta el siguiente sistema ordinario de ecuaciones diferenciales denotado

por SIRBD a abordar a lo largo de la modelacién de primas y reservas:

S(t) = A= (B —d)s(t)i(t) — As(t) >0
i'(t) = Bs(t)i(t) —i(t)(d+a+ A +di?t) ,t>0 (3.1)
Ft) = ai(t) = \r(t) + dr(t)i(t) t>0 '
rt) = 1—s(t)—i(t) >0

Buscamos ademas definir un espacio de probabilidad que involucre el anterior sistema de

ecuaciones, para ello consideramos:
» Q={w:[0,00) = {0,1/2,1}} tal que t — w(t) = w; € {0,1/2,1}
= 3 =p(Q)

11



X, la variable aleatoria que describe el estado en el tiempo t de algin individuo
elegido aleatoriamente definida de la siguiente manera: X; : Q — {0,1/2,1} tal que
w — Xy(w) = w, = w(t)

P(X,=1/2) = s(t)

entonces la tripla (€2, 3, P) es un espacio de probabilidad.

3.2. Pago de primas y reclamos con anualidades

Siguiendo las ideas expuestas en [16], suponemos que un plan de seguros contra enferme-
dades infecciosas cobra las primas en forma de anualidades continuas de los susceptibles.
En otras palabras, los asegurados se comprometen a pagar las primas de forma continua
mientras permanezcan sanos y susceptibles. Mientras tanto, los gastos médicos se reem-
bolsan continuamente a cada asegurado infectado durante todo el periodo de tratamiento.
Una vez que el individuo fallece a causa de la enfermedad o se recupera, el plan finaliza
inmediatamente.

En general, como se puede ver en [2] la técnica para determinar el valor presente actuarial

de una anualidad esta dada por

VPA = fot v¥ P[Pago sea realizado en el tiempo z]

[Tasa de pagos en el tiempo z|dx

recordando que €’ = 1 4 = v* = 797,

Siguiendo la notacién actuarial internacional, denotamos el V PA de los pagos de primas
de un asegurado para un periodo de ¢ anos por d% con el superindice indicando los pa-
gos del compartimiento S y el VPA de los beneficios pagados por la aseguradora a los
afectados a la tasa de una unidad monetaria por unidad de tiempo es denotado por diﬂ
con el superindice indicando los pagos al compartimiento I, vemos que dichos VPA se
encuentran relacionados por el sistema STRBD. Desde el punto de vista de la deuda de
una aseguradora, el valor total descontado de una anualidad de ¢ anos de pagos a los

beneficiarios esta dada por:
t
C_L% = /0 e~0%(x)dx, (3.2)

donde § > 0 es la fuerza de descuento de los intereses y i(x) es la probabilidad de ser un
caso infectado. Ademas es necesario definir el valor total descontado de una anualidad de

t anos a una tasa cuadratica a los beneficiarios dada por:

12



t
c‘zg é/0 e 0% () dw, (3.3)

Desde el punto de vista de los ingresos, el valor total descontado de una anualidad de ¢

anos de pagos de primas por los susceptibles es:

t
a%é/o e %%s(z)dr, (3.4)

donde s(x) es la probabilidad de ser un caso susceptible. El modelo SIRBD también
puede ser implementado para estudiar la siguiente situacion: Cuando a un asegurado se le
diagnostica la enfermedad infecciosa y se le hospitaliza inmediatamente, los gastos médicos
deben pagarse de inmediato en una suma global y el plan de seguro finaliza al cumplirse
su obligacién. Entonces, el VPA de los pagos de prestaciones, denotado por AL viene

dado por
A%éﬁ/ e s (8)i(t)dt (3.5)
0

donde la probabilidad de ser recién infectado al momento ¢ es 5s(t)i(t). Sia todo lo anterior
se aplica la nocién fundamental del Principio de Equivalencia para la determinacién de

primas niveladas, es decir, si suponemos:

E[Valor presente de la prima simple neta] = E[valor presente de los pagos]

Donde E[X] se refiere al valor esperado de la variable X, entonces se puede concluir que
la prima nivelada para un plan de pago de reclamaciones de anualidades unitarias esta

dada por:

—~1

o
=S
o

P(ay) = (3.6)

y para el caso de una péliza a término infinito, tanto para sus pagos como para sus primas

por las prestaciones, la prima nivelada esta dada por:

P(ai,) & = (3.7

—s

9]

Como en los seguros de vida, donde la fuerza de mortalidad es definida como el inver-
so aditivo del cociente entre la derivada de la funcién de sobrevivencia y la funcién de

sobrevivencia en si, definimos la fuerza de infeccién (dejar la clase S) como:

£ _ t>0 3.8
:ut 3<t) y U Yy ( )
y la fuerza de remocién (dejar la clase I) como:
, 7 (t
e 10 sy (3.9)

A continuacién tenemos dos resultados acerca de pf y pt:
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Fuerza de infeccién

S

M
= ( Definicién de p )

= ( Definicién de s'(t) dada por (3.1) )

_ A=(B=d)s(t)i(t)—As(t)
s(t)

—  (Algebra)

=20 1 (8 - d)it)

Fuerza de remocién

= ( Definicién de pi )

= ( Definicién de ¢'(t) dada por (3.1) )

Bs()i(t)—i(t) (d+a+N)+di(t)
i(t)

= (Algebra)
—Bs(t) +d+a+ X\ —di(t)

En resumen, vemos que pf = —% +(B—a)i(t) y pt = —Bs(t) +d+a+\—di(t). A

continuacién presentamos un resultado necesario para el analisis de la fuerza de infeccién.

Proposicién 3.1: La ecuacién diferencial

S'(t) = A — (B — d)s()i(t) — As(t)

tiene como solucién
s(t) = soexp(fy((d— B) = \da)+
exp([((d — B)i(x) — Ndz) [i exp(— [((d — B)i(z) — N\)dz)AdC
v la ecuacién diferencial
i'(t) = Bs(t)i(t) —i(t)(d + a + \) + di*(t)
tiene como solucién

exp(fy(—d —a — X+ Bs(z))dx)
iyt — dfot ea:p(foc(—d —a— X+ (s(x))dx)dC

it) =
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Demostracién:

Para el caso de s(t) tenemos que
s'(t) = A= (B —d)s(t)i(t) — As(t)
= (Algebra)
s'(t) + (A + (8 = d)i(t))s(t) = A
= ( Multiplicando ambos lados por exp([;(A + (8 — d)i(x))dz) )
exp(fy (A + (8 = d)i(w))da)s'(t) + exp( f5 (A + (8 — d)i(x))dz)(A + (8 — d)i(t))s(1)
= eap(fy (A + (8 = d)i(x))dz)A

= ( Derivada de un producto )

%efﬂp(ﬁ()\ + (B = d)i(x))dz)s(t) = exp( fy(A+ (8 — d)i(x))dx)A

= (Integrando ambos lados en el intervalo [0,t] )
Iy d%exp(f(f(A + (8 — d)i(x))dz)s(Q)dt = [y exp( [y (A + (8 — d)i(x))dw)Adt
= ( Teorema fundamental del célculo )
exp([i(A + (8 — d)i(x))dx)s(t) — so = [J exp( [ (A + (8 — d)i(z))dz)Adt
= ( Algebra)
s(t) = soexp( fy ((d — B)i(x) — \)da)+
exp( [y ((d = B)i(x) — Nda) [y exp(— [5((d = B)i(x) — N)dx)AdC

Para el caso de i(t) tenemos que

i'(t) = Bs(t)i(t) —i(t)(d + o+ N) + di*(t)

= ( Algebra)
i'(t) +i(t)(d+ a+ X — Bs(t)) = di*(t)

= ( Dividiendo ambos lados por —i%(t) )
—i'(t)  —d—a— X+ pBs(t)

i2(t) i(t)

= { Sustitucién u = '72 =¢71)
W(t)+ (—d —a— X+ Bs(t))u(t) = —d

= ( Multiplicando ambos lados por ea:p(fot(—d —a— X+ fs(x))dx) )
exp(fy(—d — o — A+ Bs(x))da)u'(t) + exp([)(—d — a — X + Bs(x))dw)(—d — a — X + Bs(t))u(t)
= —d* exp(f(f(—d —a— X+ (s(x))dx)

= ( Derivada de un producto )

= —d
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%exp(fg(—d —a— X+ [s(x))dr)u(t) = —d * exp(fot(—d —a— A+ fs(x))dr)

= ( Integrando ambos lados en el intervalo [0,t] )

Ji e (—d = a = X fsla))de)ulC)dt = Jy ~d x caplJ§(~d = @ = X+ Bs(a)de)d

= ( Teorema fundamental del calculo )
exp(fy(—d — o — A+ Bs(x))da)u(t) —ug = [y —d * exp(foc(—d —a— X+ Bs(x))dz)dt
= { Reincorporando i ™' = u )

exp(fg(—d —a— A+ Bs(x))dx)i(t)™ — 2'51 = fot —d % exp(fog(—d —a— A+ fs(x))dr)dC

= ( Algebra)

exp(fy(—d — a — X\ + Bs(x))dz)
RN exp(foc(—d —a— X+ Bs(z))dz)d¢

it) =

Retomando, tenemos los siguientes resultados:

s(t) = soeap(fy((d = B)ilx) = Nda)+

exp(fy((d = B)i(x) = Ndz) [y exp(~ fif
exp(fg(—d —a— A+ (s(x))drx)

igt — dfot ea:p(foc(—d —a— A+ fs(x))dx)

Nota: Es de remarcar que si en las dos expresiones anteriores se considera y =0, A =0

>0

d — B)i(z) — N)dz)AdC ,t >0
it) = "

((

y d = 0 se recuperan las expresiones obtenidas en el modelo STR clasico [16]

s(t) = soexp(— [) psdr) = soexp(— [y Bi(t)dx) >0
ity = igexp(— [} pidr) = doeap(— [y —Bs(t)dx +at) ,t >0

A continuacion se expone una propiedad del modelo STRBD la cual sera utilizada en la

modelacién de las primas.
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Proposiciéon 3.2: Un resultado a resaltar de la demostracién anterior consiste en:

—Oz/ / r)drdt = 5 j

—a fo e ot fo r)drdt

= ( Algebra y propiedades de la integral )

Demostracién:

-« fo fo e~ *tdt
= ( Considerando u(t fo r)dr y dv(t) = e~ e integrando por partes )
—a(F( fo r)dr)e 7&}0 T Jo i(t)edt)

= ( Evaluando las funciones en los limites de integracion )

—a(=E lim e™° fo r)dr) + 3 [ e i(t)dt)

4 5o

Considerando el siguiente resultado:

0
< ( Propiedades de limites )
lim 0
t—00
< {(0<ey0< fo r)dr) para todo t > 0)
hm e % fo (r)dr)
< ( i(r) <1 para todo r en el intervalo [0, ] )
; 5 t
tlggo e (Jo dr)
< ( Solucionando la integral )
lim e %
t—00
= ( Tomando el limite )
0

Vemos que:

—a fo —ot fo r)drdt

= ( Considerando los resultados anteriores )

——f et
0

= (Definicién de aly )

o)
|
Por conveniencia matemética, primero analizaremos una péliza con término infinito. Cuan-
do el plazo de la pdliza es relativamente largo, la prima basada en un plazo infinito puede

servir como estimacion aproximada del coste del seguro.
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Proposicién 3.3: En el modelo SIRBD de (3.1)

j+<1+§ii) ((5+d>\)BAZj SR (3.10)
Demostracion:
De (3.1) tenemos que:
S'(t) = A—(B—d)s(t)i(t) — As(t) >0
‘() = (t) (t) —i(t)(d+ o+ ) +di*(t) ,t>0
r(t) = ai(t) — Ar(? + dr(t)i(t) >0
r(t) = 1—5(t) i(t) >0
= ( Sumando las ecuaciones de s'(t) y #'(t) )
s'(t) +4'(t) = XN+ ds(t)i(t) — As(t) — (d + o+ N)i(t) + di*(t)
= ( Integrando ambos lados en el intervalo [O t] )
f d?"—i—fo dr—fo)\dr—i-dfo d?”—)\fo
—(d+a+ N [yi(r)dr+d [ i
= ( Teorema fundamental del calculo )
s(t) — s(0) +i(t) —i(0) = f )\dr+df0 dr—)\fo
—(d+a+N) [yi(r)ydr +d [ i3
= <S(0):So,Z(O):Zoy80+l():1>
s(t) +i(t) —1—f0)\dr+df0 dr—AfO
—(d+a+ ) [yi(r)dr +d [ %
= ( Multiplicando ambos lados por e~ )
e Os(t) + e %i(t) —e O = e fo Adr + de~% fo i(r)dr — e %\ fo
—e(d+a+A) [Ti(r)dr +de=% [ i%(
= ( Integrando ambos lados en el intervalo [0, o) )
[ e s (t)dt + [ e ti(t)dt — [ e 0dt = [ e [T Adrdt + d [ e [ s(r)i(r)drdt

— [0 eI [T s(r)drdt — (d+ a4+ N) [ e [Li(r)drdt +d [7 e [3i%(r)drdt
= ([T eMdt=1/0)

ST e dts(t)dt + [T e ti(t)dt — < = [T e0 [ Adrdt +d [7 e [ s(r)i(r)drdt

— e 0N [ s(r)drdt — (d+a+>\ Jooett [Li(r)drdt +d [7° e [ i (r)drdt

= ( Proposicién 3.2)
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Jo e s(t)dt + [T ei(t)dt — l _ A fo e %tdt + fo e s(t)i(t)dt

d+a+A

——fo dt—< fo —Ohi(t)dt + < fo e~ (t)dt

= ( Definiciones de a%, a@ﬂ, A%’ y [, et =1/0)

as_ + at _1 >\_|_iAZ _5@8 Mai +C_lal
oq S BN ) 63 ol 5 o 5

= (Algebra)
AN d+a+ A\ _, d[li d_» 1
o A )

= ( Dividiendo ambos lados por (1 + 5) y algebra )

i 1+d+0& 71- LAZ d aiz 1
@5 5+ A +NB §HAT S

Si realizamos un poco de algebra sobre la expresion anterior vemos que:

A d+a+ )\ ) d -. d 1 A
1 T N A I A S Ny (A
(*6) j*(* 5 )“w 5= T 50 5<+5)

= ( Dividiendo ambos lados por aL )

as i At at
()i () e s e (5
U Uy I} sy sy Uy

= (Algebra)

A @1 A d+a+X\\ d AL d@’;
(1+—)_j: - <1+—)—<1+L)+— + ==
0 U a

= (Algebra)

(1+5) d‘?ﬂ _ B+ A6 — (5+d+a+>\)§5aﬁﬂ+d5g%+d55d%
0/ Gy 0* Bt
= ( Algebra )

O _ (6+A)5@aij

Obsérvese que la parte derecha de (3.10) representa el valor presente de una renta vitalicia
unitaria. La interpretacion de la parte izquierda de (3.10) es que, si cada asegurado de
toda la poblacién asegurada recibe una renta vitalicia unitaria, el V PA de los pagos a la

clase S viene dado por a% y el V' PA de los pagos a la clase I viene dado d%.

Recordemos que en cualquier momento una fraccion d + « deja el deja el compartimento

de los infectados. En el caso del modelo SIRBD es necesario considerar un pago para
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los infectados a una tasa de interés 6 + A en lugar de solo § dado que se ha de ajustar
el pago recibido por los infectados teniendo en cuenta el parametro A que, como se hablé
anteriormente ademas de representar la tasa de nacimientos, incluye parte del parametro
de muerte natural p al considerar las proporciones de los compartimentos. Ademés vemos
que es necesario restar el pago de los recién infectados a una tasa de interés 6 + A ajustado
con un factor d/f que se podria interpretar como muerte por infeccién de los recién infec-
tados, por ultimo se resta aquellas salidas por muerte por la enfermedad de los infectados
a una tasa 72(t) a una tasa de interés § + \. A diferencia del modelo STR cldsico, no es
tan inmediato el razonamiento con el cual se llega a que la suma de estas anualidades
sumen el valor actual de una anualidad perpetua unitaria,g, pagada independientemente

del compartimento en el que se encuentre el asegurado.

A partir de la relacién (3.10), encontramos facilmente la prima neta nivelada en (3.7) para
una poéliza de plazo infinito con pagos de primas y anualidades de siniestros dados por la

siguiente féormula:
P(a%s)
= ( Definicién dada en (1.8) )

I

o

Ql

P

Algebra )

4

B (6 + \)oBak,
Gl 0B+ AB— (5 +d+ a+ N)dBal, + dS AL, + dopal,

l
&s.

)
9

Nota: Al considerar = 0, A = 0 y d = 0 se recuperan las expresiones obtenidas en el
modelo STR clasico [16]

. i daks
Plak) = = =

| 1_(04_{_6)&%

|
Ql

Ql

Es posible considerar un producto que cubra en caso de ser recién infectado al despejar la
i

./ o0 . . ./ .
expresion % de (3.10), sin embargo a continuacién se propone otro acercamiento para
a
o0
este resultado el cual nos permite un mejor analisis en relacion a la interpretacion de los

pagos de cada compartimento.
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Proposicién 3.4: En el modelo SIRBD de (3.1)

1, A d i R

115 d+a+\\ _, d_o
sotsd= =I5 )= 50

Demostracién:

De la definicién de fl’%’ tenemos:
A
= (Definicién de AL )
B[ e s(tyi(t)dt
= (Algebra)

(3.11)

(3.12)

J7 e (Bs(t)i(t) — ds(t)i(t) — X+ As(t) + ds(t)i(t) + X — As(t))dt

= ( Definicién ¢'(t) en (3.1) y algebra )

—Jo et ﬁ*%ﬁ%“mwwmudk e Mt = A ;" e

—Ots(t)dt

= ( Considerando u(t) = e~ dv( ) = §'(t) e integrando por partes )

e g |0 — & [ e0s(t)dt + — fo e Bs(tyi(t)dt + X [[° et dt — X [T e s

= ( Evaluando la funcién en los limites )

— 6 [T e dt+ﬂf0 e Bs(t)i(t)dt + X [;° e 0dt — X [T e s(t)dt

= ( Definicién de agy, AL, fo e Otdt =1/0y so)

+5 - g

— dasg + 5 A%

Si reincorporamos el primer y iltimo termino de la expresién anterior vemos que:

A%’:SO—éa%’—f'BA%"FS—)\@%

= ( Dividiendo ambos lados por § > 0 )
L 1 A AL, d -
SAW = 580 + ﬁ — (1 + 5)&%‘ + %Aw

= ( Algebra)

d 1 A

AZ - O+§

1-. A
A 1
&t ( +(5)aj 5 =5

o
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Obteniendo asi la primera expresion a demostrar, ahora bien, a partir de esta ultima

Vemos que:
A d - 1 A
(SAj <1+6) g B(,).Aj 580—|—§

= <80:1—io>

1 A d 1 A
Yap (142 e - La —laoiy4 2
5= ('*5)QW gom =5l + 5

= (Algebra)
1 Z A d . 1 A
5“51‘5 (H(s) TR R
A d+a+X\ . d . d., 1 A
14+ 2 g8 14+ — " )gi - — A _Zgit —Z (142
= ((—ir(;)a@—ir(—l— 5 )CL@ 55m 50 5<+5)>

L. ; A d -
g5 (145) e~ g
AL, d+a+ A\ d - d_p
= ( Algebra)

1. d+a+ X\ _, d
glo—l—dAzj— ( +T> aﬁﬂ—ga@ﬂ
Obteniendo asi la segunda expresion a demostrar.
|
La ecuacién (3.11) también permite conocer el desglose de los gastos en cada clase. Su-
poniendo que cada individuo susceptible que entra inicialmente en la pdliza reclama una
unidad de renta vitalicia, entonces el VP A del coste total es so/d sumado a una renta de
valor \/6%. Desde otro punto de vista, equivale a conceder a cada uno una unidad de renta
vitalicia mientras el asegurado permanezca sano en el grupo y, a continuacién, conceder

a cada uno una unidad de perpetuidad inmediatamente al quedar infectado.

Si se piensa en la clase I como una etapa de tréansito, entonces podemos contar los costes
de los pagos en las fuentes entrantes y salientes. Supongamos que cada uno de los que
estan actualmente o anteriormente en la clase [ recibe una unidad de perpetuidad. De las
fuentes entrantes, la parte izquierda de (3.12) da los gastos para los miembros iniciales
ip/d v los gastos para los que acaban de entrar en la clase gfl%' En el caso de las

fuentes salientes, los costes de los individuos que contintian en la clase es dada por EL%’

y los retirados de la clase I son compensados con una perpetuidad que vale — con valor

)
d A
%aj, ademés de restar la porcién de fallecidos por infeccién a una tasa 2. Por
d A\ . d
lo tanto, el lado derecho suma (1 + %) Uz — Sa%
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De esta manera, la prima neta nivelada P(A%’) para el plan de un seguro de duraciéon
infinita con indemnizacion de suma fija en caso de ser recién infectado y pago de primas

por anualidades viene dado por el principio de equivalencia:

A
D( At 9]
P(Ag) = — (3.13)
S
Teniendo en cuenta la segunda expresién de la proposicion 3.4 vemos que:
1 d+a+ A _, d_z
ot 5= Ut )i — s

= ( Multiplicando por 6 > 0 y simplificando )
io+ Ay = (04 d + o+ N)aky — dal

= ( Dividiendo por c‘z’ﬁ y simplificando )

A at
2+ = (ftdtatN) —d=
Uz O RS

= (Algebra)

A (04 d+ o+ N)ak, — dak, — i

1

U Ui
Teniendo en cuenta la demostracion anterior se deduce lo siguiente:
P(A%)
= { Definicién de P (flﬂﬂ) )

o
& -

sl

Pi

’

Algebra )

—~

|
&&
I

Fi

l
&hh

Ql

P

Algebra )

—~

B
&s.

S

B

od]

=,

a

Q

s
o0

8

= ( Demostracién anterior y definicién de P(&%’) )

2

(0 +d+a+ Nak, — dag, —ig (0 +N)opaky
il 68+ A8 — (6 + d+ o+ N)ofaly + dO AL, + dofar,

Nota: Al considerar = 0, A = 0y d = 0 se recuperan las expresiones obtenidas en el
modelo STR clésico [16]

. i §+ a)a, —i
P(Az) = awzd(_ )j—io
& 1 — (a+d)ay



Los planes de seguros de salud suelen tener prestaciones por fallecimiento que difieren en
valor de las prestaciones de asistencia sanitaria. Suponemos una prestacion por falleci-
miento de una unidad monetaria pagada inmediatamente en el momento de la muerte.
Asf pues, el VPA de una prestacién por fallecimiento de suma fija denominada A2 viene

dado por
AL 2d / e i(t)dt = da, (3.14)
0

Teniendo en cuenta lo anterior, la prima neta nivelada para el plan de duracion infinita
con suma fija unitaria de fallecimiento y de asistencia sanitaria se obtiene de la siguiente

manera: A
S (3.15)
Teniendo en cuenta los resultados previos vemos que:
P(aiw + [1%)
= (Definicién de P(al; + A%L;) )
rfair[l%
%
= ( Algebra y definicién de fl% )
] d(—li
SR
ES =
( Algebra y P(aly) )

S]]

QI

(6 + \)oBa,
58+ A8 — (64 d+ o+ N)dpak, + dd Al + défa,

(1+4d)

Nota: Al considerar = 0, A = 0 y d = 0 se recuperan las expresiones obtenidas en el
modelo STR clésico [16] siempre y cuando se considere a « como la tasa de muerte por

la enfermedad en el calculo de las primas

_ - ai_+Ad §(1+ a)al;
Plaly+ AL) = =1 = ( ) =
= 1= (a+d)ay

Por 1ultimo, la prima neta nivelada para un plan con una prestaciones gastos de hospita-
lizacién y una prestacion de suma fija por fallecimiento viene dada por:
_ _ AL+ Ad
d A X ]
P(A%’ + A@) T — (3.16)
S
Ahora bien:
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- n
P(AG + A%)
= ( Definicién de P(fl% + A%) )

7 d
st A%
a

=8

B9l
= (Algebra y definicién de AL

2
S o
= (Algebra, 13(14_1%) y ]5(@%) )
(64+d+a+ A)'d@ﬂ — daly, — i (6 + N)éBak,
al, 0B+ AB— (6 +d+ o+ \)dpal, + dSAL + dépas,

y (6 + \)oBa,
68+ M8 — (04 d+ o+ N)dpak, + ds Al + défa,

= ( Algebra )

((6+d+ o+ Nal, — daly — io) (5 + A6 + d(5 + \)dBaL,
0B+ AB — (6 +d+ o+ N)dfaly + dd AL, + dépa,

= (Algebra)

(6+2d + a+ Nk, — dal, —

5+ N5 _
6+ )555“5 (6 +d+a+\)dba, +d(5A1 +d55agﬂ

Nota: Al considerar p = 0, A = 0 y d = 0 se recuperan las expresiones obtenidas en el
modelo STR clésico [16] siempre y cuando se considere a « como la tasa de muerte por

la enfermedad en el calculo de las primas

o _ Ai_+Ad (6 + 2a)aly — g
PA_ 4+ A2y = S _3 A
( >l ®> 55 1—(04—!—5)(_1%’

3.3. Elaboracion de las tarifas

Hasta ahora las primas netas solo se han expresado en términos de a , que es una
transformada de Laplace de i(t). Una solucién integral implicita para el modelo SIRBD

tal como se expuso tras dar las expresiones para la fuerza de infeccién y de remocién es:

s(t) = spexp(f,((d— B)i(z) — \)da)+
exp(fg((d - t,é’)z(x) — A\)dx) f(f exp(— f —A)dz)Ad¢ ,t>0
i - - ex]to(fo(—ccl—a—)\%—ﬁs( x))dx) >0
o —d [, exp(fy(—d—a— X+ ps(x))dx)dC
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Entonces

exp( [y (=d —a = A+ Bs(())dC)
2'51 — dfox exp(fog(—d —a— X+ Bs(r))dr)d¢
coplfy(—d = o=+ 05O
i
. exp(fy (—d — o — s
Sy = (d=B) [; ig" —d [ exp(f;(—d —a — X+ Bs(r))dr)de
exp(fg(—d —a— A+ fs(x))dz)

s(t) = spexp(=At+ (d— ) f()t dx)+

exp(—At + (d — ) f(f

dx)Ade ,t>0

it) = >0

iyt — dfot exp(foc(—d —a— A+ Bs(x))dz)d¢

No se dispone de una solucién explicita general para s(t) e i(¢). Por lo tanto, propone-
mos métodos que pueden proporcionar soluciones satisfactorias para las aplicaciones de
seguros. La estimacién de i(t) nos permite calcular C_L%‘, que a su vez da a%y mediante la

s L —1 o]
relacién entre CLE’ y CL@.

Ademas, las técnicas propuestas se extienden a la politica de plazo finito, mas realista.
Estos métodos numéricos se aplican en general a los calculos tanto de la pdliza a plazo

infinito como de la pdliza a plazo finito.

3.3.1. Aproximacion basada en tablas de infeccién

En la practica es dificil llevar un registro de los individuos susceptibles, en parte por su
gran nimero en una poblacién y en parte por la dificultad de distinguir a una persona
susceptible a una determinada enfermedad de una inmune. Pero podemos llevar un registro
de las personas infectadas a partir de datos publicos procedentes de organismos sanitarios
y hospitales. De ahi que nos basemos en la funcién i(t), en lugar de s(t), para todos los

calculos de tarificacién de primas.

Una analogia natural en este caso es la tabla de vida de las matematicas de los seguros
de vida, que describe una distribucién de supervivencia empirica de la longevidad de una
persona media. Del mismo modo, puede generarse una para registrar el nimero de casos
de infeccién notificados durante cada periodo de muestreo (por ejemplo, cada dia en el
caso del SARS).

Ahora, a partir de la tabla de infecciones, tenemos una aproximacion empirica constante

a trozos de la funcién continua i(t) dada por

i ,k—1<t<k
it) =

0 , en otro caso
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donde iy, es la tasa de infeccion en el periodo k-ésimo de la tabla de infeccién.

Utilizando esta funcién en lugar de i(t) en (3.2) se obtiene una aproximacién de 6%

=1

3
= (Definicién de aly )
5 e70%i(x)da

~  ( Aproximacién empirica i(t) )
f; e~ (x)dx

{ Definicién previa de i(t) )

Q

n _ — —
e—0k=1) _ =0k

5 U,

=
Il
—

donde n = [t] es la parte entera de ¢, y n es suficientemente grande. Siguiendo la misma

logica que en la proposicion 3.3, la siguiente relacién entre C_L% y d% se obtiene facilmente:

sty = XN—(B—d)s(t)i(t) — As(t >0
i'(t) = PBs(t)i(t) —i(t)(d+a+ ) +di*(t) ,t>0
() = ai(t) — r(t) + dr(t)i(t) >0
rt) = 1-—s(t)—i(t) >0

= ( Sumando las ecuaciones de §'(t) y ¢'(t) )

() +4(t) = A+ ds()i(t) — As(t) — (d + a + N)i(t) + di>(t)

= ( Integrando ambos lados en el intervalo [O x])
J s (rydr + [ dr—fo)\dr—l—dfo (r)dr — X [5 s(
—(d+a+ ) [y i(r)dr+d [
= ( Teorema fundamental del célculo )
s(t) —s(0) +i(t) — = Jo Adr+d [ s(r)i(r)dr — X [ s(

—(d+a+ ) [y dr+df0 r)dr

= (3(0)250,Z(O)zzoyso+10:1)
st)+i(t)—1= [ )\dr+df0 (r)dr — X [ s(
—(d+a+ ) [y i(r)dr +d [ @(r)dr

= ( Multiplicando ambos lados por 6_5$ )

e s(x) + e%i(x) — e = e [P Adr 4 de™ [ s(r)i(r)dr — e\ [ s(r)dr
e (d+a+ N) [y i(r)dr +de®® [ i2(r)dr

= ( Integrando ambos lados en el intervalo [0, ¢] )
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Jy e % s(z)dt + [ e i(x)dt — [} edt = [, e~ [F Ndrdt +d [, =" fo i(r)drdt
— fy e\ [ s(r)drdt — (d+a+X) [y e [Ti(r)drdt +d [, e [ i2(r)drdt
= (fperdt=(1/0)(1—e))
[T e 0ms(x)dt + [} e %i(x)dt — (1/0)(1 — e~%) = [ e~ [ Adrdt + dfo =0 [ s(r)i(r)drdt
— [y e\ [ s(r)drdt — (d+ a+X) [y e [Ti(r)drdt +d [y e [T (r)drdt

Observacién 1: Si nos enfocamos en la parte derecha de la igualdad vemos que:
d fo =0 [ s(r)i(r)drdax

= ( Algebra y propiedades de la integral )
dfg(fox s(r)i(r)dr)e % dx

= ( Considerando u(t) = [ s(r)i(r)dr y dv(t) = e ° e integrando por partes )
d(F( fgs(r)i(r)dr)e—éw\o fo e~**dzr)

= ( Evaluando las funciones en los limites de integracién )
d e fo dr — 5 fo e s d:c)

Notese como esta observacion puede ser aplicada a cada uno de los términos de la parte
derecha de la igualdad.

Retomando:

e %s(x)dt + | e % t—(1 1—e” e rdt + e " rdt
e rs(x)dt + [ e 0i(x)d 5 o) = [Te % [ \drd do bo [ r)drd
— [ e % rdt — (d + o+ e % rdt + e or r)drdt

e\ [ s(r)drdt — (d ) Jo e [Fi(r)drdt +d [y e drd

= ( Definiciones de ag, dﬂﬂ, A’@w y observacién 1 )

gt Ly Ay A A d - d_
Clﬂ -+ aﬂ — 5(1 — € &) = 56 6tt (5 gt + - —e 0 fO — %Aﬂ — ga:
A d A d A
- 6_5t y s(z)de + = 5 a i 0t Vi #d’ﬂ—l—geﬂ” Ji2(x)dw
= (Algebra)
R DD U A od d . d_,
aﬂ:—aﬂ—l—g(l—e 5t)+56 ity 5° &—i— —I——e &fo dr — %A -5
B A d—l—oz—l—)\ d—l—oz—ir)\fi d _ .
——e ot fo x)dx + = 5 g — ——— ot fo sy + e ot Otz2($)da:

Teniendo en cuenta lo anterior y (3.7), la prima para la péliza con siniestros y pagos de

anualidades puede calcularse mediante
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3.3.2. Soluciones con series de potencias

El método de las series de potencias es una de las técnicas mas antiguas para resolver
ecuaciones diferenciales lineales. Este método puede adaptarse bien a nuestro modelo
SIRBD. Dado que cada punto del sistema es un punto ordinario, en particular, ¢t = 0,

buscamos soluciones de la forma

o0

s(t) =Y ant",t >0, (3.17)
n=0
i(t) =) but",t >0, (3.18)
n=0
Por lo tanto, diferenciando término a término se obtiene
s'(t) = Znant”_l = Z(n + Da,1t",t >0,
n=1 n=0
() =Y nbpt" = (n+ )by t",t > 0.
n=1 n=0

Multiplicando (3.18) por si misma da como resultado

P() =) ent"t >0,
n=0

donde
Cp = bobn + blbn71 + -+ bn,1b1 + bnbo

de manera similar, multiplicando (3.17) por (3.18) da como resultado

s(t)i(t) = dpt",t >0,
n=0

donde
dn = aObn + albn—l + 4+ an—lbl + anbO

A partir de (3.1), obtenemos

> (4 Dappat” =X+ (B=d) > dat" + XD ant” =0,

n=0 n=0 n=0
i(n Dbyt — 8 i dot™ + (d + o+ \) i bt — di ent™ = 0,
n=0 n=0 n=0 n=0

Para satisfacer estas ecuaciones para todo t, es necesario que el coeficiente de cada potencia

de t sea cero. De ahi obtenemos la siguiente relacién para ¢ = 0:

a + ao)\ + (6 — d)aobo = )\,

29



b1 — 5&0[)0 + (d + o+ )\)bo = dbg,

y parat >0

1
(pt1 = n——i—l[(d — B)(aohy, + a1bp,—1 + - -+ + ap—1by + anbo) + A(1 — a,)],

1
b1 = n—H[ﬂ(aobn+a1bn—1+- tan_1b1+anby) — (d+a+A)b,+d(boby,+b1by— 1+ - - +bp—101+bpbo)],

Por lo tanto

00 t

&Zﬂ: E / b,e 0" dx
n=0 0
o t

d% = E / ane " dx
n=0 0

Al considerar la sustitucién u = dx vemos que:

1 __ —dx ,..n _ n n_—u o n
ag = ngo/o b " x"dr = 30 Sori /0 ue "du = ngo 5n+17(n + 1, 0t)

o0 t 00 ot 0o
—-s —ox .n _ Qn n_—u _ an
ag —nz_%/o ape Fx"dx = 2 5n+1/0 ue du = ;5n+17(n+1,5t)
Donde 7(n,t) es la funcién Gamma inferior incompleta
t
y(n,t) = / " e " dx,t > 0.
0

que se puede obtener numéricamente en la mayoria de los programas matematicos o

estadisticos.

Por lo tanto, la prima de la pdliza con reclamaciones y pagos de anualidades puede cal-

cularse mediante

00 bn
L Z 5n+1'y(n +1,6t)
n=0

T = — =

oo a,
Z g+l 7(n+1,0)
n=0

Un dato interesante, cuando 6 = 1 y t — oo estas formulas se simplifican a

o

o
aky = > _(n)by y i = (n))a,
n=0 n=0

lo que implica que



Capitulo 4
Ejemplos Numeéricos

Utilizando un enfoque retrospectivo, consideramos V (t), la reserva de prestaciones acu-
mulada en el momento ¢, como la diferencia entre el valor acumulado de las primas P(t)
y el valor acumulado de los siniestros B(t). A partir de este enfoque se plantean primas 7
que permitan mantener la reserva en un valor siempre positivo; al considerar un enfoque
retrospectivo se busca que la reserva V' (t) sea los mas cercana a cero al final del ejercicio
y se denomina prima 6ptima aquella que permite que en el 1ltimo periodo evaluado el

valor de la reserva sea 0.

Si consideramos w como el monto pagado por indemnizacién a los infectados, la reserva

V(t) puede ser descrita como:
V(t) = Pt)—B(t), t>0 (4.1)
Donde:
» P(0) = som, B(0) =iy y 7 es una prima de ensayo.

Se utilizara el modelo compartimentado STRBD para simular el valor de la prima P (d%)
aplicando la aproximacién basada en tablas de infeccion, asi mismo se simulard el valor
de la reserva V(t) para luego obtener la prima 6ptima considerando diferentes montos
de indemnizacién, lo anterior se desarrollara tomando como referencia los datos del virus

COVID-19 para generar dos simulaciones:

= En un primer caso se daran valores de los parametros A\, a, 3, iy d de manera que
se simulen las poblaciones S, I, R, N, con estas poblaciones se procedera a modelar

los valores de la prima y reserva con un monto de indemnizacién.

= Para el segundo caso se tomaran datos recolectados por el gobierno en relacion
al nimero de casos de COVID-19 desde marzo de 2020 hasta marzo de 2023, estos
datos estaran segmentados por género y grupos etarios, esta informacién proporciona
las poblaciones S, I, R, N para asi modelar los valores de la prima y reserva con

diferentes montos de indemnizacion.
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4.1.

Simulacion de Parametros

A continuacién se describe los elementos que componen la simulacion:

Se considera un grupo inicial de 100,000 personas N.
El grupo comparte la misma edad y género.
Se consideran periodos mensuales desde marzo de 2020 hasta marzo de 2023.

Para el pardmetro « se utiliza el tiempo promedio de duracion del contagio por
COVID-19 el cual es de 14 dias. Al considerar periodos mensuales se asume una

tasa de recuperacién del 100 % de los infectados.

Para el pardmetro p se utilizan las tablas de mortalidad de rentistas dada por la
resolucién 1555 de 2010 de la Superintendencia Financiera y la tabla de mortalidad
de invélidos dada por la Resolucién 585 de 1994 de la Superintendencia Bancaria.
Para la estimacién de la mortalidad en cada uno de los periodos a partir de una fecha

de nacimiento dada se utiliza la Distribuciéon Uniforme de la Mortalidad DU M.

Para el pardmetro § se genera un vector aleatorio en el rango [1.25 %,2.50 %], este

rango es basado en la informacién de ”Datos Abiertos” [6].

Para el pardmetro d se asume el 1% del pardmetro 8 es decir se asume que el
1% de los contagiados mueren a causa del COVID-19, esto a su vez basado en la

informacién de “Datos Abiertos” [6].

El pardmetro A con valor de 0,08 % teniendo en cuenta la informacién de tasas de

natalidad de Bogotd [11] la cual se puede ver a continuacion:

Ano | N° nacimientos | Poblacién | Tasa Natalidad Mensual

2,018 87,191 7,412,566 0,10 %

2,019 85,075 7,592,871 0,09 %

2,020 79,322 7,743,955 0,09 %

2,021 66,740 7,834,167 0,07 %

2,022 64,730 7,901,653 0,07 %
Promedio 0,08 %

Cuadro 4.1: Tasas de natalidad en Bogota

Fuente: Con informacién de [11]

Para el pardmetro de tasa interés § se asume un 0,2 % efectivo mensual.
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= El nimero de infectados nuevos I esta modelado como SN. Para t > 0 el niimero de
infectados corresponde a la suma entre los infectados nuevos y entre los infectados
previos quitando las muertes por enfermedad, las muertes naturales y los recupera-

dos, tomando como piso del nimero de infectados previos 0 infectados.

= Para t = 0 se asumen 0 recuperados R. Para t > 0 el nimero de recuperados
corresponde a la suma entre los nuevos recuperados al(t — 1), es decir la tasa «
multiplicada por el niimero de infectados totales del periodo anterior, a esto tltimo
sumandole el numero acumulado de recuperados teniendo en cuenta las muertes

naturales de los recuperados.

= Para cada periodo se establece el nimero de susceptibles S como S = N — I —
R, esto teniendo en cuenta la caracteristica de la poblacion dada por el modelo
compartimentado STRBD.

= La poblacion N se ve ajustada en cada t teniendo en cuenta los nacimientos de los

susceptibles, asi como las muertes de los susceptibles, infectados o recuperados.

= La prima que pagan los susceptibles se denota por m mientras que w corresponde

al monto a pagar a los afectados.

» Las fracciones s, i para cada t y la reserva V(t) como:

°(ﬂ=5(ﬂNC
i(t) = I(t)/N

t=0
t—1m5t>0

t=0
W+Pt—1) t>0

Mediante la simulacién se obtienen los valores de la prima P(a T) para w = 4,500,000
y los valores de la reserva V(t) con el fin de encontrar valores 6ptimos de la prima. A

continuacién se muestran los resultados para diferentes valores aleatorios de 3.
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Susceptibles

Figura 4.1: Porcentaje de susceptibles s con m# = 100, 000, w0 = 4, 500, 000

Fuente: Propia

Al no considerar la posibilidad de reinfeccion se evidencia un decaimiento del porcentaje
de susceptibles a medida que avanza el tiempo, en caso de mantener una tasa de infeccion

£ > 0 el nimero de susceptibles llegard a ser 0.

Infectados

Figura 4.2: Porcentaje de infectados ¢ con 7 = 100, 000, = 4, 500, 000

Fuente: Propia

Dada la dinamica del vector aleatorio junto con la hipétesis de recuperacién del 100 %, se
presentan las variaciones en el porcentaje de infectados. Ahora utilizamos la aproximacién

basada en tablas de infeccién para obtener los valores de C_L% y &%, recordando tenemos
que:

n o —§(k—1)

e _ e —8(k=1) _ p—0k

k n
, _SNZe
5 zkyaﬂka 5 Sk
=1

S
Q

o+

B
Il
—

=1

a
. ., | . .
a continuacién se muestran los resultados para m = 7] con diferentes valores aleatorios

3
de S.

34
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60.000

50.000

40.000

Figura 4.3: Valor de prima 7 para diferentes periodos ¢ con w = 4,500, 000

Fuente: Propia

Como se puede observar el promedio de los valores de prima simulados, al cabo de 36
meses, es cercano a 100,000 y por ende hace sentido tomar este valor para el andlisis del

comportamiento de la reserva obteniendo asi los siguientes resultados.

500.000
400,000
300,000
200.000
100.000

o

-100.000

-200.000

-300.000

400.000

Figura 4.4: Reserva mujeres de 35 anos con m = 100, 000, o = 4, 500, 000

Fuente: Propia

500,000
400,000
300.000
200,000

100.000

~100.000

-200.000
-300.000

-400.000

Figura 4.5: Reserva hombres de 35 anos con 7w = 100, 000, @ = 4, 500, 000

Fuente: Propia

En las gréaficas de las reservas de los hombres y mujeres se puede evidenciar un incremento

con un pico alrededor del mes 18, es decir septiembre de 2021, a partir de este punto la

35



reserva decae poco a poco, dada la dindamica de la reserva no se presenta un punto limite;
aun asi se logra el comportamiento esperado de la reserva el cual entre sus variaciones

tiende a agotarse al final del ejercicio.

4.2. Prima optima con datos reales
A continuacion se describe los elementos que componen la simulacién:

= Se establecen los siguientes grupos de edades:

Edad minima | Edad maxima | Grupo de edad
0 5 1
6 10 2
11 15 3
16 20 4
21 25 5
26 30 6
31 35 7
36 40 8
41 45 9
46 50 10
51 55 11
56 60 12
61 65 13
66 70 14
71 75 15
76 80 16
81 85 17
86 90 18
91 95 19
96 100 20

= Se establecen periodos semanales desde el 1 marzo de 2020 hasta el 4 de marzo de
2023.

= Se extrae la informacién proporcionada en [6], esta informacién nos proporciona la
fecha de inicio de los sintomas, el género, la edad y el estado resultante del contagio
para cada contagio, a partir de la fecha de inicio de los sintomas se establece la
fecha de fin de los sintomas sumando 14 dias al inicio, esto con el fin de establecer
el nimero de recuperados. Con ayuda del software R se agrupa la informacién por
los periodos semanales, grupos de edades establecidos y género con el fin de obtener

el conteo de infectados I y recuperados R.
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= Se extrae la informacién proporcionada en [13] para obtener la poblacion N, esta
informacion nos proporciona el niimero de personas por ano, localidad, sexo y edad.
Con ayuda del software R se agrupa la informacién por género y los grupos de edades
establecidos; para establecer la poblacién en cada periodo semanal se asumen una

distribucion lineal durante cada ano.
= Para el parametro de tasa de interés 0 se asume un efectivo semanal.

= El objetivo del ejercicio es establecer las primas 6ptimas para cada grupo de edad
y género asumiendo una aseguradora que cubra a la poblacion de Bogota, para ello
es necesario establecer un factor de afiliacién a los seguros de vida, segin el tltimo
reporte de inclusién financiera [15] la penetracion de los seguros de vida se establecid
en 12.9 %, sin embargo para lograr que la poblacién N cubra en su totalidad a los
recuperados es necesario que al menos un 31 % de la poblacién esté cubierta, por

ello se asume un 31 % de la poblacién extraida de [13].

= Para cada periodo se establece el nimero de susceptibles S como S = N — [ —
R, esto teniendo en cuenta la caracteristica de la poblacién dada por el modelo

compartimentado STRBD.

Utilizando la aproximacion basada en tablas de infeccién para obtener los valores de d%

y C_L%, recordando que

al
se obtienen los siguientes resultados para m, = 7—3 de hombres y mujeres para los grupos

il
de edad 1, 5, 10, 15 y 20 considerando un pago de 5 millones.

70.000
60.000

50.000

— ]
40.000 5

10
30.000
15

20.000 20

10.000 /_’_/w
B =

1 12 23 34 45 56 67 78 89 100 111 122 133 144 155

Figura 4.6: Valor de prima 7 para hombres y diferentes periodos t con w = 5,000, 000

Fuente: Propia
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Como se puede evidenciar en la figura 4.6, para los hombres la prima es menor en los
grupos 1 y 20, es decir hombres entre los 0 a 5 anos o entre los 96 y 100 anos, esto se debe
posiblemente a que la mortalidad en estas edades se ve afectada por diferentes causas
mas alla del COVID-19, mientras que los grupos 5, 10 y 15 presentan primas més altas,
asi mismo a medida que aumentan los periodos y la propagacién del virus se estabiliza,
también lo hacen las primas para los diferentes grupos, algo interesante es cémo el grupo
15 de edades entre los 71 y 75 presentan primas superiores al grupo 5 de edades entre
21 y 25, sin embargo alrededor del periodo 67 (junio de 2021) el grupo 5 incrementa su
cantidad de infectados lo cual implica en un incremento en las primas, esto posiblemente

por una mayor exposicion de este grupo.

20.000
70.000

60.000

—

50.000

40.000
10

30.000 15

20.000 20

10.000

L

1 12 23 34 45 56 67 78 89 100 111 122 133 144 155

Figura 4.7: Valor de prima 7 para mujeres y diferentes periodos ¢ con w = 5,000, 000

Fuente: Propia

Como se puede evidenciar en la figura 4.7, para las mujeres la prima es menor nuevamen-
te en los grupos 1 y 20, es decir mujeres entre los 0 a 5 anos o entre los 96 y 100 anos,
mientras que el grupo 15 presenta un incremento al rededor de los 30,000, los grupos 5 y
10 presentas las primas més altas llegando hasta los 70,000, asi mismo a medida que au-
mentan los periodos y la propagacion del virus se estabiliza, también lo hacen las primas

para los diferentes grupos.
Una vez realizado este andlisis de las primas a lo largo de los periodos, se establecen 3

montos de indemnizacion de 3, 5 y 10 millones, con los cuales se encuentran las primas

optimas:
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Mujeres Hombres
Grupo de edad | Pago 3 M | Pago 5 M | Pago 10 M | Pago 3 M | Pago 5 M | Pago 10 M
1 4.872 8.121 16.241 5.266 8.776 17.552
2 7.136 11.893 23.785 7.193 11.988 23.975
3 10.325 17.208 34.415 9.700 16.166 32.332
4 19.740 32.901 65.801 15.652 26.086 52.173
5 41.864 69.773 139.545 27.583 45.971 91.943
6 47.922 79.870 159.741 33.204 55.340 110.680
7 47.748 79.580 159.160 37.053 61.755 123.510
8 50.113 83.521 167.042 40.947 68.244 136.489
9 42.328 70.546 141.092 36.691 61.151 122.302
10 39.338 65.563 131.126 34.458 57.429 114.859
11 37.107 61.844 123.689 33.000 54.999 109.999
12 31.206 52.010 104.020 31.650 52.751 105.501
13 24.811 41.351 82.702 26.915 44.858 89.715
14 19.563 32.604 65.209 22.564 37.607 75.213
15 18.562 30.936 61.872 24.158 40.264 80.528
16 19.022 31.704 63.407 24.566 40.944 81.888
17 23.479 39.131 78.262 29.079 48.466 96.932
18 24.901 41.502 83.005 29.558 49.263 98.526
19 22.165 36.942 73.884 21.839 36.398 72.796
20 7.726 12.877 25.754 6.281 10.468 20.936

Cuadro 4.2: Primas 6ptimas por género y grupo etario

160,000

140.000

120,000

100,000

80.000

60.000

Valar de prima optima

40.000

20,000

Fuente: Propia

Pagc 3 M

s Fapc 5 M

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Pago 10 M

Figura 4.8: Prima 6ptima para hombres por grupo de edad

Fuente: Propia
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Figura 4.9: Prima éptima para mujeres por grupo de edad

Fuente: Propia

Teniendo en cuenta los resultados observamos como los grupos de edades 5 al 9 resultan
ser los mas costosos de cubrir, esto es personas entre los 21 a los 45 anos. Al comparar
los resultados de las primas 6ptimas de hombres y mujeres se observa que los hombres
presentan una prima mas baja para los dos primeros grupos de edades, es decir entre los
0 y 10 anos, mientras que a partir de 11 anos resulta més costoso cubrir a las mujeres, si
bien se presenta una poblacion de mujeres mayor que la poblacién de hombres, en general

los contagios en mujeres son un 19 % mayores que los de los hombres.

180.000
160,000
140.000
120,000
100,000

—Pags 10 M- M
80.000 —Fago 10 M - H

Valor de prima optima

60.000
40.000

20.000

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 4.10: Prima 6ptima hombres y mujeres con pago de 10 M

Fuente: Propia

Se evidencia una diferencia entre las primas éptimas de hombres y mujeres a partir del
grupo etario 5, si bien la diferencia disminuye entre los grupos 14 y 16 esto se puede deber
al bajo nimero de casos confirmados entre los 66 y 80 anos, posiblemente por su baja

exposicion.
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Figura 4.11: Reserva de hombres y mujeres de 35 anos con pago de 10 M

Fuente: Propia

En las graficas de las reservas tanto para hombres como mujeres, se observa un aumento
continuo hasta la semana 70, alcanzando su punto maximo alrededor de la semana 60,
es decir, en abril de 2021. A partir de este punto, la reserva disminuye gradualmente,
experimentando un nuevo pico en diciembre de 2021. Debido a la prima éptima, la reserva

se establece en 0 al finalizar el ejercicio.
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Conclusiones

Al tomar en cuenta el modelo SIRBD es posible obtener expresiones para las primas de

seguros que consideran:

= Plan de pago de reclamaciones de anualidades unitarias y pago de primas por anua-
lidades

= Plan de un seguro de duracion infinita con indemnizaciéon de suma fija en caso de

ser recién infectado y pago de primas por anualidades

= Plan de prestacién por fallecimiento de una unidad monetaria pagada inmediata-

mente en el momento de la muerte y pago de primas por anualidades

= Plan con una prestaciones gastos de hospitalizacién y una prestacion de suma fija

por fallecimiento

En cada uno de estos planes es posible recuperar las expresiones obtenidas con el modelo
SIR clasico [16] al considerar 4t =0, A\=0y d =0.

Es posible utilizar las ideas del modelo STR clasico al momento de elaborar las tarifas
con métodos numericos como aproximaciones basadas en tablas de infeccién y series de

potencias.

En la literatura se suele utilizar la hipdtesis de una poblaciéon N constante bajo el argu-
mento de que en lapsos de tiempo cortos la poblacién no cambia, como vemos con las
nuevas pandemias, los virus se establecen por periodos de tiempo considerables, y bajo el
argumento de considerar algunos parametros que establecen la dindmica de la poblacion
N, es posible modelar las primas y reservas de diferentes planes de seguros sin la limita-

cién de periodos cortos de tiempo.

Una de los objetivos al modelar las primas por medio del modelo SIRBD era a su vez
poder modelar las caracteristicas de las reservas, para asi poder entender la concavidad a
partir de puntos criticos encontrados con ayuda del modelo, sin embargo al incluir la tasa

de nacimientos A y el factor de mortalidad p no se reincorporan las ideas desarrolladas
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por [16] en el modelo SIR clésico.

En relacion al andlisis del comportamiento de las reservas, no se obtienen resultados tan
descriptivos como en el modelo STR clasico sin embargo es posible obtener resultados
favorables de reservas asi como primas éptimas teniendo las consideraciones adecuadas

sobre los parametros e informaciéon a utilizar.
Como trabajos futuros se considera el abordar varios métodos numéricos que permitan el

calculo de primas y reservas con el fin de comparar cual método es mas eficaz en calcular

aproximadamente la prima 6ptima.
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