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RESUMEN

Resumen

En este texto se estudiaran dos tipos de grafos que se definen a partir de cualquier grupo finito, esto es,
los grafos inducidos por estos grupos dependen del conjunto de los elementos y de la operaciéon definida en
el grupo, mas concretamente la construccion de los grafos depende del orden de los elementos del grupo,
el cual depende totalmente de la operacién que se defina en el conjunto. A su vez para la construccion
de dichos grafos consideramos una funcion aritmética h, la cual también afecta el comportamiento del
grafo a tratar. La primera parte del documento se centra en recordar de una forma bésica la estructura
de un grafo, algunas propiedades, definiciones y la relacion entre ellos a través de isomorfismos, también
se presenta la definicion de funcion aritmética. Luego de esto se presenta la definicién de los grafos
anteriormente mencionados OP(G) y Gr(®), se consideran algunos ejemplos y finalmente se desarrolla
la teoria que nos permite relacionarlos.

En la ultima parte del texto se presentan algunas caracterizaciones de los grafos a partir del grupo y
funcion aritmética que los define, algunos resultados importantes de esta ultima parte incluyen teoremas
de completitud de grafos y teoremas para el cilculo del espectro de la matriz de adyacencia de los grafos
Gr(®) que aportan una gran informacion para el analisis espectral de estas matrices.

Palabras clave: Grafos, grupos, funciones aritméticas, isomorfismos, matriz de adyacencia, completitud
de grafos, espectro.

Abstract

In this text, two types of graphs defined from any finite group will be studied. That is, the graphs
induced by these groups depend on the set of elements and the operation defined in the group. More
specifically, the construction of the graphs depends on the order of the elements in the group, which
in turn relies entirely on the operation defined in the set. In the construction of these graphs, we also
consider an arithmetic function h, which influences the behavior of the graph under consideration. The first
part of the document focuses on rememeber the basic structure of a graph, some properties, definitions,
and the relationship between them through isomorphisms. The definition of the arithmetic function is
also presented. Following this, the definition of the previously mentioned graphs OP(G) and G (®) is
introduced, along with some examples. Finally, the theory that allows us to relate them is developed.

In the last part of the text, some characterizations of the graphs are presented based on the group
and arithmetic function that defines them. Some important results from this final part include theorems
on graph completeness and theorems for calculating the spectrum of the adjacency matrix of the graphs
Gr(®), which provide valuable information for spectral analysis.

Keywords: Graphs, groups, arithmetic function, isomorphisms, adjacency matrix, graph completeness,
spectrum.
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INTRODUCCION

Introduccion

La teoria de grafos ha sido una herramienta fundamental para la resoluciéon de problemas en mate-
maticas, desde su creacién en el siglo XVIII con la resolucién del problema de los puentes de Konigsberg
dada por Leonhard Euler el cual consistia en encontrar un camino que recorriera los siete puentes del rio
Pregel en la ciudad de Konigsberg (actualmente Kaliningrado) de tal forma que se recorrieran todos los
puentes pasando una sola vez por cada uno de ellos. La resoluciéon de este problema se publicaria en el
ano 1736 por Euler en un trabajo titulado “Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis” y seria
considerado como el primer resultado de la teoria de grafos. Mas adelante, esta teoria seria mas desarro-
llada y con esta se demostraria una gran gama de teoremas en matematicas, siendo algunos de los més
esenciales el teorema de Euler para poliedros convexos que asegura que para cualquier poliedro convexo
sin orificios con V vértices, A aristas y C caras se cumple la identidad V' — A+ C = 2 o més recientemente,
el teorema de los cuatro colores, que afirma que cualquier mapa geografico plano con regiones continuas
puede ser coloreado con a lo més cuatro colores de tal forma que dos regiones vecinas no tengan el mismo
color.

La nocion de coloracion, asi como la de grafo ha sido constantemente generalizada para ser usada en
nuevas ramas de las matematicas. Sin ir mas lejos, se puede hablar de grafos con una cantidad infinita
de vértices y estos a su vez son usados en la teoria emergente de la probabilidad cuantica o del analisis
espectral. En este documento se desarrollan algunas propiedades de dos tipos de grafos particulares
descritos en términos de dos objetos matematicos también bastante utilizados los cuales son los grupos
finitos y las funciones aritméticas, tomando como base el articulo [1] publicado en 2022 por R. Rajendra
et al. quienes a su vez recopilan el bagaje histérico de aquellas personas que han descubierto los resultados
que aqui se presentan. Cualquier lector que tenga un conocimiento bésico en teoria de grupos puede ser
capaz de entender las ideas presentadas en este texto.
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1. Preliminares

En esta parte se presentan algunos de los resultados mas relevantes de las teorias que se necesitaran
para la parte principal del texto. Esta seccion se divide en una parte introductoria a la teoria de grafos
donde se presenta un resultado clasico sobre la matriz de adyacencia de un grafo. La segunda parte
presenta algunas de las funciones aritméticas que son mas utilizadas.

1.1. Grafos

Definicion 1. Un grafo simple G es una pareja ordenada (V,E), donde V es un conjunto finito y
E C{ACV:card(A) =2}, es decir E es un conjunto con subconjuntos de dos elementos en V.

1. Los elementos de V son llamados vertices o nodos de G y si el grafo no esta especificado como
pareja ordenada denotaremos V' (G) al conjunto de nodos de G, i.e. V(G) es el primer elemento de
la pareja ordenada G.

2. Los conjuntos de dos elementos de E son llamados aristas de G y si el grafo no esta especificado
como pareja ordenada denotaremos E(G) al conjunto de aristas de G, i.e. E(G) es el segundo
elemento de la pareja ordenada G.

3. Dos nodos u y v se dice que son adyacentes en G si el conjunto {u,v} € E, i.e. si {u,v} es una
arista de G. Si es claro el grafo sobre el cual se esté trabajando se dird simplemente que u y v son
adyacentes y lo denotaremos por u ~ v.

Definicién 2. Sea G = (V, E) un grafo y sea u € V definimos el grado de u, denotado deg(u) como el
ndamero de vertices v € V tales que u ~ v. Si el grafo es tal que deg(u) = k € N es fijo para todo u € V
se dice el grafo es regular.

Definicion 3. Sea V = {1,2...,n}. Definimos el grafo completo de n nodos, denotado K,, como el grafo
con vertices V(K,) =V y en donde {u,v} € E(K,) siy solo si u # v.

Definicién 4. Sea G = (V, E) un grafo, una secuencia de puntos u = xg,z1,...,v =z, € V (n > 1)
es llamado un camino de longitud n de uw a v o simplemente n-camino si x; ~ x;41, para todo ¢ =
0,1,...,n — 1. Un grafo se dice conexo si cualesquiera dos vertices u,v € V estan conectados por un
camino.

Un n-camino u = xg,x1,...,v = , de v a v es llamado n-trayectoria de w a v si los vertices x;,
i =20,...,n— 1 son distintos entre si. Una n-trayectoria =g, z1,...,z, es llamado un n-ciclo si zg = x,,
en particular un 3-ciclo es llamado un tridngulo.

Definicién 5. Sea G = (V, E) un grafo conexo definimos 9 : V x V — N por d(u,u) =0y
O(u,v) = min{n € N : existe un n-camino de v a v}

para todo u # v puede verse que esta funcién es una métrica en V. Llamamos a esta funcion la distancia
grafo. Definimos el diametro de un grafo conexo G por

diam(G) = diam(V') = sup{9(u,v) : u,v € V}

Definicion 6. Sean Gy = (V1, E1) y Ga = (Va, E3) grafos se dice que G es un subgrafo de G si Vi C Vi
y E1 Q EQ.
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Definiciéon 7. Sean G = (V,E) y G’ = (V' E’) grafos. Una aplicacion ¢ : V —> V' es llamado un
isomorfismo de grafos si (i) ¢ es biyectiva y (i) si u,v € V entonces {u,v} € E siy solo si {¢(u), d(v)} €
E’. Si existe un isomorfismo entre dos grafos se dice que estos son isomorfos. Si ¢ : V — V es un
isomorfismo de grafos entonces se dice que ¢ es un automorfismo.

Definicion 8. Un grafo se dice completo si es isomorfo a algin K,, para algin n € N.

Definiciéon 9. Un grafo G se dice etiquetado si dado que card(V(G)) = n entonces existe una correspon-
dencia biyectiva entre el conjunto V(G) y el conjunto {1,...,n}. En caso de que el grafo sea etiquetado
usualmente se escribird V(G) = {v1, va,...,v,}. Note que todo grafo puede ser etiquetado.

Definiciéon 10. La matriz de adyacencia de un grafo etiquetado G = ({v1,...,v,}, E) es la matriz
Ag = [a;;] de tamano n x n, donde

1 si Vi ~ Vj,
aij =
0 en otro caso.

Teorema 1. Sean G = ({v1,...,v,}, F) un grafo etiquetado, m € Ny A su matriz de adyacencia. Si
Ag™ = [ci;] entonces c;; coincide con el nimero de m-caminos de v; a v;.

Demostracion. Suponga que Ag = [a;;] y Ag™ = [ci;] entonces

Cij = § Qiky Ak1 ko Akoks ** * Akyy_1j
ki,...;km—1€{1,...,n}

donde @k, Gy ky ks = * * Ok = 1siysolosiv; ~wv ~ - ~vp, , ~v; es un m-camino de v; a v; y

m—1J
iy Oy by Ohisky * * * Ok, = 0 siy solo si algtn par de vertices subsecuentes v;, vy, ,- -+, vk,,_,,v; DO son
adyacentes y por lo tanto v;, vg,, -+, Vk,,_,,¥; N0 es un m-camino. Asi ¢;; cuenta el nimero de m-caminos
de U; a vVj. O

Definicion 11. Si G es un grafo etiquetado y Ag de tamano n X n es su matriz de adyacencia con
A1, A2,..., A, como sus valores propios (posiblemente repetidos), entonces definimos el espectro de G
como el conjunto de valores propios de Ag v la energia de G por

£G) =" In)
=1

Definiciéon 12. Un bigrafo o grafo bipartito es un grafo G = (V| E) para el cuél existe una particion de
V en dos subconjuntos propios Vi y V5 de tal manera que todo elemento de F es de la forma {vy,v2}
donde v; € V1 y vy € V5.

Definicién 13. Sean V5 = {(1,1),(1,2),...,(1,n)} vy Va = {(2,1),(2,2),...,(2,m)}. Definimos el bigrafo
completo de n y m nodos, denotado K, ,,, como el grafo con vertices V (K, .,,) = Vi U V2 y en donde
{v1,v2} € E(Kym) siysolosiv; € Vi yvg € Va.
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Definicién 14. Un bigrafo se dice completo si es isomorfo a K, ,,, para algunos n, m € N. Un bigrafo se
llama una estrella si es isomorfo a K ,, para algin m € N, el elemento correspondiente a (1, 1) mediante
esta transformacion se le llama el centro de la estrella.

Definicion 15. Un trigrafo o grafo tripartito es un grafo G = (V, E) para el cudl existe una particion de
V en tres subconjuntos propios Vi, Vo y V3 de tal manera que todo elemento de E es de la forma {v;,v;}
donde v; € V; y v; € V; parat=1,2,3y j # 1.

Definicién 16. Sean Vi = {(1,1),(1,2),...,(1,n)}, Va ={(2,1),(2,2),...,(2,m)} y

Vs ={(3,1),(3,2),...,(3,7)}. Definimos el bigrafo completo de n, m y r nodos, denotado K, ,, , como el
grafo con vertices V (K, ) = VAUV UV y en donde {v;,v,} € E(Ky, ) siysolosiv; € V; yv; € Va,
iaj = 17233ai #]

Definicién 17. Un trigrafo se dice completo si es isomorfo a K, ,, » para algunos n,m,r € N.

Definiciéon 18. Sea G = (V, E) un grafo. Una n-coloracion de G (n € N) es una funcion 6 : V. —
{1,...,n} tal que si u ~ v entonces O(u) # 6(v). Note que ya que todo grafo puede ser etiquetado
entonces siempre existe una r-coloracion de G, siendo r = card(V) y siendo esta coloracion 6(v;) = i.
Definimos el nimero cromdtico del grafo G, x(G) por

X(G) = min{n € N : G tiene una n-coloracion}.
De esta definicion puede notarse los siguientes hechos importantes

= x(G) < card(V).

= Si G es un grafo completo entonces x(G) = card(V) (suponga que existe una s-coloracion 6 con

s < 1 = card(V) entonces para la etiqueta V' = {vy,...,v,} se tiene que ya que v; ~ v; para todo
i # j entonces 6(v;) # 6(v;) para todo @ # j, luego s = card(6(V)) > r, lo cual es imposible pues
s<T).

= Si G es un grafo bipartito entonces x(G) < 2 (Sean V; y V5 una particion de V(G) y defina 6 por

)

0 =
W= dven.

{1 siveV,
entonces ¢ es una 2-coloracion ya que si u ~ v entonces u € V4 y v € Vo, luego O(u) = 1 # 2 = 0(v)).
Note que si existiesen si v; € Vi, vy € Vs tales que v ~ vy se tendria que para cualquier r—coloracién
0, 0(v1) # O(v2) y por lo tanto r > 2. Luego x(G) = 2.

= Si G es un grafo tripartito entonces x(G) < 3 (Sean Vi, V2 y V3 una particion de V(G) entonces la
funcioén € definida por

1 sivel,
Ov) =<2 sivelV, |,
3 siveVs.

es una coloracion ya que si u ~ v entonces u € V; v € V; para algunos ¢ € {1,2,3} y j # i, luego

O(u) =i #j=0(v)).
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1.2. Funciones aritmeéticas

Definicion 19. Una funcién compleja h se dice que es aritmética si su dominio es el conjunto de los
numeros naturales N, i.e. h: N — C.

Una funcion aritmética h se dice multiplicativa si h(nm) = h(n)h(m) para todo n,m € N con
ged(n,m) = 1. Una funcién aritmética h se dice completamente multiplicativa si h(nm) = h(n)h(m

para todo n,m € N.

Definicién 20. Definimos la funcién aritmética ¢ : N — N de Euler o funcién indicatriz de Euler, como
la funcion definida por la formula,

¢(n) =card{k € N:ged(n, k) =1,k <n}, mneN

Definiciéon 21. Definimos la funciéon aritmética p: N — {1,0,—1} de Mdbius, por la formula

1 sin=1,
pu(n) =< (=1)*  sin=pps---pr donde los p; son primos distintos, , n €N
0 en otro caso.

Definicién 22. Definimos la funcién aritmética A : N — R de Mangoldt, por la formula

An) = {ln(p) si n = p* para algtn p primo y k > 1,  neN

0 en otro caso.

Definicién 23. Definimos la funcién aritmética A : N — {1, —1} de Liouville, por la formula

A(n) 1 sin=1, cN
n) = n )
(=1)rt*re sip=pi' .. p;* donde los p; son primos distintos.

Estas son algunas de las funciones aritméticas méas usadas en muchas ramas de las matematicas,
puede verificarse sin mucha dificultad que las funciones de las definiciones 22, 23 y 25 son multiplicativa,
mientras la funcion de la definicion 24 no lo es, ni siquiera cumple la propiedad de que A(1) = 1. Estas
propiedades serén utiles al construir grafos.

2. Grafos de funciones aritméticas sobre grupos finitos

2.1. Definicién y ejemplos

Una forma interesante de crear grafos finitos consiste en tomar funciones aritméticas y grupos finitos
y a partir de sus ordenes construir su condicién de adyacencia. Para las siguientes definiciones considere
® un grupo finito. Denotaremos el orden de un elemento u por o(u).

Definicion 24. Definimos el grafo coprimo de orden del grupo &, OP(®) como aquel con vertices
V(OP(®)) = ® y en donde dos nodos u y v diferentes son adyacentes si y solo si ged(o(u), o(v)) = 1.

Definicion 25. Sea h una funcién aritmética, definimos el grafo de funcion aritmética del grupo & respecto
a la funcidn aritmética h o simplemente el h-grafo de &, G, (®) como aquel con vertices V(Gr(8)) = &
y en donde dos nodos u y v diferentes son adyacentes si y solo si h(o(u)o(v)) = h(o(u))h(o(v)).
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Ejemplo 1. Considere el grupo finito & = S3, el grupo simétrico sobre un conjunto de tres elementos.
Este grupo tiene representacion como tabla de Cayley de la siguiente forma:

QT AR AO|O
QO QSO0 Q-

S0 Q0O Q&

LR O T

w0 e o
a0 o9 ol
QO QU L

donde se interpreta Ss = {e,a, b, ¢,d, f} como un conjunto de simbolos con la operacion interna definida
por el resultado de la tabla concerniente al producto fila - columna. e.g. ¢c-b = f y f-a = c¢. Calculamos
los ordenes de cada elemento y obtenemos que o(e) = 1,0(c) = o(d) = o(f) = 2 y o(a) = 3 = o(b).
A partir de esta informacion podemos obtener los grafos Gj(S3) respecto a las funciones ¢, u, \, A y la
funcién no multiplicativa hg : N — N definida por

1 sin=1,
holn)=¢n+1 sin=2,3,4,6,9, n € N.
0 en otro caso.

En su respectivo ordenes tenemos que

1. Para la funcion ¢ de Euler vemos que ¢(2-3) =2 = ¢(2)¢p(3), p(1-2) =1 =¢(1)d(2) y ¢(1-3) =
2 = ¢(1)¢(3), lo cual implica que en G4(S3), e ~ u para todo v € Ss \ {e} y a,b ~ ¢,d, f (donde
este simbolo se entiende como todas las adyacencias tomando un elemento a la izquierda de ~ y
uno a la derecha del mismo). Por tltimo, note que ¢(2%) =2 #£ 1 = ¢(2)? y ¢(3?) = 6 # 4 = ¢(3)?
y por lo tanto a % b y ninguno de los elementos ¢, d, f son adyacentes.

2. Para la funcion p de Mobius vemos que p(2-3) = 1 = p(2)p3), p(1-2) =1 = p(Hp(2) y
pu(1-3) =1 = p(1)p(3), lo cual implica que en G, (S3), e ~ u para todo u € S3\ {e} y a,b~ ¢, d, f.
Por tltimo p(n?) = 0 # 1 = u(n)? para n = 2,3, nuevamente esto implica que a » b y ninguno de
los elementos ¢, d, f son adyacentes.

3. Para la funcion A de Liouville vemos que A(2-3) =1 = A(2)A(3), A(1-2) = =1 = A1)A(2) ¥
A(1-3) = =1 = A(1)A(3), lo cual implica que en G»(S3), e ~ u para todo u € S3\{e} y a,b ~ ¢,d, f.
Por tltimo ya que A(n?) = 1 = A(n)? para n = 2,3, entonces se tienen el resto de adyacencias
a~bec~d, fyd~ f.Luego GA(S3) = Kg (este simbolo expresa que los dos grafos son isomorfos)
es completo.

4. Para la funcion no multiplicativa A de Mangoldt vemos que A(2-3) = 0 # In(2) In(3) = A(2)A(3),
A(1-2) =1In(2) # 0 = A(1)A(2) y A(1-3) = In(3) # 0 = A(1)A(3), lo cual implica que en
GA(S3) ninguno de los elementos de S3 \ {e} es adyacente a e y ninguno de los elementos de
{a,b} es adyacente a algiin elemento de {c,d, f}. Por dltimo ya que A(n?) = 0 # In(n)? = \(n)?
para n = 2,3, entonces se tiene que tampoco se cumplen las demés posibles adyacencias, i.e.

adbetddcet fyddfo Asiy E(Gpo(S3)) = 0.

5. Por ultimo para la funcién no multiplicativa hy tenemos que ho(2-3) =7 # 12 = ho(2)ho(3), ho(1 -
2) = 3 = ho(1)ho(2) ¥y ho(1-3) = 4 = ho(1)ho(3), esto implica que en Gp,(S3), e ~ u para
todo u € S3\ {e} y ninguno de los elementos de {a,b} es adyacente a algin elemento de {c,d, f}.
Por tltimo ho(22) =5 # 9 = ho(2)? v ho(3%) = 10 # 16 = ho(3)? lo cual implica que tampoco se
cumplen las demaés posibles adyacencias, i.e. a % b,c £ d,c % fyd ¢ f.Finalmente G, (S3) = K1 5
es una estrella con centro en e.
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Figura 1: De izquierda a derecha, G4(S3) = G.(S3) y GA(S3)
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Figura 2: De izquierda a derecha, GA(S3) y Gp,(S3)

El célculo de las adyacencias para los grafos de funciones aritméticas para este grupo fue relativamente
sencillo, de hecho todos los productos de ordenes nm eran el producto de nimeros relativamente primos
o cuadrados, al considerar funciones aritméticas se puede caracterizar muchas de sus propiedades de cada
uno de estos grafos al estudiar propiedades tales como si una funcién aritmética “envia 1 en 1”0 si “separa
cuadrados”.

Por ultimo calculemos las adyacencias del grafo coprimo de orden del grupo S3, OP(Ss3). En este caso
las tnicas adyacencias que se tienen son e ~ u para todo u € S3 \ {e} y a,b ~ ¢,d, f, nodos para las
cuales sus ordenes son relativamente primos. Note que el grafo coprimo de orden en este caso coincide
con el grafo G4(S3). Queremos demostrar que de hecho para cualquier grupo finito & el grafo coprimo
de orden de este grupo coincide con el ¢-grafo de &.

2.2. Algunas propiedades sobre los grafos
Proposicion 1. Sea h una funcion aritmética. Si &1 es un subgrupo de un grupo finito de &4, entonces
Gr(®1) es un subgrafo de Gp(®3).

Demostracion. Ya que &1 es un subgrupo de &,, entonces B C &q, luego V(Gr(61)) C V(GL(S2)).
Por otro lado, ya que &; es un subgrupo de &5 entonces u™ € &, para todo u € &1 y todo n € N, luego
el orden de todo elemento de &; es el mismo que en &,. Asi si u,v € B; son adyacentes en Gp, (1)
entonces lo siguen siendo en G, (®2). O
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Proposicion 2. Sea & un grupo finito. Si h es una funcion aritmética completamente multiplicativa,
entonces Gp(®) es un grafo completo.

Demostracion. Sean u,v € & entonces ya que h es completamente multiplicativa se tiene que h(o(u)o(v)) =
h(o(u))h(o(v)). Asi u ~ v y por lo tanto G (&) es completo. O

Proposicion 3. Sean h una funcion aritmética, &1 y &2 dos grupos finitos isomorfos. Entonces Gp(®1)
es isomorfo a Gp(®2).

Demostracion. Sea ¢ : 1 — S5 un isomorfismo de grupos, entonces o(¢(u)) = o(u) para todo u € &y.
Sean u,v € ; entonces por la igualdad

h(o(u))h(o(v)) = h(o(¢(w)))h(o(d(v)))

se sigue que {u,v} € E(Gp(B1)) siy solo si {p(u),p(v)} € E(G(B2)). Asi ¢ es también un isomorfismo
de grafos. 0

Nota. El reciproco de la proposicién anterior no es cierto. Considere h una funciéon completamente
multiplicativa y considere los grupos Vj el grupo de Klein y Z, el grupo aditivo de los enteros modulo 4.
Por la proposicion 2 G, (Vy) y Gi(Z4) son isomorfos a K4 y por lo tanto isomorfos entre si. Sin embargo,
se sabe que los grupos V} y Z4 no son isomorfos.

0 1 1 2 e a

3 2 4 3 d c

Figura 3: Distintas vistas del “mismo” grafo, G}, (Z4) = K4 = G, (Zy4)

Proposicion 4. Sean & un grupo finito de orden n y h es una funcion aritmética tal que h(l) =
1. Entonces {e,u} € E(Gn(®)) para todo u € 6.

Demostracion. Ya que e es el elemento neutro de & entonces o(e) = 1. Sea u € & entonces h(o(e)o(u)) =
h(1-0o(u)) =1-h(o(u)) = h(1)h(o(u)) = h(o(e))h(o(u)). Asi {e,u} € E(Gr(®)) para todo u € &. O

Note que si una funcién aritmética h es multiplicativa, entonces se cumple la condicion h(1) = 1 de
forma inmediata y por lo tanto la proposicién anterior es vélida para cualquier funcién multiplicativa.
Puede parecer que la proposiciéon anterior es muy simple, sin embargo tiene consecuencias muy impor-
tantes en lo que respecta a la estructura del grafo, tales consecuencias quedan enunciadas en el siguiente
corolario.
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Corolario. Sean & un grupo finito de orden n y h una funcion aritmética tal que h(1) = 1. Entonces

1. Gp(®) es un grafo conexo con diam(Gp(®)) < 2.

2. deg(e) =n —1 < card (E(Gn(8))) < (3).

Demostracion. Ya que h(1) = 1 por el teorema anterior se sigue que {e,u} € E(Gp(®)) para todo u € &.
Luego

1. Siu,v € & entonces u ~ ¢ ~ v es un 2-camino de u a v, luego d(u,v) < 2 para todo u,v € & y por
lo tanto
diam(Gp(®)) = sup I(u,v) <2

u,vES -

2. Nuevamente por el teorema anterior {e,u} € E, para todo u € V. Por lo tanto deg(e) =n — 1.
O

Proposicion 5. Sean & un grupo finito de orden n y h una funcion multiplicativa. Si u € & es tal que
ged(o(u),0(v)) =1 para todo v # u en & entonces deg(u) =n — 1.

Demostracion. Ya que h es multiplicativa entonces h(o(u)o(v)) = h(o(u))h(o(v)) para todo v € & tal que
ged(o(u),0(v)) =1, asi u ~ v para todo v # u. O

Teorema 2. Sea & un grupo finito. Si h es una funcion multiplicativa, entonces OP(®) es un subgrafo
de Gh(ﬁ)

Demostracion. Ya que ambos grafos tienen el mismo conjunto de vertices & basta ver que se cum-
ple la contenencia en su conjunto de aristas. Sean u,v € & tales que {u,v} € E(OP(®)) entonces
ged(o(u), 0(v)) = 1. Ya que h es multipicativa se cumple que h(o(u)o(v)) = h(o(u)))h(o(v)) y por lo tanto
{u,v} € E(Gpr(®)). Asi, OP(®) es subgrafo de G1,(®). O

Corolario. Sean & un grupo finito y h una funcion multiplicativa. Entonces,

OP(8) = Gp(6) < (Vu,v € 6 : h(o(u)o(v)) = h(o(u))h(o(v)) = ged(o(u),o(v)) = 1).

Teorema 3. Sean & un grupo finito y ¢ la funcion ¢ de Euler,
Gy(6) =0P(0)

Demostracion. La funciéon ¢ es multiplicativa y ademas cumple la siguiente igualdad

1
¢(nm) = m¢(”)¢(m)-

Esta identidad implica que si ¢(nm) = ¢(n)d(m) entonces ¢ (ged(n,m)) = 1 y por lo tanto que
ged(n, m) = 1. Asi, por el corolario anterior Gy (®) = OP(®). O
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Corolario. Sean & un grupo finito y H el conjunto de todas las funciones multiplicativas. Entonces
N G(®) = OP(®)
heH

donde,

M Gu(®) = (6, N E(th)))

heH heH

Demostracion. Por definiciéon se tiene que el conjunto de vertices es el mismo en ambos grafos. Por el
teorema 1 se tiene

E(OP(®)) C E(Gn(®)), VYheH
luego,

E(OP(8)) C (] E(Gn(®)).
heH
Por otro lado, por el teorema 2 G, (®) = OP(&) donde ¢ € H, asi

)
() E(GW(8)) C E(Gy(®)) = E(OP(®)) € () E(G(®)).
heH heH

De donde se concluye que
(] E(Gi(®)) = E(OP(®))
heH
y por lo tanto
() Gn(®) = OP(®).

heH

3. Caracterizacion del grafo de funcién aritmética

Luego de presentar la relacion que existe entre los grafos OP(®) y G1,(®) se quiere ver algunas
consecuencias surgidas sobre el grafo G,(®) al imponer algunas condiciones sobre las funcién aritmética
h que consideramos o al imponer algunas otras al grupo &.

3.1. Separacion de niimeros primos

Ejemplo 2. Considere h una funciéon aritmética tal que h(1) = 1 y Zs el grupo aditivo de los enteros
modulo 2, por la proposicion 4, {0,1} € E(Gr(Zs)) y por lo tanto G, (Zy) = Ks. Considere ahora, Zs el
grupo aditivo de los enteros modulo 3, entonces 0(0) =1, 0(1) =3 yaque3-1=1+1+1=3=30y
0(2)=3yaque2+2+4+2=06=30pero1-2,2-2 ;0. Asi, por la misma proposicion {0,1},{0,2} €
E(Gh(Z3)), mientras que {1,2} € E(Gy(Z3)) siy solo si h(32) = h(o(1)o(2)) = h(o(1))h(0(2)) = h(3)%.
Note a su vez que si {1,2} ¢ F(Gr(Z3)) entonces V1 = {0} y V2 = {1,2} vuelven a G1,(Z3) una estrella
con centro en 0. Por lo tanto tenemos la siguiente afirmacion.

Sea h una funcién aritmética tal que h(1) = 1 entonces

v Gh(Z2) = Ko,

» G1(Z3) =2 K3 siy solo si h(3%) = h(3)?,

= G1,(Z3) es una estrella con centro en 0 si y solo si h(3%) # h(3)2.
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0oo——m 1 1 2 1 2

Figura 4: De izquierda a derecha, G1,(Zs), G1,(Z3) si h(3?) = h(3)? y Gi(Z3) si h(3?) # h(3)?

El siguiente teorema nos brinda condiciones necesarias para determinar si el grafo G, (®) es un grafo
completo o una estrella.

Teorema 4. Sean & un grupo finito de orden p > 2 un numero primo y h una funcidon multiplicativa.
Entonces

1. Gi(®) es un grafo completo si y solo si h(p?) = h(p)?,

2. Gp(®) es una estrella si y sélo si h(p?) # h(p)?.

Demostracion.

1. (=) Suponga que G,(®) es un grafo completo. Ya que o(®) = p > 2, entonces existen dos
elementos u, v € B\ {e} y ya que p es primo se sigue por el teorema de Lagrange que o(u) = o(v) = p.
Como & es completo se tiene que {u,v} € E(Gy(®)) y por lo tanto

h(p?) = h(o(u)o(v)) = h(o(u))h(o(v)) = h(p)®.

(<=) Reciprocamente suponga que h(p?) = h(p)?, ya que h es multiplicativa, h(1) = 1 y por la
proposicion 4 se sigue que {e,u} € Gy (®) para todo u € &\ {e}. Sean u,v € &\ {e} dos elementos
distintos, ya que o(&) = p primo, por el teorema de Lagrange o(u) = o(v) = p entonces

Asi por definicion de Gp,(®) se sigue que {u,v} € E(Gr(®)), por lo tanto G1,(®) es completo.

2. (=) Suponga que G, (®) es una estrella. Ya que h(1) = 1 se tiene que {e,u} € E(G1(8)) para todo
u € &\{e}. Sean u, v dos nodos cualesquiera distintos de e, nuevamente se tiene que o(u) = o(v) = p
y ya que Gp(®) es estrella se sigue que e es su centro y por lo tanto v y v no son adyacentes. Por

lo tanto
h(p?) = h(o(u)o(v)) # h(o(u))h(o(v)) = h(p)*.

(<=) Reciprocamente suponga que h(p*) # h(p)?, ya que h(1) = 1 nuevamente por la proposiciéon
4 se sigue que {e,u} € G,(®) para todo u € &\ {e}. Mas atn, si u,v € &\ {e} son dos puntos

distintos entonces
h(o(u)o(v)) = h(p?) # h(p)* = h(o(u))h(o(v))

y por lo tanto u y v no son adyacentes. Asi G1,(®) es una estrella con centro en e siendo isomorfo
a Klﬁpfl.

10
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Corolario 1. Sean & un grupo finito de orden p > 2, un numero primo y h una funcién multiplicativa.
Entonces

L. diam(Gp(®)) = 1 y x(G) = p, si h(p?) = h(p)?,
2. diam(Gx(®)) =2y x(G) =2, si h(p®) # h(p)*.

Demostracion.

1. Si h(p?) = h(p)?, entonces G (®) es un grafo completo, luego
d(u,v) =1, Yu,v € &.
Asi, diam(Gp(®)) = 1y x(Gr(®)) = p por las notas al margen de la definicion 18.

2. Si h(p?) # h(p)? se tiene por el corolario de la proposicién 4 que diam(Gp(®)) = 2. Ademés, ya
que Gp(®) es una estrella con centro en e se sigue que e ~ u para cualquier u € V(Gr(8)) \ {e},
siendo e € {e}, nuevamente por las observaciones de la definicién 18 se sigue que x(Gp,(8)) = 2.

O

Corolario 2. Sean & un grupo finito de orden p > 2 un nimero primo y h una funcion multiplicatica.
Entonces

1. Si h(p?) = h(p)?, el grafo G, (&) tiene espectro
p—1 -1
1 p—1

(en esta notacion la primera fila indica los valores propios, mientras que la sequnda fila indica su
respectiva multiplicidad) y su energia es E(GR(®)) = 2(p — 1).

2. Si h(p?) # h(p)?, el grafo Gy (®) tiene espectro
p—1 0 —vp—1
1 p-2 1
y por lo tanto energia £(Gp(®)) = 2/p — 1.

Demostracion.

1. Ya que h(p?) = h(p)? entonces G}, (&) es completo y por lo tanto

o1 1 --- 1
1 01 --- 1
A, () = 110 --- 1
111 --- 0
independiente de la forma en que se etiquete G4 (®), note que el polinomio caracteristico de Ag, ()
es
- 1 1 1
1 X 1 1
p(A) = det 1 L= 1
1 1 1 -2

11
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de donde se ve que A = —1 es una raiz de p(\). Por otro lado, note que
1 o1 1 --- 1 1 1
1 101 --- 1 1 1
A, (®) 11_11 10 --- 1 1 =(p-1) 1
1 111 --- 0 1 1

por lo tanto A = p — 1 es otro valor propio de Ag, (). Para ver las multiplicidades de estos valores
propios note que si A = —1 entonces

mult(\) = dim (ker(Ag, (s) — AI)) = nul(Ag, &) — M) @ p —ran(Ag, @) — AI)

11 1
1 1 --- 1
=p—ran| . . | =p—-1
11 1
(i) por el teorema del rango y la nulidad. Asi, los valores propios de Ag, () son A = —1,p—1 con

multiplicidades mult(\) = p — 1, 1 respectivamente.

. Ya que h(p?) # h(p)? entonces G;(®) es una estrella con centro en e. Disponga V(G (8)) =
{v1,...,vp} de tal forma que v; = e, entonces

01 1 1
100 0
Ag,@)= |1 00 0
100 - 0

Nuevamente, el polinomio caracteristico de Ag, (s) viene dado por

-2 1 1 1

1 =X 0 0

p(A) = det L0 = 0
1 0 0 —-A

de donde se ve que A = 0 es un valor propio de Ag, (s), con multiplicidad

mult(\) = nul(Ag, s) — M) = p —ran(Ag, () — M)

o1 1 --- 1

100 --- 0
=p—ran L oo -0 =p—2.

1 0 0 0

Por otro lado, ya que

12



Grafos Inducidos Sobre Funciones Aritméticas

01 1 1\ /+/p—1 +Vp—1
100 0 1 1
100 0 1 —po1 1
100 0 1 1

se tiene que entonces A = +./p — 1 son otros dos valores propios de Ag, (&) Asi, Ag,(e) tiene
valores propios A = 0,+/p — 1, —+/p — 1 con multiplicidades mult(\) = p — 2,1, 1 respectivamente.

En ambos casos el calculo de la energia se sigue de la definicion. O

3.2. Grupos de orden pq y p*

Teorema 5. Sean & un grupo finito de orden n y h una funcion multiplicatica. Si n no es una potencia
de algin ndmero primo, entonces Gp(®) no es una estrella.

Demostracion. Al ser h multiplicativa se sabe que e ~ u para todo u € & \ {e}. Para ver que G (&) no
es una estrella basta ver que existen dos elementos distintos u,v € & \ {e} tales que u ~ v. En efecto,
ya que n no es una potencia prima entonces existen dos niimeros primos distintos p y ¢ que dividen a n.
Por el teorema de Cauchy para grupos abelianos finitos existen elementos u,v € &\ {e} con o(u) =py
o(v) = q entonces, claramente se tiene que ged(o(u),0(v)) =1y por lo tanto

Asi, u ~ v y por lo tanto G, (®) no es una estrella. O

Corolario 1. Sean & un grupo finito de orden n y h una funcion multiplicatica. Si G, (®) es una estrella,
entonces n = p* para algiin niimero primo p.

Corolario 2. Sean & un grupo finito de orden n y h una funcion multiplicatica. Si n no es una potencia
de algun numero primo, entonces

1. Gpr(®) tiene al menos un tridngulo (i.e. un ciclo de tres elementos).

2. x(Gn(®)) = 3.

Demostracion. En la demostracion del teorema 4 vemos la existencia de un tridngulo u ~ e ~ v ~ wu.
Luego para cualquier r-coloracion de G (®), 6 se tiene que 6(u) # 0(e), 6(e) # 0(v) y 6(u) # 0(v), asi
r> 3. O

Teorema 6. Sea h una funcion multiplicativa tal que h(r?) # h(r)? para cualquier nimero primo r. Si
& es un grupo no abeliano de orden pq, donde p y q son dos numeros primos distintos, entonces

1. Gp(®) es un grafo tripartito completo isomorfo a K1, s, donde ry s son el nimero de elementos
de orden p y q en & respectivamente.

2. x(Gn(®)) = 3.

13
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Demostracion. Sean P = {z € & : o(z) = p} y Q@ = {z € & : o(x) = ¢}, entonces r = card(P),
s = card(Q). Los conjuntos P,Q y {e} forman una particion de & ya que son no vacios por el teorema
de Cauchy, disjuntos dos a dos y ademas por el teorema de Lagrange todo elemento distinto de e tiene
orden p 6 ¢q. Ya que h es multiplicativa se tiene que e ~u y e ~ v para todou € Py v € Q yaque py
g son nameros primos entonces ged(o(u),0(v)) = 1 para todo u € Py v € @ y por lo tanto u ~ v para
todo w € Py v € V, ademés que para cualesquiera ui,us € P se tiene por hipotesis que

h(o(u1)o(uz)) = h(p?) # h(p)® = h(o(u1))h(o(uz))

y por lo tanto w1 y us no son adyacentes. Un razonamiento similar prueba que v; y v2 no son adyacentes
si v1,v2 € Q. Asi se tiene que G;(®) es isomorfo al grafo tripartito completo Kj , s, al ser un grafo
tripartito se sigue que x(Gh(®)) < 3 y al ser completo se sigue que dados u € Py v € ) entonces
e ~ u ~ v, luego para cualquier coloracion 6,0(e) # 0(u),0(u) # (v) y 6(v) # 0(e), luego x(G) > 3. Por
lo tanto x(G) = 3. O

14



CONCLUSIONES

4. Conclusiones

Con este trabajo se pudo evidenciar una estructura de grafo consistente sobre la cual se pueden
extraer numerosas propiedades sobre la completitud de los grafos, la conexidad, la coloraciéon o el anélisis
espectral de la matriz de adyacencia del grafo. También se comprob6 que el grafo coprimo de orden
OP(®) se desprende como un caso particular del grafo de grupo respecto a una funcion aritmética Gp, (&)
tomando como funcién aritmética h = ¢ la funcién ¢ de Euler. Es importante recalcar la ultima parte
del texto la cual relaciona toda la teoria desarrollada a los p-subgrupos de Syllow de un grupo finito & o
de un grupo con orden pq. Como trabajo futuro se propone investigar nuevas propiedades sobre el grafo
Gr(®) como la distancia-reqularidad o la quasi-distancia-regularidad del grafo.
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