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1.1

1. Infroduccion

Motivacion

Se estudian algunas relaciones que existen entre la variable compleja y la geometria hiperbdlica.
El Lema de Schwarz motivara gran parte de la discusion y su generalizacion tendrd que ver con el
hecho de que una clase de transformaciones de Mobius constituirdn las isometrias de dominios con
una métrica particular que se definird mds adelante.

Una consecuencia del Teorema del Mapeo de Riemann nos dice que todo dominio no vacio simple-

mente conexo en C es conformemente equivalente a algunos de los siguientes dominios:
C, C, A={zeC:|z<1},

donde la relacion de equivalencia "ser conformemente equivalente" denotada por € esta definida por
D% D, <> Existe un mapeo conforme f : D| = D,.

Luego la importancia de estudiar el disco resulta ser de gran vitalidad ya que la mayoria de resultados
en la variable compleja se formulan en dominios simplemente conexos que en cierto sentido son

equivalentes a estudiar el disco como se acabé de ver.
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1.2 Algunas propiedades de funciones holomorfas de variable compleja 7

Algunas propiedades de funciones holomorfas de variable compleja

Un conjunto abierto y conexo del plano complejo serd llamado un dominio de C. El disco de radio r
y centrado en zq serd denotado por A\, (zp).

Si f: D C C— C donde D es abierto, diremos que f es holomorfa en zy € D si el cociente

f(2) = f(z0)
Z—20
tiene un limite en C cuando z tiende a zyp. Ademads se dird que f es holomorfa en D si f es holomorfa
para todo zg € D
Cuando el limite existe, este es llamado la derivada de f en 7o y es denotado por f/(zp).
El conjunto de todas las funciones holomorfas en D que toma valores en el conjunto Q C C sera
denotado por Hol(D, Q). Simplemente se usard Hol (D) para denotar al conjunto Hol(D, D).
Si fy g estain Hol(D), entonces @ = f o g estd también en Hol (D), donde o denota la composicién
de funciones, i.e., ®(z) = f(g(2)).
Una propiedad fundamental de las funciones holomorfas es la Férmula Integral de Cauchy: Si
f € Hol(D,C), entonces para cada curva cerraday € Dy cadaz€ D\ y
f(z), sizestddentro de
% /Y Jg(gl at — () Y

0, en otro caso

Aqui adoptamos la notacién L;{ (), para la n-ésima derivada de f en el punto z € D.
Tenemos que si f € Hol(D,C) entonces para cada zp € D existe un disco A,(z9) C D tal que f

admite una extension en serie de potencias alrededor de zg:

f(z) = i an(z—2z0)",  2€ Dr(20)
n=0

donde

apg = f(ZO)a ap
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Finalmente, existe un resultado conocido como el principio de continuacién analitica que
enunciaremos asi y que serd utilizado més adelante:
Sea D un dominio en C, y sean f'y g funciones definidas sobre D para las cuales existen expansiones
en serie para cada punto de D. Si f y g coinciden en un sucesion de puntos distintos en D con un
punto limite en D, o si tienen expansion en serie idéntica en un solo punto de D, entonces f = g (en
D).
Para consultar las demostraciones de todos los resultados anteriores, asi como otras propiedades de

las funciones holomorfas ver [1].



2.1

)

R

2. Lema de Schwarz

Resultados preliminares

Para demostrar el lema de Schwarz primero enunciaremos un resultado muy importante de la variable
compleja que nos habla de los valores maximos que puede alcanzar el médulo de las funciones

analiticas.

Teorema 2.1.1 — Principio del médulo mdximo. Si una funcién f es holomorfa y no constante
en un dominio dado D, entonces |f| no alcanza su maximo en D. Esto es, que no existe zg € D tal

que |f(z)| <|f(z0)| para todo z € D.

Demostracion. Supongamos que | f| tiene un maximo local en en zy € D, entonces existe Ag(zg) C D

tal que

1f(@) <1f(z0)| Vz€ Ar(z0)

Sea r € (0,R) y sea C, la circunferencia de centro zq y radio r, recorrida una sola vez en sentido

antihorario. Se cumple que C, C Ag(z), luego:

|f(z)] <|f(z0)] VzeC,
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Aplicando la férmula integral de Cauchy a la circunferencia C, se obtiene:

dz

_ 1 /@
U 2—20

r

Ahora sabiendo que |z—z9| =7 Vz € C,, y que la longitud de arco C, es 27r, se obtiene que,

el < 5z [ gz < [N g POy

r r 2

De donde |f(z0)| = 2= f, L¥|dz|. Asi,

0= 5 ([ olleal~ [ 17z ) = 5 [ (rtel 17Dl

Parametrizando la circunferencia C, con la funcién z(t) = zo+re  t € [0,27],y calculando la dltima

integral de la anterior igualdad, donde |dz| = |Z/(r)|dt = rdt, se obtiene

0= [ (o)l - LfCao-+ re)a

Pero esta integral es de una funcién real, continua y no negativa ya que zg es maximo local. La cudl
es 0, luego el integrando tiene que ser nulo y se deduce que |f(z)| = |f(z0)| Vze€C,.

Haciendo variar r € (0,R) se deduce que

1f(@)|=1f(z0)| Vz€ Ar(z0)

Y como el médulo de f es constante en Ag(zp), entonces f es constante en este disco. Y por el

principio de continuacién analitica f es constante en D. ]
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2.2 Lema de Schwarz

Teorema 2.2.1 — Lema de Schwarz. Sea f € Hol(A) tal que f(0) = 0. Entonces

1. |f(z)|] < |z| paratodo z € A
2. |f(0) <1
Mas atin, si existe zg € A , zo # 0 tal que se tiene la igualdad en (1), o se tiene la igualdad en (2),

entonces f es una rotacién i.e., f(z) = €%z, para algtin o € [0,27].

Demostracion. Usando la expansién en serie de potencias de f alrededor de 0, podemos escribir

f(z) =Y yan(z)" cuyo radio de convergencia es R > 1. Entonces la funcién definida por,

f(2)/z si0< |zl < 1
8(z) =
a;=f'(0) siz=0

satisface que

g2)=Y a"', <1
n=1

y es holomorfa en AA. Ahora para cualquier r tal que 0 < r < 1 y cualquier z con |z| = r, tenemos que

f(2)

<

<

N | ==

8(2)] =

luego por el principio del médulo maximo, se tiene la misma desigualdad para |z| < r. Por lo tanto

|g(z)| <1 para todo |z| < 1, o equivalentemente,

If (@) <]

para todo |z] < 1y |f/(0)| < 1. Y si|g(c)| = 1 para algtn ¢ con |c| < 1, entonces por el principio

del médulo méximo, g es constante. |

Este lema implica que una funcién holomorfa del disco unidad en el disco unidad que fija el

origen, matiene las distancias fijas al origen o las contrae.



3. Automorfismos del disco unidad

El término autormorfismo se refiere a un isomorfismo de un objeto matematico en €l mismo. Para

nosotros el término estard delimitado en un contexto en especial, que es el siguiente:

Definicion 3.0.1 Un automorfismo del disco unidad es una funcién holomorfa f: A — Ay

ademas es biyectiva. El conjunto de todos los automorfismos del dico unidad se denotara por

Aut (D).

Nota. (Aut(/\),0) es un grupo con el elemento identidad ida : A — A definido por ida(z) = z.

Proposicion 3.0.1 Toda transformacién m, : A — A, m,(z) = fjgz

es un automorfismo de A, y

cada automorfismo i de A es de la forma h := ry om,, donde ry(z) = €?z, ¢ € [0,27].

Demostracion. Sea a € A 'y considere la transformacion de Mobius en el disco unidad definida por,

. z+a
Ma(2) = 1o

Luego se tiene que:

(1—la*)(1—|z*)

>0
|1+ az|?

L= |ma(2)|* =

Pero esta desigualdad implica que |m,(z)| < 1, siempre que z € A y a es un punto arbitrario pero fijo
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en A. Luego, my(AN) C Ay mg € Hol(N). Y ya que (m,)~! = m_,, luego esta también pertenece a

Hol(A), y tenemos que m, € Aut(/\). Ahora, sea h un elemento arbitrario de Auz(/\). Veamos que,
h:=Am,

donde [A| =1.

Primero, si h(0) = b € A, entonces m_;(b) =0, y
g:m_poh

satisface las condiciones del Lemma de Schwarz, i.e., g € Hol(/\) y g(0) = 0. Entonces |g(z)| <
lz| Vze A.

Por otro lado g~! = h~! o m;, también pertenece a Hol(/\), y g~'(0) = 0. Por lo tanto, |g~!(w)| <
lw| w € A. Substituyendo w = g(z) obtenemos que |g(z)| > |z|, entonces, de hecho |g(z)| = |z.
Consecuentemente g(z) = ¢’z para algin ¢ € [0,27], y

2+b 4 zte b
=€

h(z) =mp((8(2))) = 1+e%zb 14ze-i9p

Si llamamos a = ¢~¢ y A = ¢~?b tenemos nuestro resultado. |
Proposicion 3.0.2 Si g € Aut(A) tal que g(0)=0, entonces g es una rotacion.

Demostracion. Apliquemos el lema de Schwarz a g y su inversa. Como g(0) =0y |g| < 1, luego

por el lema de Schwarz, |g(z)| < |z| para todo z € /. Si hacemos lo mismo con g~ ! obtendremos

que |g~"(w)| < |w| para todo w € A, pero w = g(z) y se obtiene que |z| < |g(z)| para todo z € A.
De lo anterior, |g(z)| = |z|, y por ende g(z)/z tiene médulo constante 1, i.e., g(z) = €%z para algtin

o € [0,27]. |

Finalmente, se da un paso gigante al probar el siguiente resultado que se conoce como el lema

de Pick y que da una conexién con la geometria hiperbdlica.
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Teorema 3.0.3 — Lema de Pick. Si F € Hol(A\) . Entonces para todo par zy w en A se tiene

que:

) (FR)] < Imow(2)].

Si la igualdad se verifica en la desigualdad anterior entonces F es un automorfismo de A.

Nota: Si ademds suponemos F(0) = 0, entonces tenemos las hipétesis del Lema de Schwarz, i.e.,

este Lema es una generalizacion del Lema de Schwarz.

Demostracion. Fijemos wy € Ay considere el mapeo G = m_g,, o F om,,. Luego G € Hol(D) y

G(0) = 0. Entonces por el Lema de Schwarz tenemos que
G <z, [zfeD

Ahora, reemplazando z por m_,,(z) obtenemos la desigualdad requerida. Finalmente, si tenemos
que la igualdad se cumple para algtin par de puntos z # w, entonces |G(m_,,(z))| = |m_(z)|. Y de
nuevo usando el Lema de Schwarz, G(z) = €'z para algtin ¢ € [0,27] y para todo z € A. Por lo

tanto G € A,y asi F = mp(, ) oGom_y,.

‘ - @ F ‘ - @

Figura. 3.1 — Funcién G usada en la demostracion del Lema de Pick.

Corolario 3.0.4 Sea F € Hol(/\,C). Entonces F aplica /A en su adherencia A si y solo si se

satisface que:

/ 1-|F(z))?
[F'(z)] < NS
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Demostracién. Supongamos que se satisface la condicién, entonces 1 —|F(z)[> > 0y |F(z)| < 1.
Por otro lado, si |F(z)| = 1 para algin z € A, entonces F es constante y la condicién se satisface
trivialmente. Entonces podemos asumir que |F(z)| < 1 para todo z € A. Asi que usando el Lema de

Pick, tenemos que

1 —F(2)F(w)
1—zw

‘F(Z)—F(W)

<
—w

y si hacemos w — z obtenemos que:

1—F(2)F(w)
1—zw

1—|F(z)?
1 —[z[?

‘F@—F
-

L r@l

Nota. Segiin Shoikhet! en [2] usar la distancia euclideana en el disco es inapropiado para el
desarrollo de la teoria y por ende la métrica pseudo-hiperbdlica definida por
=W

1—wz

d: Ax AN =R d(z,w) =

‘ donde z,w € C

resulta ser conveniente debido a que esta servird para expresar la longitud hiperbdlica en el capitulo
4 y ademds esta induce la topologia Euclideana.
Notese que al definir esta métrica en A se tiene que el Lema de Pick se puede reinterpretar como

una propiedad de contraccion los mapeos holomorfos F' € Hol(/\) en este espacio métrico asi:

‘Si F € Hol(A) entonces d(F (z),F(w)) <d(z,w), z,w€ A‘

Mais atin, F € Aut(A\) siy solo sid(F(z),F(w)) =d(z,w) (F es isometria).

Ahora revisaremos algunas propiedades geométricas del grupo Aut (/).
Sea I" un circulo ortogonal a dA (frontera de A) tal que N A = 0. Si ¢ es el centro de T, entonces
le| > 1,y v/|c|* — 1 es el radio de T, situacién que se contempla en la Figura ??.2:

Luego el circulo I' satisface la ecuacion:

lvgase la referencia [2] Cap 1, pag.13,14. "From the point of view of geometric function theory on the unit disk, the
Euclidean distance on the disk is inappropiate" D. Shoikhet.
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Figura. 3.2 — Un circulo ortogonal a d/\ y su imagen bajo un automorfismo.

F:{ze(c:|z—c|:\/|c2—l}:{zE(C:\z]Q—ZRe(zE)—I—IZO}

Considere el conjunto Yy =I'N A (arco de I dentro de A con sus puntos al final A y B), y nos

preguntamos: (Cual es la imagen de y bajo F € Aut(A)?

Proposicion 3.0.5 Si I es ortogonal al circulo dA 'y y=T"NA, entonces para cada F € Aut(A) la

imagen F(y) de ¥ es una interseccién de /A con algtin otro circulo ortogonal a d/A\, o es un didmetro

de A.

Demostracion. Sea F € Aut(A).
i. Si F es una rotacién de A, i.e., F(z) = ¢/?z para algin ¢ € [0,27] y z € A entonces por la

forma en que se defini6 I" obtenemos que:
F(y)NA = {weC:|w*—2Re(wei) +1=0}

donde w = €9z, y ¢ = ¢'?c. De donde se obtiene que la imagen de 7y bajo F es la interseccién
de A con otro circulo ortogonal a d/A\.

ii. Si F es una transformacién m, con a € A\, tenemos que para w € m,(7y) N A se satisface que:
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Figura. 3.3 — F es una rotacion de dngulo ¢.

m_a(w) = = |e* ~ 1

w—a 2
- 2
_ — —1
1 —aw ¢ ]
w—a |? w—a
—| —2R < — >+1:0
1—aw —aw

w—a

]w—a\2+\l—aw]2—2Re< ]1—aw|20>—0

1—aw
lw—al®+ |1 —aw|* —2Re (w —a)(1 —aw)c) = 0

(w|*> — 2Re(wa) + |a|* + 1 — 2Re(aw) + |aw|* — 2Re (w — a)(1 — aw)c) = 0
(w>+ 1+ |a]*(|w]* + 1) — 2Re(wa + aw) — 2Re (w —a) (1 —aw)c) = 0

(\W\Z—i- 1)(\51]24— 1) —2Re(wa+aw) —2Re ((w—a)(1 —aw)c) =0

(Iwl* +1)(Ja|* +2Re(ca) + 1) — 2Re (wa+ aw + (|w|* + 1)ca+ (w — a)(¢ — awc)) =0
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< Donde definimos ¢ := |a|? +2Re(ca) + 1

(Iw* +1)¢ —2Re (wa+ aw + |w|*ca+ ca +we — a|w|*¢ — ac + a*we) =0

-
C(|w*+ 1) —2Re (|w|*ca — |w|*ca+ ca — ca+wa + aw + we + a*we) = 0
-
C(|w]*+ 1) —2Re (|w|*ca — |w|*ca) — 2Re (ca — ¢a) — 2Re (wa + aw + we + a*we) = 0
-
$(lwl* 4+ 1) = 2Re (wa + aw + we + a*we) = 0
=
C(|w]*+ 1) —2Re (wa+wa +we +a*we) =0
-

S(|wl*+1) —2Re (w(2a+c+a’c)) =0
& Donde definimos y := ¢+ éa® +2a

§(Iw* +1) —2Re (wt) =0
Donde nos quedamos con la condicidn,
C(Iwf*4+1) —2Re(wi) =0 (3.1)

con { = 1+ 2Re(ca) +|a|* y u = ¢ +éa*+2a. Si { # 0 entonces en la anterior igualdad

obtenemos que
w|*> —2Re(wé3) +1=0

donde ¢; = u/&. Por lo que m,(7y) N A es una interseccién de A con un circulo ortogonal a
dA.
Si { = 1+42Re(ca) + |al* = 0, entonces por la manera como se defini6 I tenemos que —a €

yN A pués 1 —2Re(c(—a)) +|—al*> =0y | —a| < 1. Por lo tanto m,(—a) = 0 € my(y) N A.
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Y tenemos de nuevo por 3.1 que

Re(wii) =0 (3.2)
Noétese que si w =x+iy y U = a+ib, la ecuacion 3.2 se puede reescribir como

ax+by=0

La cudl representa una linea recta que pasa por 0, asi m,(7y) N A es un didmetro de A.

Como en los dos casos se tiene lo que afirma el teorema, este queda demostrado. |

Este resultado se puede resumir en que cada automorfismo de /A preserva la clase de subcon-
juntos de /A que consiste en todos los didmetros de A y todos los arcos de circulos los cuales son

ortogonales a dA\.

Otra propiedad de la imagen de los automorfismos es la siguiente:

Proposicion 3.0.6 Las imégenes de discos concéntricos A, = {z € A :|z] < r} donde r € (0,1),

bajo transformaciones m, con a € A\, son discos en A\ centrados en

1—r?
C:C(r):ﬁwa

y de radio

L—|a?
d=d(r)= 1= r2|a\2r'

Demostracion. Sea Q,(a) :=mgy(/\,). Entonces A, = m_,(Q,(a)). De esta manera, Q,(a) = {w €

A m_g(w)| <r}

Q(a)={weA:|m_,(w)| <r}
w—a
Z{WEAZII_(EW‘<F} (3.3)

1—l|al? 1-72
— < .
1 —r?|al? 1 —r2|al?

:{weA:’w
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Figura. 3.4 — Imagen de A\, bajo un automorfismo del disco.

Donde 3.3 se tiene por la siguiente equivalencia de desigualdades,

w—a
—| <r
I —aw
=
w—a |
- <r
1 —aw
=
|W—a\2 < 1”2’1 —dw|2
-
\w|> = 2Re(aw) + |a|® < r*(1 —2Re(aw) + |a|*|w|?)
g
|W|2 —2R€(dw) + |a|2 < I"2 —2Re (I’2dw) +r2’a|2|w|2
=
wl? (1= Jaf?) ~2Re (aw (1 =) + faf? <
=
2 —_
—2R <
|wl e (Wl —r2]a|20> e
=
= 2re (w120 g) f AU =r? Pl laP( -2
1 —r?|al? (1—r2a?)?2 S 1—r2al " (1- 1)
g
1—r2 r2_|a|2 ’a|2(1_r2)2
! 1—=r*al? 1—72al2 " (1-r2|af?)?
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=
1= (P laP)(1 = PlaP) + a2 (1 - )
=T (1= r2[aP)?
=4
-2 P P—raP —|aP +Pa*+|a]? — 27|a? + r*|a)?
W_l—rz\a|2a < (1 —r?al?)?
~
1—r? 2 r2—|—r2]a\4—2r2\a]2
R e (1—r2[aP)?
=
Lo =P P (-20aPtla)
1 —7r2|al? (1—7r2[a]?)?
= 2
1—r2 1—|al?)?
YT <
=4
w—il_r2 a2<<1_|a|2 r>2
1 —r2|al? 1 —r?|al?
~
w— -r al < L-laf
1—r?|al? 1 —r?|al?

Nota. Por el Lema de Pick y la proposicién anterior tenemos una descripcion del comportamiento
de las funciones f € Hol(A\) en los dominios Q,(a), r € (0,1) y a € A. Yaque si F € Hol(A)

entonces

F(Q/(a)) € Q,(F(a))

es decir, F mapea el disco Q,(a) con centro en ¢(r) y radio d(r) , en el disco Q,(F(a)) con centro

ci(r)= %F (a)) y radio d(r), lo cudl se debe explicitamente a que
F i —
(w)—F(a) ‘ woa| .
1 —F(a)F(w) 1 —aw

De hecho, los ntimeros ¢(r) y d(r) también dependen de a € A. En particular si a se acerca a d A
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AY
\
|

[ Q. (Fla))

[ o \ |
|

f 7 1
/////% | \ i, ' |
i /

(P /
"W
i F(2(a))

|
'n‘ /y//////

//’_“‘\ /—’“x
7 S \\:
/ | ||\ ‘ /.'|

|
\ ;, :
/ \ () 4
N

Figura. 3.5 — Comportamiento de los mapeos holomorfos del disco.

entonces para un r € (0, 1) fijo, el punto ¢(r) se acercaa dA\ y d(r) = 0. Todo lo anterior ya que,

lim ¢(r) =a y lim d(r)=0
la|—1 |a]—1

Finalmente, para abordar el comportamiento en la frontera que se menciond, se verificard lo siguiente:

Proposicién 3.0.7 Paraa € Ay K > 1 — |a|? definimos el conjunto

11 —wal?

D(a,K) = N:i—F<Kp.
(a,K) {WE =W <

i. Siac Ayre(0,1) los conjuntos Q,(a) y D(a,K) con K = (1 —|a|?)(1 —r*)~! coinciden.

ii. Sia € dA entonces paracada K > 0 el conjunto D(a,K) es un disco centradoena/(1+K) € A

deradioK/(K+1) < 1.
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Demostracion. i. Seaw € D(a,K) luego satisface que,

ii.

_ 1—|al?
1w < L

1—|w|* —[af* +|af*|w|*
1—172

1 —2Re(aw) + |w|?|a|?* <
(1=7%)(1 —2Re(aw) +|wl*lal®) < 1—|w|* —af* + |a|*|w]?

1 —2Re(aw) + |w|?|a|* — r* +2Re(r*aw) — r*|w|*|a]* < 1 — |w|* — |a* + |a|*|w|?
Iw|*> — 2Re(aw) + |a* < r*(1 — 2Re(aw) + |w|?|a)?)

w—al? 2

— <
11 —awl|? "

w—a

<
|1 —aw| '

De esta manera w € Q,(a).

Sea K > 0. Como K < K+ 1 tenemos que KLH < 1. Ahora, sia € dA luego |a| = 1.

Seaw € D(a,K). Luego w satisface que:

11 —wal> < K(1—|w]?)

1 —2Re(aw) + |w|?|a|* < K(1 —|w|?)

Iw|*> = 2Re(@w) + |a|* < K — K|w/|?

w|*(K + 1) — 2Re(@w) + |a|* < K|a|*
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=
a ja]> _ Klal?
’W‘2_2R€<WK+1>+K+1 K+1
=
= 2 2
wl* —2Re (WKj—1> < ?ﬂl K‘Cil
=
= 2 2
w2 — 2Re <WKj_1> < K(K—&—l)(\clz{—i_l])cj (K+1)
=
= 2 2 2 2
yw\z_zRe<ijl><K<K“>|a of 1) of — e
-~
,W‘2_2R6<W a >+ 0P _ KK+ Dlaf ~ JaP(K +1)+ |af’
K+1 (K+1)? (K+1)?
=
L [ KK+ DlaP —|aP(K+1)+ jaP
K+1 (K+1)?
=
b 2<K2+K—K—1+1
K+1 (K+1)2
-
a | K?
Kl K12
-~
e\ K
K+1 K+1
Por lo que w pertenece al disco centrado en ¢4 de radio KLH

Sobre los automorfismos de A segun sus puntos fijos

Intfroduccién

El lema de Pick-Schwarz implica que si § € A es un punto fijo de F' € Hol(D) entonces F deja la

bola pseudo-hiperbdlica Q,({) invariante.
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En otras palabras, para cada r € (0,1)

F(Q(C)) € () (3.4)

donde

-

Q,.(8) = {zGA:

1-Cz

1_72
<r}: ZEA:7’ ch <K
1—1z]

donde K = (1 —|a|*)(1 —r*)~!. Este resultado se demostrd en la proposicién 3.0.7

Una consecuencia adicional del lema de Pick-Schwarz es que:

Si § € A es un punto fijo de F, entonces
|F'()] <1 (3.5)

Mas atin, la igualdad en 3.4 y en 3.5 se tiene si y solo si F es un automorfismo de A.

Puntos fijos de los automorfismos de A

Sabemos que si F € Aut(/\) entonces se puede representar de la siguiente forma:
(3.6)

para algin a € A'y ¢ € R. Entonces, para tal F, la ecuacion F(z) = z es equivalente a la ecuacion

cuadrdtica

a4 (e —1)z—e%a=0 3.7)
o,

a?+ (e —1)z-e®a=0 (3.8)

Analicemos la situacién ahora respecto al punto a:
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i. Sia=0. De 3.7 tenemos que,

i.e., F es una rotacion alrededor del origen y tiene como vinico punto fijo z =0 en A siempre
que @ # 0. Y tendremos que si ¢ = 0 entonces F(z) = z y tendrd infinitos puntos fijos en A.
ii. Si pensamos en el contrareciproco de i., podemos afirmar que si F no es la identidad y no es
una rotacién alrededor del origen entonces a # 0, y z = 0 no es una raiz de 3.8. Luego en esta

ecuacién podemos multiplicar por —e'? /72, y obtenemos:

(Ve () -emamo

Por lo tanto z # 0 es una raiz de 3.7 si y solo si 1/Z es una raiz de 3.7.
Consecuéntemente, 3.7 tiene maximo una solucién dentro de A. Ademas, si asumimos que
3.7 tiene una solucién unimodular, entonces es tnica o la segunda solucién también tiene

modulo 1.

De la discusion anterior tenemos que F € Aut(/A\) se tienen las tres opciones de acuerdo en donde se

sitdan sus puntos fijos en A:

(i) F tiene un solo punto fijo en A.
(ii) F tiene un solo punto fijo en d/\ y ningtin punto fijo en A.

(iii) F tiene dos puntos fijos diferentes en d/\.

Definicion 3.1.1 Los automorfismos de A se clasificardn de acuerdo a sus puntos fijos asi:
F se llamara eliptico si satisface (i).
F se llamara parabdlico si satisface (ii).

F' se llamara hiperbdlico si satisface (iii).

Automorfismos elipticos

Aplicando la proposicién 3.0.2 se puede ver que un automorfismo eliptico F de A tiene la forma:

F:mgor(pom,g
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donde { € A es la solucién de F(z) =z y ry es una rotacién alrededor del origen. Y por la

proposicion 3.0.6, F resulta ser una rotacién alrededor de &.

F (3)(Zn)i::>-n-

o

F(2) (z0)~

Figura. 3.6 — Automorfismo eliptico.

Automorfismos hiperbélicos

Sea F definida por 3.6 tiene dos puntos fijos diferentes en d A, digamos §; y & con §; # &.

Proposicion 3.1.1 El niimero

1 _ _— & _ -_—
p=izth_L-d b (3.9)
1—al  §—a &
es real mayor que cero y ademds |A| # 1.
Demostracion. Como (j = F({;) para cada j € {1,2}, tenemos que
1—-ag; = eupﬂ (3.10)
Ci

Por lo tanto,

lzl—ﬁCZZCz—a.Q:CZ—a'é
it b4a 6 Goad
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Al comparar la dltima expresién para A y 3.9 tenemos que A = A y asi A es un nimero real.

Ahora, es claro que A # 1, yaque a # 0y {; # ;. Y también se tiene que A # —1, ya que si

suponemos que A = —1 luego por 3.9 tendriamos que:
1-ag
1= -
1—-ag;
de donde
2
|Cl+§2’:ﬁ>2:\§\+!§\ (.11)

pués |&i| = || =1y |a| > 1. Pero 3.11 es absurdo.

Luego concluimos que |A| # 1.

Por un argumento similar al anterior, si suponemos que A = —H donde H > 0, entonces
1+H
|HG + 6| = W >1+H=|HG|+|&
lo cudl resulta ser absurdo de nuevo y asi A tiene que ser mayor que cero. |

Otro resultado que serd til para analizar el comportamiento de los automorfismos hiperbdlicos

es el siguiente:

Proposicion 3.1.2 Si F € Aut(/\), {1 y &, satisfacen la ecuacion 3.7 entonces para todo z € A\ {&»}

la siguiente relacién se cumple:

F(z)-F(G) _1-a& z—G&
F(z)-F(&) 1-a& z—&

Demostracion. Por como se define F' tenemos que:

ip z—a ip §1—a
F)-F(&)  ¢"1a "1t

F(z2) = F(&)  eiviza _ i 224
1-az 1-ag,

Y realizando los respectivos cdlculos en el lado derecho de la anterior ecuacién se obtiene el

resultado. [ |
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Ahora introducimos la transformacién L : C — C definida por:
z—=G
L(z) = ,
(&) == 2
luego, por la anterior proposicion, obtenemos que
F(z)—-F(§) 1-ab z—¢
L(F(2)) = = R = AL(z),
P =Fo—F@) “1-at =g M
y consecuéntemente:
F(z)=L"' (AL(2)) (3.12)

Proposicion 3.1.3 Para todo n € Z* Se cumple que:

F"(z) =L (A"L(z))

donde la expresién F") hace referencia al iterado n—ésimo de la funcién F consigo misma, i.e.,

F(7) = (FwF)(z).

nveces

Demostracion. El caso base se tiene con la relacién 3.12. Suponemos que se cumple la relacién

paraunn > 1,y yaque

F) () = F (F<n> (Z)>

F (L™ (A"L(z)))
"ALLT(A"L(2)))
H(A™L()

-
I

luego por el principio de induccién matemética, se tiene el resultado.

Entonces para cada z € A tenemos los siguientes casos ,

i. Si|A| < 1 entonces la sucesion {F(”) (Z)}::o

ii. Si|A| > 1 entonces la sucesién {F("(z)} " converge a .

n=0

converge a {; = L~1(0).

(3.13)
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Figura. 3.7 — Automorfismo hiperbélico.

Automorfismos parabdlicos

Sea F € Aut(/\) tal que tiene un tnico punto fijo § € dA\. En este caso { es un cero de orden 2 de

la ecuacidén 3.7 y tenemos que:

1 —ei®
2wu=-"°

a

Y ya que |{]| =1y |a|] < 1 tenemos que €'? no puede ser -1. Y por célculos directos se puede

verificar:

Proposicién 3.1.4

S B
F@)—C e+l z-¢
Demostracion. Como F(z) = €9 £2% ya= % tenemos que:
¢ ¢ ¢

F2)—¢  e?[E2] ¢ o [ZI;W] iy
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Al desarrollar este tltimo factor y agrupar conveniéntemente se obtiene el resultado. |

Ademds podemos probar por induccién que:

Proposicion 3.1.5

¢ -1 ¢

FOl) ¢ e =g

paratodoz € Ayne{0,1,2,...}.

Demostracion. El caso base se prob6 en la proposicion 3.1.4. Ahora, supongamos que la relacion se

cumple paran > 1,y ya que

FOe = ~ F(F® () = ¢
¢ (n)
- ,donde w=F'"(z
Fom—C =
e?—1 4
_ei‘P—|—1+w—C
i(p_l
¢ N 4
e 4+1 F(z)—¢
e?—1 ei‘/’—1+ g
e 11 e 1 ¢
e? —1 4
ei(P—|—1+Z_C'

, usando la hipétesis inductiva

=(n+1)

En conclusidn, por el principio de induccién matematica se tiene el resultado. |

Donde la tltima igualdad implica que F")(z) converge a { € d/A cuando n tiende a infinito

como se aprecia en la Figura 3.8.
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Figura. 3.8 — Automorfismo parabdlico.

3.1.3 Algunas simulaciones con Wolfram Mathematica ®
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Elipticos

Un primer intento para definir el automorfismo eliptico cuyo punto fijo es %ﬂ'e% , seria el definir las
tres funciones que lo definen, pero la complejidad del calculo se hace enorme.
a:=IExp[IPi/4]/2;

ma[z_] := (z+a) / (1+Conjugate([a] z);

R[z_] := (Exp[IPi/5] z);

mminusa[z_] := ((z+ (-a)) / (1+Conjugate[-a] z));

o[k_] :=ma[R[mminusa[k]]];

Luego, se hace el calculo a mano de lo que seria la composicion de las tres funciones con una

rotacién e,y el punto fijo de la transformacidn seré a . Finalmente se llamara al automorfismo
eliptico por “oh”.

np- ai=TExp[IPi/4] /2;
modsquareda := (Abs[a])~2;
conjugatea := Conjugate[a]
oh[z_] := ((Exp[IPi/5]) * (z-a) +a-modsquareda » z) /
((Exp[-1Pi/5]) # (Conjugate[z] - conjugatea) » z + 1 - a » Conjugate[z]);
mnf-1= doh = NestList[oh, I /4, 4];
realPartsa = Re[doh];

imPartsa = Im[doh];
datAa = Thread[ {realPartsa, imPartsa}];

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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nf-1= Show[Graphics[Circle[{@, 0}, 1], Axes - True],
ListPlot[datAa, PlotMarkers » {Automatic, 6}]]

Hiperbdlicos

Caso:0<A<1

Para poder definir el automorfismo hiperbdlico "Q" cuyos puntos fijos seran 1y -1, se define la

funcién L, suinversa Linv,en este caso con 0 <A< 1, e iteraremos 7 veces con los puntos %ieTy
%ie s+, De aqui se espera que la sucesidn de los iterados tiendan al numero 1.
mp= L[z_] = (z— (1+01)) / (z— (—1+IO));
Linv[w_] := InverseFunction[L] [w]
lambda = 9.5;
Q[z_] := Linv[lambda (L[z])];

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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np= d = NestList[Q, TExp[IPi/4] /2, 7];
realPartsd = Re[d];
imPartsd = Im[d];
datAd = Thread[{realPartsd, imPartsd}];

n-1- e = NestList[Q, IExp[I3Pi /4] /2, 7];
realPartse = Re[e];
imPartse = Im[e];
datAe = Thread[ {realPartse, imPartse}];

nf-}= Show[Graphics[Circle[{O@, 0}, 1], Axes - True],
ListPlot[ {datAd, datAe}, PlotMarkers -» {Automatic, 6}]]

Caso: A>1

Aligual que en el caso anterior, se define la funcidn L, suinversa Linv,enestecasoconA>1,e
i3

iteraremos 7 veces con los puntos %ll@ 4y %ﬂe + . De aqui se espera que la sucesidn de los itera-

dos tiendan al niUmero -1.

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



4 | Automorfismos.nb

nop= Liz_] = (z- (1+01)) /(z- (-1+10));
Linv[w_] := InverseFunction[L] [w]
lambda = 1.5;
Q[z_] :=Linv[lambda (L[z])];

1= d = NestList[Q, TExp[IPi/4] /2, 7];
realPartsd = Re[d];
imPartsd = Im[d];
datAd = Thread[{realPartsd, imPartsd}];

n1- e = NestList[Q, IExp[I3Pi /4] /2, 7];
realPartse = Re[e];
imPartse = Im[e];
datAe = Thread[ {realPartse, imPartse}];

;.- Show[Graphics [Circle[ {0, 0}, 1], Axes - True],
ListPlot[{datAd, datAe}, PlotMarkers -» {Automatic, 6}]]

Parabdlicos

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



Inf«]:=

Infe]:=

In[«]:=

In[«]:=

In[«]:=

Out[« J=

Automorfismos.nb

Para definir un automorfismo parabdlico cuyo Unico punto fijo sera 1, en este caso definiremos la
funcidn F e iteraremos usando los puntos ;— y —%. Se espera que la sucesion de iterados tienda al

punto 1.

FIn_,z_1:=1/(nx((1-1)/(T+1))+(1)/(z-1)) +1

nvals := {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15};

h := Thread[F[nvals, I /2]];

realPartsh := Re[h];

imPartsh := Im[h];

datAh = Thread[ {realPartsh, imPartsh}];

g := Thread[F[nVals, -0.5]];

realPartsg := Re[g];

imPartsg := Im[g];

datAg = Thread[ {realPartsg, imPartsg}];

Show [Graphics [Circle[{0, 0}, 1], Axes - True],
ListPlot [ {datAh, datAg}, PlotMarkers - {Automatic, 7}]]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

| 5
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