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Capitulo 1

Introduccion

Un computador cuéntico es una méquina disenada para usar la mecéani-
ca cuantica haciendo cosas que no pueden ser realizadas por computadores
clasicos (méquinas basadas tnicamente en las leyes de la fisica cléasica). Al-
gunas de las aplicaciones que se veran sobre estos computadores van desde
factorizar hasta romper sistemas criptograficos. Estas aplicaciones son basa-
das en algoritmos cuanticos, estos son algoritmos que manipulan los qubits
y, aprovechando sus propiedades de sobreposicién y entrelazamiento, logran
solucionar problemas de manera mas eficiente que cualquier algoritmo que
funcione sobre un computador clasico [12].

Aunque atn no existen computadores cuanticos a gran escala, la teoria de
los algoritmos cuanticos es un area estudiada desde la década de los 90. En
este escrito se mostrara y explicard una de las funciones més importantes en
cuanto a algoritmos cuénticos se refiere, la transformada cuantica de Fourier;
dentro del marco tedrico se daran las nociones béasicas y se mostraran algu-
nos ejemplos acerca de la transformada continua y la transformada discreta,
mientras que en los capitulos siguientes se trataran la transformada répida
y la transformada cuantica, mostrando las ventajas que tiene la transforma-
da cuantica sobre la réapida, finalmente se explicara la implementacion del
circuito cuantico que representa la transformada cuantica.



Capitulo 2

Marco teoérico

2.1. Estado del arte

Al decir que los algoritmos cuanticos solucionan problemas de manera
maés eficiente que los algoritmos que trabajan sobre un computador clésico,
se considera la escala asintotica de medidas tales como el tiempo de ejecucion
o el uso del espacio comparado con el tamano del problema, como es tipico en
la teoria de la complejidad computacional. Tanto en la configuracion clasica
como en la cuantica, se mide el tiempo de ejecuciéon por el nimero de opera-
ciones elementales utilizadas por un algoritmo. En el caso de la computacion
cuantica, esto se puede medir usando el modelo de circuito cuantico, donde
un circuito cuantico es una secuencia de operaciones cuanticas elementales
llamadas compuertas cuanticas, cada una aplicada a un pequeno nimero de
qubits. Para comparar el rendimiento de los algoritmos, se usa la notacion
de estilo de informatica O (f (n)), que se interpreta como asintoticamente del
limite superior por f (n)[4].

Una de las primeras aplicaciones de los computadores cuanticos fue el
algoritmo de Shor para la factorizacion de enteros. En el problema de la fac-
torizacion, dado un nimero entero N = p x q siendo p y q ntimeros primos,
el objetivo es determinar p y . El mejor algoritmo clésico conocido (Criba
general del cuerpo de nimeros) se ejecuta en tiempo
(O (exp ((64/9)'/3(logN)'3(loglogN)?/?)), mientras que el algoritmo cuanti-
co de Shor resuelve este problema mucho mas rapido, en el tiempo O(logN)3.
Este resultado puede parecer solo de interés matematico de no ser por el hecho
de que el criptosistema de clave publica RSA (ampliamente utilizado) se basa



en la factorizacion de enteros. El algoritmo de factorizacién de Shor implica
que este criptosistema es inseguro frente al ataque de una gran computadora
cuantica.

A continuacién, se explicaréan la transformada continua de Fourier y la
transformada discreta de Fourier, debido a que estos son conocimientos ne-
cesarios para abordar la transformada rapida de Fourier y la transformada
cuantica.

2.2. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier es una transformaciéon matematica para la
transformacion de senales. Esta transformacion descompone una funcion de
tiempo (una senal) en las frecuencias que la componen, sin embargo, en el
campo de ciencias de la computacion existen diferentes usos para la transfor-
mada de Fourier, como lo son, por ejemplo: para la multiplicaciéon de niimeros
maés eficientemente, para hallar patrones e incluso es una parte muy impor-
tante en el algoritmo de factorizaciéon de Shor.

Como se dijo anteriormente la transformada de Fourier es una transfor-
maciéon de una funciéon del tiempo en otra funciéon de la frecuencia, en otras
palabras, la funciéon original esté en el ‘dominio del tiempo’ y la transfor-
mada la pasa al ‘dominio de la frecuencia’ [7]. Cuando se habla del dominio
se refiere al conjunto de valores que puede tomar la variable en el conjunto
origen. Cuando se habla del dominio del tiempo los valores seran valores de
tiempo (segundos) mientras que cuando se habla del dominio de la frecuencia
los valores son valores de frecuencia (radianes por segundo).

Para que se le pueda sacar la trasformada de Fourier a una senal esta
tiene que cumplir con las 3 condiciones de Dirishlet las cuales son:

1. La senal es absolutamente integrable.

2. En cualquier intervalo finito debe haber un ntimero finito de maximos
y minimos.

3. En cualquier intervalo finito debe haber un nimero finito de disconti-
nuidades.

La definicién formal de la transformada de Fourier de f se da de la si-
guiente forma [5]:

flw) = /_ h flx)e ™vd, (2.1)



Para entender esto de una manera mas practica se mostraran algunos
ejemplos de la transformada a continuaciéon

Ejemplos:
Ejemplo 1: Considere la siguiente funciéon que corresponde a un pulso
rectangular

1 s té€[—a,d (2.2)

Figura 2.1: {(t)

de la cual es muy sencillo calcular la transformada de fourier aplicando
directamente la definicion:

. a , 1 . : 2sin(wa
f(w) _ /a f(t)e—ztwdt _ — [e—zaw . emw] — # (23)
[6] Ejemplo 2: Considere la siguiente funcion periodica
f(t) = coswot (2.4)

de la cual aplicando la definicién obtenemos:

A 1 [ . . . 1 [ . 1 [ .
f(t) _ _/ (eztwo _|_€—ztwo)€—ztwdt _ 5/ e—z(w—wo)tdt + 5/ e—z(w-i-wo)tdt
(2.5)



y finalmente después de resolver lo anterior obtenemos como resultado:

o (w — wp) + I (w + wp) (2.6)

2.3. Transformada discreta de Fourier

Al igual que su contraparte continua, esta transformada transforma una
funciéon matemaética en el dominio del tiempo en otra, obteniendo una re-
presentacion en el dominio de la frecuencia, la diferencia es que esta trans-
formada requiere que la funcién de entrada sea una secuencia discreta y de
duracion finita (estas secuencias se suelen generar a partir del muestreo de
una funcion continua).

La entrada de la transformada discreta de Fourier o DFT es una secuen-
cia finita de ntimeros reales o complejos, de modo que es ideal para procesar
informacion almacenada en soportes digitales. La DFT se utiliza comtinmen-
te en el procesado digital de senales y otros campos relacionados dedicados
a analizar las frecuencias que contiene una senal muestreada, también para
resolver ecuaciones diferenciales parciales, y para llevar a cabo operaciones
como convoluciones o multiplicaciones de grandes niimeros enteros. Un fac-
tor muy importante para este tipo de aplicaciones es que la DFT puede
ser calculada de forma eficiente en la préctica utilizando el algoritmo de la
transformada rapida de Fourier o FFT (Fast Fourier Transform), pero ge-
neralmente la implementacion de un algoritmo para resolver DFT tiene una
complejidad temporal de O(n?)|3].

Para entender mejor esta transformada se puede ver de la siguiente for-
ma, una transformada es sencillamente un cambio de perspectiva respecto
a algo, en este sentido la transformada de Fourier cambia la perspectiva de
consumidor a productor en otras palabras cambia ;Qué tengo? a ;Coémo se
hizo? [1]; imagina que tienes un salpicon y quieres saber como se hizo, lo que
se tiene que hacer es pasar el salpicon por filtros hasta que consigas obtener
exactamente la receta, pero estos filtros deben cumplir ciertas caracteristicas
las cuales son:

1. Los filtros deben ser independientes, esto se refiere a que si agrego mas
de elementos de un elemento X esto no debe afectar en lo mas minimo el
filtro del elemento Y.

2. los filtros deben ser completos, esto se refiere a que tiene que haber un
filtro para cada elemento.



Ademés de esto los ingredientes o elementos que lo componen deben cumplir
con la caracteristica de que son combinables, en otras palabras, sin importar
el orden en que se vuelvan a mezclar los ingredientes el resultado debe ser
el mismo, la meta realmente es encontrar que conjunto de filtros se deben
utilizar, en el caso de la transformada de Fourier estos filtros se refieren a
que caminos circulares estardan dentro de una senal.

Para crear uno de estos caminos circulares lo que se hace es usar la formula
de Euler ¢, donde e es el crecimiento continuo y donde i es la rotacion, la
idea es usar esto para crear varios tipos de circulos, pero primero se deben
tener ciertas nociones sobre los caminos circulares:

1. El radio o la amplitud del circulo.

2. La velocidad con la cual se recorre el circulo.

3. El angulo con el cual se empieza (no siempre se inicia por el eje x).

La idea sobre la transformada de Fourier es que los caminos circulares
(circular paths) cumplen con los requerimientos para hacer de filtros, en
otras palabras, toda senal estd compuesta por alguna combinaciéon de caminos
circulares.

La DFT se define de la siguiente forma: La secuencia de N ntmeros
complejos x,,...,xny_1 se transforma en la secuencia de ntimeros complejos
Xo,...,Xny_1 mediante la DFT con la férmula:

X(k) =) z(n)e v (2.7)

la cual es conocida como ecuacién de anélisis, pero también existe otra
ecuacion conocida como la de sintesis la cual estda definida de la siguiente
forma [9]:

e, et
z(n) ==Y X(k)e ¥ (2.8)
N
k=0
Ejemplo:

Considere la siguiente senal periddica con N=10

1 si 0<n<A4
() = { 0 si 5<n<9 (2.9)



Si se usa la definicién de la DFT se obtiene:

—i27k5

i —i2wkn 4 —i2wkn ]_ — € 10
X(k;) = Zm(n)e 0 = Ze 0 =

1 —e 10

Y finalmente luego de resolver obtenemos:

s 7k
k S1n 5

s 7k

Sin 10

X (k) = ¢4

(2.10)

(2.11)



Capitulo 3

Transformada rapida de Fourier

La transformada réapida de Fourier (FFT) es un algoritmo que permite
calcular la transformada discreta de Fourier y su inversa més eficientemente,
cambiando la complejidad temporal que se tenia en la implementacién de
O(n?) por una del orden O(nlogn) [10].

La FFT es de gran importancia en una amplia variedad de aplicacio-
nes, desde el tratamiento digital de senales y filtrado digital en general a la
resolucion de ecuaciones en derivadas parciales o los algoritmos de multipli-
cacion rapida de grandes enteros|8]. Una DFT puede ser computada solo si
el nimero de elementos o puntos N de la secuencia es una potencia de 2, si
este no es el caso la transformada puede realizarse en un conjunto de puntos
correspondientes de N, pero esto reduce la velocidad.

Uno de los problemas que podemos atacar usando la FF'T es el de la mul-
tiplicacion de 2 polinomios, generalmente realizar esto tiene una complejidad
temporal de O(n?), pero usando la FFT se puede reducir la complejidad de
este proceso a O(nlogn) [2]. Antes que nada es necesario dar una nocion
bésica acerca de los polinomios, un polinomio es la expresion algebraica que
constituye la suma o la resta de un nimero finito de términos (conocidos
como monomios) y se puede expresar de la siguiente forma:

Az) = Zajxj (3.1)

Los valores ag,aq,as,...,a,,_1 son llamados coeficientes del polinomio; se dice
que un polinomio A(X) es de grado k si su mayor coeficiente diferente de
0 es ag, cualquier entero mayor que el grado del polinomio se conoce como



el "degree-bound"de dicho polinomio. Existen varias formas de representar
polinomios, pero en este articulo se trataran 2 las cuales se explicaran mas
adelante, la primera es llamada representacion de coeficientes y la segunda
forma es la representacion punto-valor.

Como se dijo anteriormente la multiplicaciéon de 2 polinomios con "degree
bound n'"tiene un orden de O(n?), pero esto solo sucede cuando el polino-
mio se da con una representacion de coeficientes, usando una representacion
punto-valor se puede realizar la multiplicacion en un orden O(n), sin em-
bargo podemos realizar la multiplicaciéon de polinomios con representaciéon
de coeficientes en O(nlogn) haciendo la conversién de una representacion a
la otra, para realizar esto se usa la transformacion rapida de Fourier y su
inversa.

Representacion de coeficientes
La representacion de coeficientes de un polinomio con un "degree bound"n es
un vector de coeficientes de la forma a=(ag,a;,as,...,a,_1) el cual sera tratado
como un vector columna.

Considere la multiplicacion de 2 polinomios con "degree bound"n A(x)
y B(x) representados en forma de coeficiente, esta es de orden O(n?) debido
a que cada coeficiente en el vector a debe multiplicarse por cada coeficiente
en el vector b, el vector de coeficientes resultante ¢ también se denomina
convolucion de los vectores de entrada a y b, denotado ¢ = a ® b.

Representacion Punto-valor
Una representacion punto-valor de un polinomio A(x) con un "degree-bound"n
es un conjunto de n parejas punto-valor de la siguiente forma:

(20, %0), (T1,51), s (Tn—1, Yn—1) (3.2)

en donde todos los zj, son diferentes y yr = A(xy) para k=0,1,...,n-1. Obtener
la representacion punto-valor de un polinomio dado en forma de coeficientes
es en principio sencillo, debido a que todo lo que se tiene que hacer es selec-
cionar n puntos distintos (xo,40),(Z1,41),-.,(zn—1) y luego evaluar A(xy) para
k = 0,1,...,n-1. Usando el método de Horner esta evaluaciéon de n puntos es
de orden O(n?), pero si se elige ; inteligentemente este proceso tomara un
tiempo O(nlogn).La operacion inversa (pasar de una representacion punto-
valor a una de coeficientes) es llamada interpolacion, la cual se puede realizar
en un tiempo O(n?) usando un algoritmo basado en la formula Lagrange.
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La representacion punto-valor es muy conveniente a la hora de multipli-
car polinomios. Si C(x) = A(x)B(x), entonces C(zy) = A(zg)B(z) para todo
punto xy, el problema es que el "degree bound"de C es la suma de los "degree
bound"de A y B. Si multiplicamos los dos polinomios con "degree bound'"n
nos dara como resultado n parejas punto-valor para C, pero como el "degree
bound"de C es 2n, necesitamos 2n parejas de punto-valor para una repre-
sentacion correcta de C. Debemos comenzar entonces con una representacion
punto-valor extendida para A y para B que consistan de 2n parejas cada una.

Dada una representacion punto-valor extendida de A

(x()? yO); (Ila y1>7 (XS] (:Uanly y2n71> (33)

y la representacion punto-valor extendida correspondiente de B,

(130, yé); (Ila y1)7 EERE) (x2n—17 yénfl) (34>

entonces una representacion punto-valor para C es

(IOJ y0y6)7 (xla y1y£)7 ceny (‘T2n—17 y2n—1y;n71) (35>

De esta forma se puede ver que el tiempo necesario para realizar la multipli-
cacion de 2 polinomios representados de la forma punto-valor es de O(n), lo
cual es mucho menor que el tiempo necesario para realizar la multiplicacion
de estos en representacion de coeficientes.

Para usar el método de multiplicacién en tiempo lineal tratando polino-
mios representados por coeficientes, todo recae en que tan rapido se pueda
convertir de una representacion a la otra (en ambos sentidos), en este punto
es donde entra la transformada de Fourier, a grandes rasgos el procedimiento
a seguir es el siguiente:

1. Se evalia el vector de coeficientes realizando la transformada de Fourier
discreta (DFT).

2. Se hace la interpolacion tomando la "DFT inversa"de los pares punto-
valor obtenidos en el paso anterior, produciendo un vector de coeficiente.

Debido a que la FFT puede realizar tanto la transformada discreta como
la inversa de esta en tiempo O(nlogn) se logra hacer la multiplicacion de
polinomios en tiempo O(nlogn).
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Capitulo 4

Transformada de Fourier cuantica

Esta es una transformacion que se da sobre los bits cuanticos (Qubits),
y es la analogia cuantica de la transformada de Fourier discreta. La trans-
formada cuéntica de Fourier es una parte sumamente importante en muchos
algoritmos cuanticos, por ejemplo, en el algoritmo de Shor se usa para la
factorizacion y el computo del logaritmo discreto, en el algoritmo de estima-
cion de fase para calcular los valores propios (Eigenvalues) para un operador
unitario, y en algoritmos para HSP (Hidden Subgroup Problem).

En la transformada cuéntica de Fourier, se realiza una DFT en las am-
plitudes de un estado cuantico, esta puede ser realizada eficientemente en
un computador cuantico con una particular descomposiciéon en un producto
de matrices unitarias simples. La trasformacion discreta de Fourier sobre 2™
amplitudes puede ser implementada como un circuito cuantico que tiene solo
O(n?) puertas Hadamard y puertas de desplazamiento de fase controladas,
donde n es el numero de qubits, por el contrario, su contraparte clasica en
forma de FFT (Fast Fourier Transform) necesita de O(n2") compuertas don-
de n es el namero de bits (O(nlogn) = O(n2")), lo cual es exponencialmente
mayor a O(n?)[11]. Hay que tener en cuenta que las 2 implementaciones lo-
gran algo diferente, computar el QF T no daré las entradas de la transformada
de Fourier escritas en un pedazo de papel, sino solo como las amplitudes del
estado resultante.

A continuacion, se dara la definicion para QFT:

Teniendo la base ortonormal de un sistema cuantico de la forma
{10),]1),....,|V — 1)} y un estado cuantico de la forma |¢) = Z;.V;Ol 17), la
transformada cuéntica de Fourier Fy es un mapa definido de la siguiente
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forma:

H

@)= i) = Z ¢ k) (4.1)

N-1 N—
j=0 7=0 k=

donde (7% = exp(3*) es la enésima rafz de unidad (exp(x) = €”)
Debido a que ¢ = (™!, tenemos finalmente

Ff = N > CHIR) G (4.2)

La cual se puede demostrar facilmente que es unitaria, pero no es algo que
se vaya a tratar en este documento. Como en el caso de DFT, la construccion
de Fy ingenuamente no es muy eficiente, por esto se implementara la QFT
como un circuito cuantico de manera eficiente. Si expresamos j de forma
binaria de la forma j;js...J,, € {0,1}™ y j = j7" 1 + 532 + .. + 5% siendo
N = 2™ nos podremos dar cuenta que esto es un estado producto el cual se
puede escribir como un producto de m qubits de la siguiente forma.

39 1 (10)-+e7209) [1))@(]0) 27 0m 1) [1))...@((0)-+¢~ 202

(4.3)
donde (0.5172--m) = 71271 4+ 52272 + ... + jn2™™ denota la fraccion binaria,
béasicamente con la anterior ecuacién se hizo toda la recursion FFT de un

solo golpe.

1)
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Capitulo 5

Implementacion de la QFT

A la hora de implementar el circuito correspondiente a la QFT seran
necesarias 2 tipos de compuertas diferentes las cuales son: la compuerta de
Hadamard y la compuerta de rotacion, las cuales estan representadas por las
siguientes matrices

I 1o
H_\/i[l -1 y B = 0 e:vp(%”)

Debido a que la QFT es linear, basta con que el circuito la implemente
correctamente para los estados base |k), en otras palabras, debe mapear|11]:

=

By s B ) = —= 3wt 1) 6.1)

J

I§
o

donde wy = e3* es la rafz enésima de unidad (w% = 1 para algin entero k).

La clave para hacer este mapeo de manera eficiente es reescribir Fy |k).
Primero de este punto en adelante |k) = |k;...k,) donde k; es el bit mas
significativo. Note que para el entero j = ji...7,, se puede escribir QJ—n =
Yo 71271, por ejemplo el binario 0.100 puede ser escrito como 1 % 27! + 0 *

2724 0%x23 = %. Al reescribir con esto en cuenta se tiene:

1 N-1 1 N-1
Fy|k) = e = — 2 2k 5 in 5.2
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lo cual es

1 =1 2wk
VR & Ee 2 |j1-n) (5.3)
para finalmente obtener:
1 2mik
®?:1E(|O> +e 1) (5.4)
Dese cuenta que et = e2mi0kikn. o] bit més significativo de k [ — 1 no

importa aca.

Ejemplo de circuito:

Para un circuito de n=3 tenemos un estado producto de 3 qubits repre-
sentado por:

1 1 2mi0.k1 koks
= 7 (10)+e 1)
(5.5)

Para preparar el primer qubit del estado deseado Fyg |kikoks), debemos apli-
car la matriz de Hadamard a |k3) dando como resultado el estado \%(|O) +

Fulkuhohs) = —=([0)+650% [1))@—=(0)-+244 1)

-

2

(—1)*s |1)), observe que (—1)ks = 2™0*s_ Para preparar el segundo qubit se
aplicara Hadamard al estado |ks) de la misma forma que se hizo antes, esto
dard como resultado \/Lg( |0) + 202 |1)), luego de esto condicionando con
ks (antes de haber aplicado Hadamard sobre |k3)) aplicamos Ry, haciendo
esto se multiplica |1) por una fase de e*¥s produciendo el qubit correcto
1(|0) + e2ridiata 1)),

Finalmente para preparar el ultimo qubit aplicamos Hadamard sobre |£; ),
aplicamos Ry condicionando con ks y R3 condicionando con k3, obteniendo
de esta forma el qubit \%(|0> + mi0-kikaks 1)),

15



Después de esto se han producido los qubits del estado deseado Fyg |kikoks)
pero en el orden incorrecto (el primer qubit deberia ser el tercero y viceversa),
asi que el paso final es intercambiarlos, dando como resultado el siguiente
circuito:

k1) — H _R2 —R3
|ke2) HHR—
L2y - HF

Figura 5.1: Circuito QFT de 3 Qubits
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Capitulo 6

Conclusiones y Dedicatoria

Aunque la computacion cuéntica atin este en sus primeros pasos se puede
observar que tiene un gran futuro y es necesario ir aprendiendo sobre esta
dado que se convertira en el futuro de la computacion. Después de investigar
lo suficiente acerca de la transformada cuantica de Fourier se puede con-
cluir que es un avance muy importante y una mejora a una de las funciones
matemaéticas mas usadas de la actualidad.

Dedico esta tesis a mis padres, por estar siempre conmigo, por siempre
estar a mi lado, por ensenarme mientras crecia y por apoyarme y guiarme en
todo momento. A mi hermano por siempre estar junto a mi, por apoyarme
en lo que necesito y por siempre alegrarme el dia.
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