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Escuela Colombiana de Ingenieŕıa Julio Garavito
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RESUMEN

Resumen

En este trabajo se presenta la construcción de la función zeta de Riemman, propiedades
y otros resultados; a partir de herramientas de la variable compleja y el análisis. Hay que
resaltar que esta no es la única manera de abordar este tema, ya que existen otras formas
mucho más cortas, pero que involucran resultados y conocimientos más especializado. En la
primera parte del documento se presentan algunos resultados preliminares de variable com-
pleja y análisis que serán usados en la parte principal del trabajo, de igual manera se anexa
en el apéndice un breve estudio sobre la función Gamma, que será importante en la exten-
sión de la función zeta. A pesar de esto, se da por hecho que el lector tiene conocimiento y
dominio de estos temas. El trabajo comienza con la definición de la función zeta como suma
de Dirichlet y algunas de sus propiedades más importantes, por ejemplo, su definición como
producto de términos que dependen de los números primos. Además de esto se trabajarán
algunas de sus extensiones anaĺıticas, principalmente a una función meromorfa en el plano
complejo, que permitirá finalmente formular la ecuación funcional de la función ζ y a partir
de aqúı, estudiar brevemente el comportamiento de sus ceros triviales; pero más importante,
la región donde se concentran los ceros no-triviales, que es donde se desenvuelve la hipótesis
de Riemann.

Palabras clave: función zeta de Riemann, hipótesis de Riemann, ceros no-triviales, Riemann,
variable compleja, análisis complejo.

Abstract

In this paper we present the construction of the Riemman zeta function, properties and
other results; using tools of the complex variable and analysis. It should be noted that this is
not the only way to address this issue, since there are other forms that are much shorter, but
that involve more specialized knowledge and results. In the first part of the document, some
preliminary results of a complex variable and complex analysis are presented, which will be
used in the main part of the work. A brief study on the Gamma function is also attached
in the appendix, which will be important in the extension of the zeta function. Despite this,
it is assumed that the reader has knowledge and command of these issues. The work begins
with the definition of the zeta function as a sum of Dirichlet and some of its most important
properties, for example, its definition as a product of terms that depend on prime numbers.
In addition to this, some of its analytical extensions will be worked on, mainly to a mero-
morphic function in the complex plane, which will allow finally formulating the functional
equation of the function zeta and from here, briefly study the behavior of its trivial zeros;
but more importantly, the region where non-trivial zeros are concentrated, which is where
the Riemann hypothesis unfolds.

Keywords: Riemann zeta function, Riemann hypothesis, non-trivial zeros, Riemann, com-
plex variable, complex analysis.
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Apéndice 27
1.1. La función Gamma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

iii



INTRODUCCIÓN

Introducción

La hipótesis de Riemann, formulada por primera vez por Bernhard Riemann en su te-
sis de doctorado: ”Sobre los números primos menores que una magnitud dada” en 1859, es
una conjetura sobre la distribución de los ceros de la función zeta de Riemann, en la que
se plantea que todos los ceros no-triviales de la función ζ están en la recta <(s) = 1

2
. Se

presentó al desarrollar una fórmula expĺıcita para calcular la cantidad de primos menores
que x, a pesar de esto, Riemann no intentó dar una demostración ya que no era esencial para
el propósito central de su art́ıculo, pero sab́ıa que los ceros no triviales de la función zeta
están distribuidos en torno a la recta <(s) = 1

2
y que todos los ceros no triviales deb́ıan estar

en el rango 0 ≤ <(s) ≤ 1

En 1900, Hilbert incluyó la hipótesis de Riemann en su famosa lista de los 23 problemas
no resueltos y es el único problema de los que propuso Hilbert que está en el premio del
milenio del Instituto Clay de Matemáticas. En 1914, Hardy demostró que existe un núme-
ro infinito de ceros sobre la recta cŕıtica Re(s) = 1/2, sin embargo todav́ıa era posible que
un número infinito de los ceros no-triviales se encontraran en algún otro lugar de la banda
0 ≤ <(s) ≤ 1.

La mayor parte de la comunidad matemática piensa que la conjetura es correcta, aunque
otros grandes matemáticos como J. E. Littlewood y Atle Selberg se han mostrado escépticos.
Agregado a esto, los ceros de la función zeta y los números primos satisfacen ciertas pro-
piedades de dualidad que muestran, usando análisis de Fourier, que los ceros de la función
zeta de Riemann pueden interpretarse como frecuencias armónicas en la distribución de los
números primos. Por esta relación, la hipótesis de Riemann es uno de los problemas abiertos
más importantes en la matemática actual y para llegarlo a entender es necesario acercarse
primero a la función zeta de Riemann que en este trabajo se desarrolla a partir de herramien-
tas de variable compleja y análisis complejo. De esta manera se evitan involucrar resultados
avanzados que requieren un conocimientos más especializado, pero que a su vez acortan el
trabajo a realizar.
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1 PRELIMINARES

1. Preliminares

A continuación se presentan los resultados mas relevantes y que serán usados en la parte
principal del texto. Estos están divididos en los resultados relacionados con funciones de valor
complejo, productos infinitos y finalmente integrales de Lebesgue. Se dejan las referencias a
los libros, que se encuentran en la bibliograf́ıa, donde se puede encontrar las demostraciones.

1.1. Funciones complejas

Teorema 1.1. Sea h(t, z) una función de valor complejo continua, definida para t ∈ [a, b] y
z ∈ D ⊆ C, donde D es un dominio. Si para cada t fijo , h(t, z) es anaĺıtica en D, entonces

H(z) =

∫ b

a

h(t, z)dt , z ∈ D

es anaĺıtica en D

Demostración. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 121

Definición 1.1. Una sucesión {fi} de funciones sobre un dominio E converge uniforme-
mente a f en E si, para todo i, existe εi tal que

|fi(z)− f(z)| ≤ εi ∀z ∈ E

Donde εi → 0 cuando i→∞

Teorema 1.2. Si {fk} es una sucesión de funciones anaĺıticas en un dominio D que converge
uniformemente a f en D, entonces f es anaĺıtica en D

Demostración. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 136

Teorema 1.3. Sea γ una curva suave a trozos en el plano complejo. Si {fj} es una sucesión
de funciones continuas de valor complejo sobre γ y {fj} converge uniformemente a f sobre
γ, entonces

∫
fj(z)dz converge a

∫
f(z)dz.

Demostración. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 153...

Teorema 1.4 (Principio de unicidad). Si f y g son funciones anaĺıticas en un dominio D y
f(z) = g(z) para z ∈ A ⊆ D, donde A es un conjunto con un punto de acumulación, entonces

f(z) = g(z) ∀z ∈ D

Demostración. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 156

Teorema 1.5. Sea z0 una singularidad aislada de f . z0 es un polo de orden N de f si y solo
si

f(z) =
g(z)

(z − z0)N

Donde g es anaĺıtica en z0 y g(z0) 6= 0.

1



1 PRELIMINARES

Demostración. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 191

Teorema 1.6. Sea a ∈ C y f una función compleja, entonces

ĺım
z→a

(z − a)
f ′(z)

f(z)
=


−N si a es un polo de orden N
N si a es un cero de orden N
0 si f es anaĺıtica en a y f(a) 6= 0

Demostración. Si a es un polo de orden N de f , entonces f(z) = g(z)
(z−a)N

donde g es una

función anaĺıtica en a y g(a) 6= 0. Entonces

f ′(z) =
g′(z)(z − a)N −N(z − a)N−1g(z)

(z − a)2N

=
g′(z)−N(z − a)−1g(z)

(z − a)N

Luego

ĺım
z→a

(z − a)
f ′(z)

f(z)
= ĺım

z→a

(z − a)g′(z)−Ng(z)

g(z)

=
−Ng(a)

g(a)

= −N

Por otro lado, si a es un cero de orden N de f , entonces f(z) = (z− a)Ng(z) donde g es una
función anaĺıtica en a y g(a) 6= 0. Aśı que

f ′(z) = N(z − a)N−1g(z) + (z − a)Ng′(z)

= (z − a)N
[
N(z − a)−1g(z) + g′(z)

]
Por lo tanto

ĺım
z→a

(z − a)
f ′(z)

f(z)
ĺım
z→a

Ng(z) + (z − a)g′(z)

g(z)

=
Ng(a)

g(a)

= N

Finalmente, si f es anaĺıtica en a, entonces f ′(z) también lo es. Ademas como f(a) 6= 0,
tenemos que

ĺım
z→a

(z − a)
f ′(z)

f(z)
= 0

2



1 PRELIMINARES

1.2. Productos Infinitos

Definición 1.2. Decimos que un producto infinito
∏∞

j=1 pj, donde pj ∈ C para todo j, con-
verge si pj → 1 y

∑
Log pj converge, donde la suma solo considera los términos pj 6= 0.

Además
∞∏
j=1

pj = exp

(
∞∑
j=1

Log pj

)
Si en el producto infinito existe j tal que pj = 0, se dice que el producto converge a 0.

Definición 1.3. El producto infinito
∏

(1 + aj) es convergente absolutamente si aj → 0
y
∑

Log(1 + aj) converge absolutamente.

Teorema 1.7. Si el producto infinito
∏

(1 + aj) converge absolutamente entonces
∏

(1 + aj)
converge.

Demostración. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 354

Teorema 1.8. El producto infinito
∏

(1 + aj) converge absolutamente si y solo si
∑
aj

converge absolutamente. Esto ocurre si y solo si
∏

(1 + |aj|) converge.

Demostración. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 354

Teorema 1.9. Suponga que gk(z) = 1 + hk(z), con k > 1, son funciones en un conjunto
E y existen constantes Mk > 0 tales que

∑
Mk converge y |hk(z)| < Mk para todo z ∈ E.

Entonces
∏m

k=1 gk(z) converge a
∏∞

k=1 gk(z) uniformemente en E, cuando m→∞.

Demostración. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 354

Teorema 1.10. Sea gk(z), con k > 1, una función anaĺıtica en un dominio D, tal que∏m
k=1 gk(z) converge normalmente en D a G(z) =

∏∞
k=1 gk(z). Entonces

G′(z)

G(z)
=
∞∑
k=1

g′k(z)

gk(z)
, con z ∈ D

Donde la suma converge normalmente en D.

Demostración. Ver Gamelin, Complex Analysis, p. 355

Teorema 1.11 (Versión generalizada del producto de Cauchy). Si n ∈ N tal que n ≥ 1 y
∞∑
k1=0

a1,k1 , . . . ,
∞∑

kn=0

an,kn series infinitas con coeficientes complejos, donde todas, a excepción

de la n-ésima, convergen absolutamente y la n-ésima converge. Entonces la serie

∞∑
k1=0

k1∑
k2=0

· · ·
kn−1∑
kn=0

a1,kna2,kn−1−kn · · · an,k1−k2

converge y además:

∞∑
k1=0

k1∑
k2=0

· · ·
kn−1∑
kn=0

a1,kna2,kn−1−kn · · · an,k1−k2 =
n∏
j=1

 ∞∑
kj=0

aj,kj


Demostración. Ver Wikipedia, Generalizations, Cauchy product
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2 DEFINICIÓN DE LA FUNCIÓN ZETA COMO SERIE DE DIRICHLET

1.3. Integral de Lebesgue

Al momento de extender la función zeta de Riemann a una función meromorfa en el plano
complejo, sera necesario utilizar el teorema de la convergencia dominada y monótona. Para
esto nos detendremos en algunos resultados de la integral de Lebesgue.

Teorema 1.12. Sea f una función definida en el intervalo [a, b] que es cerrado y acotado.
Si f es Riemann integrable sobre [a, b], entonces es Lebesgue integrable sobre [a, b] y las dos
integrales son iguales.

Demostración. Ver Royden y Fitzpatrick, Real Analysis, p. 73

Teorema 1.13 (Teorema de la convergencia monótona). Sea {fn} una sucesión crecien-
te de funciones medibles no-negativas sobre E, que es un conjunto medible. Si {fn} → f
puntualmente sobre E, entonces

ĺım
n→∞

∫
E

fn =

∫
E

f

Demostración. Ver Royden y Fitzpatrick, Real Analysis, p. 83

Definición 1.4. Una función medible no-negativa f en un conjunto medible E es Lebesgue
integrable sobre E, si ∫

E

f <∞

Teorema 1.14 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea E un conjunto
medible y {fn} una sucesión de funciones medibles sobre E. Suponga que existe una función g
Lebesgue integrable sobre E tal que, para todo n, |fn| ≤ g sobre E. Si {fn} → f puntualmente
sobre E, entonces f es Lebesgue integrable sobre E y

ĺım
n→∞

∫
E

fn =

∫
E

f

Demostración. Ver Royden y Fitzpatrick, Real Analysis, p. 88

2. Definición de la función zeta como serie de Dirichlet

Sea s = σ + it, con {σ, t} ⊂ R, un numero complejo . Consideremos la serie de Dirichlet:

∞∑
n=1

1

ns
= 1 +

1

2s
+

1

3s
+ · · · (1)

Como ∫ ∞
1

1

xσ
dx =

{
lnx|∞1 si σ = 1
x1−σ

1−σ

∣∣∣∞
1

si σ 6= 1
=

{
∞ si σ ≤ 1
1

σ−1
si σ > 1

Entonces

∫ ∞
1

1

xσ
dx converge si y solo si σ > 1. Y como f(x) =

1

xσ
es una función real

monótona decreciente, por el criterio de la integral tenemos que la serie
∞∑
n=1

1

nσ
=

∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1

ns

∣∣∣∣
4



2 DEFINICIÓN DE LA FUNCIÓN ZETA COMO SERIE DE DIRICHLET

converge para σ > 1. Aśı que
∞∑
n=1

1

ns
converge absolutamente para σ > 1.

Mas aun, (1) converge uniformemente para σ ≥ R > 1, ya que si k ∈ Z>1, entonces∣∣∣∣∣
k∑

n=1

1

ns
−
∞∑
n=1

1

ns

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=k+1

1

ns

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=k+1

1

nσ

≤
∞∑

n=k+1

1

nR

=
∞∑
n=1

1

nR
−

k∑
n=1

1

nR

= εk

Donde εk → 0 cuando k → ∞, ya que
∑∞

n=1
1
nR

converge. Además, como
∑k

n=1
1
ns

son
funciones anaĺıticas para <(s) > 1 entonces

∑∞
n=1

1
ns

define una función anaĺıtica en este
dominio. Los resultados anteriores se pueden condensar en el siguiente teorema.

Teorema 2.1. La función

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
(2)

Es una función anaĺıtica en el dominio {s ∈ C : <(s) > 1}, que converge absolutamente para
<(s) > 1 y uniformemente para <(s) ≥ R, con R > 1. Esta función se conoce como la
función zeta de Riemann.

Teorema 2.2 (Producto de Euler). Si s = σ + it, con {σ, t} ⊂ R y σ > 1 entonces

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

Donde el producto es sobre todos los primos p.

Demostración. Ya que
∞∑
n=1

− 1

ns
converge absolutamente para σ > 1, entonces

∏
p

(
1− 1

ps

)
converge absolutamente y por lo tanto

∏
p

(
1− 1

ps

)
converge. Aśı que

∏
p

(
1− 1

ps

)−1

tam-

bién lo hace.

Como

∣∣∣∣ 1

ps

∣∣∣∣ =
1

pσ
< 1, ya que p > 1 para todo primo p, entonces

∞∑
n=0

(
1

ps

)n
=

(
1− 1

ps

)−1

5



2 DEFINICIÓN DE LA FUNCIÓN ZETA COMO SERIE DE DIRICHLET

Luego, si consideramos el producto parcial sobre los primeros N primos, tenemos que:

PN =
N∏
n=1

(
1− 1

psn

)−1

=
N∏
n=1

[
∞∑

kn=0

(
1

psn

)kn]

=
∞∑
k1

k1∑
k2

· · ·
kN−1∑
kN

[(
1

ps1

)kN ( 1

ps2

)kN−1−kN
· · ·
(

1

psN

)k1−k2]

=
∞∑
k1

k1∑
k2

· · ·
kN−1∑
kN

1(
pk11 p

kN−1−kN
2 · · · pk1−k2N

)s
=
∑
m∈A

1

ms

Donde A es el conjunto de números enteros con factores primos menores o iguales que pN y
la tercera igualdad es el resultado de aplicar el producto de Cauchy en su forma generalizada.

Más aun,
∑
m∈A

1

ms
=

pN∑
m=1

1

ms
+
∑
m∈A
m>pN

1

ms
, entonces

PN = SpN +
∑
m∈A
m>pN

1

ms
(3)

Con SpN =

pN∑
n=1

1

ns
una suma parcial de (2).

Como ∣∣∣∣∣∣∣
∑
m∈A
m>pN

1

ms

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
m∈A
m>pN

∣∣∣∣ 1

ms

∣∣∣∣
=
∑
m∈A
m>pN

1

mσ

≤
∑
m>pN

1

mσ

=
∞∑
m=1

1

mσ
−

pN∑
m=1

1

mσ

= εpN

Si N →∞ entonces pN →∞ y por lo tanto εpN → 0. Es decir
∑
m∈A
m>pN

1

ms
→ 0 cuando N →∞.

6



3 CONTINUACIÓN ANALÍTICA DE ζ

Luego si N →∞ en (3), tenemos que:

∏
p

(
1− 1

ps

)−1

= ζ(s)

Corolario 2.2.1. ζ(s) 6= 0 para todo s ∈ C con <(s) > 1

Demostración. Sea p un primo. Como

(
1− 1

ps

)−1

6= 0 para todo s ∈ {z ∈ C : <(s) > 1},
entonces

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

6= 0 ∀s ∈ {z ∈ C : <(s) > 1}

3. Continuación Anaĺıtica de ζ

En esta sección procedemos a extender la función zeta de Riemann a dominios más am-
plios, primero se mostrara una forma de extenderla al semiplano <(s) > 0 y finalmente
nos centraremos en la extensión al plano complejo, que nos permitirá deducir la ecuación
funcional de la función ζ.

3.1. Extensión al semiplano <(s) > 0

Teorema 3.1. La función ζ(s) =
s

s− 1
−s
∫ ∞

1

{x}
xs+1

dx es una función anaĺıtica en <(s) > 0

con s 6= 1.

Demostración. Como

k∑
n=1

1

ns
=

k∑
n=1

n− n+ 1

ns

=
k∑

n=1

n

ns
−

k∑
n=1

n− 1

ns

=
k∑

n=1

n

ns
−

k−1∑
l=0

l

(l + 1)s

=
k∑

n=1

n

ns
−

k−1∑
l=1

l

(l + 1)s
+

k

(k + 1)s
− k

(k + 1)s

=
k∑

n=1

n

ns
−

k∑
l=1

l

(l + 1)s
+

k

(k + 1)s

7



3 CONTINUACIÓN ANALÍTICA DE ζ

=
k∑

n=1

(
n

ns
− n

(n+ 1)s

)
+

k

(k + 1)s
(∗)

Y además ĺım
k→∞

∣∣∣∣ k

(k + 1)s

∣∣∣∣ = ĺım
k→∞

k

(k + 1)<(s)
= 0, ya que <(s) > 1; entonces si k →∞ en (∗),

tenemos que

ζ(s) =
∞∑
n=1

n

(
1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
(4)

Mas aún,

∫ n

n+1

s

xs+1
dx = − 1

xs

∣∣∣∣n
n+1

=
1

ns
− 1

(n+ 1)s
, si reemplazamos en (4) obtenemos:

ζ(s) =
∞∑
n=1

n

∫ n+1

n

s

xs+1
dx

= s
∞∑
n=1

∫ n+1

n

n

xs+1
dx

Si x ∈ R, entonces x = [x] + {x}; donde {x} es la parte no entera de x. además, [x] = n si
x ∈ [n, n+ 1). Por lo tanto:

ζ(s) = s
∞∑
n=1

∫ n+1

n

[x]

xs+1
dx

= s

∫ ∞
1

[x]

xs+1
dx

= s

∫ ∞
1

x

xs+1
dx− s

∫ ∞
1

{x}
xs+1

dx

=
s

s− 1
− s

∫ ∞
1

{x}
xs+1

dx

Sea k ∈ N y

h(x, s) =


{x}
xs+1

cuando x ∈ [k, k + 1)

1

(k + 1)s+1
cuando x = k + 1

con s ∈ DR = {z ∈ C|Re(z) ≥ R > 0}. Como h es continua para x ∈ [k, k + 1] y
s ∈ DR, y además h es anaĺıtica en DR para cada x fijo; por el teorema 1.1 se tiene que∫ k+1

k

h(x, s) dx =

∫ k+1

k

{x}
xs+1

dx es anaĺıtica en D. Y como la suma finita de funciones anaĺıti-

cas es anaĺıtica , también lo es

fn(s) =

∫ n

1

{x}
xs+1

dx =
n−1∑
k=1

∫ k+1

k

{x}
xs+1

dx

8



3 CONTINUACIÓN ANALÍTICA DE ζ

Sea s ∈ DR tal que s = σ + it con {σ, t} ⊂ R. Como {x} < 1 para todo x ∈ R, entonces∣∣∣∣fn(s)−
∫ ∞

1

{x}
xs+1

dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ n

1

{x}
xs+1

dx−
∫ ∞

1

{x}
xs+1

dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ∞
n

{x}
xs+1

dx

∣∣∣∣
≤
∫ ∞
n

1

xσ+1
dx

≤
∫ ∞
n

1

xR+1
dx

=
x−R

−R

∣∣∣∣∞
n

=
n−R

−R
= εn

Por lo tanto , εn → 0 cuando n→∞. Es decir, {fn(s)} converge uniformemente a
∫∞

1
{x}
xs+1dx

y por el teorema 1.2, esta ultima es una función anaĺıtica en DR para todo R > 0. Aśı que∫∞
1
{x}
xs+1dx es una función anaĺıtica en D = {z ∈ C|Re(z) > 0}.

Luego ζ(s) =
s

s− 1
− s

∫ ∞
1

{x}
xs+1

dx define una función anaĺıtica en <(s) > 0 con s 6= 1.

Teorema 3.2. La función ζ(s) =
s

s− 1
− s

∫ ∞
1

{x}
xs+1

dx posee un polo simple en s = 1 y

tiene residuo 1.

Demostración. Ya que

ĺım
s→1

(s− 1)ζ(s) = s− s(s− 1)

∫ ∞
1

{x}
xs+1

dx

= 1

Entonces ζ(s) tiene un polo simple en s = 1, con Res
s=1

ζ(s) = 1

Aśı que ζ(s) =
s

s− 1
− s

∫ ∞
1

{x}
xs+1

dx es una extensión anaĺıtica de (2).

3.2. Extensión al plano complejo

Ahora procedemos a extender la función ζ a una función meromorfa en el plano complejo
por medio de la función Γ, la cual es estudiada junto con algunas de sus propiedades en el
apéndice. Recordemos que una función f es meromorfa en un dominio D si f es anaĺıtica
en D excepto en singularidades aisladas, las cuales son polos de la función.

Sea s ∈ C, tal que <(s) > 1 y n ∈ N. Como Γ(s) =

∫ ∞
0

e−tts−1dt, si t = nx entonces

dt = ndx. Aśı que

Γ(s) =

∫ ∞
0

e−nx(nx)s−1ndx

9



3 CONTINUACIÓN ANALÍTICA DE ζ

=

∫ ∞
0

e−nxxs−1nsdx

= ns
∫ ∞

0

e−nxxs−1dx

Por lo que
Γ(s)

ns
=

∫ ∞
0

e−nxxs−1dx

Luego

∞∑
n=1

Γ(s)

ns
=
∞∑
n=1

∫ ∞
0

e−nxxs−1dx

= ĺım
N→∞

N∑
n=1

∫ ∞
0

e−nxxs−1dx

= ĺım
N→∞

∫ ∞
0

N∑
n=1

e−nxxs−1dx

=

∫ ∞
0

∞∑
n=1

e−nxxs−1dx

La ultima igualdad esta justificada por la convergencia uniforme
∑∞

n=1 e
−nx en [R,∞) para

R ≥ 0. Además, como
∑∞

n=1 e
−nx = 1

ex−1
, ya que

∣∣ 1
ex

∣∣ ≤ 1 para todo x ≥ 0, entonces para
<(s) > 1:

Γ(s)ζ(s) =
∞∑
n=1

Γ(s)

ns

=

∫ ∞
0

∞∑
n=1

e−nxxs−1dx

=

∫ ∞
0

xs−1

ex − 1
dx (5)

Para que ζ sea una función meromorfa en C , es necesario que esta ultima integral también
lo sea, pero esta diverge para <(s) ≤ 1. Por lo tanto primero vamos a considerar la siguiente
integral, para la cual estaremos interesados en su analiticidad, su independencia del camino
de integración en el que se define y la relación con la función ζ por medio de la integral de
la ecuación (5).

Teorema 3.3. Sea z ∈ C \ [{z ∈ C|z = 2πik, k ∈ Z} ∪ [0,∞)] , s ∈ C y {δ, ε} ⊂ R tales que

0 < ε < δ < 2π. Si g(s, z) =
zs−1

ez − 1
y C(δ, ε) es el camino indicado en la figura 1, entonces

I(s) =

∫
C(δ,ε)

g(s, z)dz

es una función entera.

10



3 CONTINUACIÓN ANALÍTICA DE ζ

2π

0

ε

-ε

δ

C(δ, ε)

x

y

Figura 1: Camino de integración C(δ, ε)

Demostración. Considere el camino Cn(δ, ε) indicado en la figura 2 y γn : [a, b] → C una
parametrización de Cn(δ, ε).

2π

0

γn(t2)
ε

-ε

δ

γn(t3)

γn(t0)γn(t1)

n

Cn(δ, ε)

x

y

Figura 2: Camino de integración truncado Cn(δ, ε)

Si h(s, t) = g(s, γn(t))γ
′
n(t) con t ∈ [tk, tk+1] para k ∈ {0, 1, 2}, como γn es derivable en

[tk, tk+1] para cada k, entonces h esta bien definida y es continua en [tk, tk+1]. Esto debido a
que g es continua para todo γ(t), además h es continua respecto a s ∈ C ya que g también

11



3 CONTINUACIÓN ANALÍTICA DE ζ

lo es.
Mas aún, para z ∈ D fijo , g es anaĺıtica respecto a s, entonces para t ∈ [tk, tk+1] fijo , h es
anaĺıtica respecto a s. Luego por el teorema 1.1,

∫ tk+1

tk
h(s, t)dt es anaĺıtica para s ∈ C y por

lo tanto

H(s) =
2∑

k=0

∫ tk+1

tk

h(s, t)dt =

∫
Cn(δ,ε)

g(s, z)dz

es entera.

Por otro lado, si x > 0 y s = α + iβ, como ĺım
x→∞

2
σ−1
2 e|β|2πxσ−1

√
ex − 1

= 0, entonces para λ = 1
2
,

∃N ∈ N tal que si x > N , se tiene que∣∣∣∣∣2
σ−1
2 e|β|2πxσ−1

√
ex − 1

∣∣∣∣∣ =
2
σ−1
2 e|β|2πxσ−1

√
ex − 1

<
1

2

Aśı, 2
σ−1
2 e|β|2πxσ−1 <

√
ex − 1

2
y por lo tanto

2
σ−1
2 e|β|2πxσ−1

ex − 1
<

1

2
√
ex − 1

Luego, si n > máx {ε,N}, tenemos que:∣∣∣∣∣
∫
Cn(δ,ε)

g(s, z)dz −
∫
C(δ,ε)

g(s, z)dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
l1∪ l2

g(s, z)dz

∣∣∣∣
≤
∫
l1∪ l2

∣∣∣∣ zs−1

ez − 1

∣∣∣∣ dz
≤
∫
l1∪ l2

|z|α−1 e−β arg(z)

|ez| − 1
dz

<

∫
l1∪ l2

|z|α−1 e|β|2π

|ez| − 1
dz

Donde l1 = {z ∈ C : z = x+ iε, n ≤ x} y l2 = {z ∈ C : z = x− iε, n ≤ x}. Usando estas
parametrizaciones en la desigualdad anterior, obtenemos:∣∣∣∣∣
∫
Cn(δ,ε)

g(s, z)dz −
∫
C(δ,ε)

g(s, z)dz

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞
n

(x2 + ε2)
α−1
2 e|β|2π

ex − 1
dx+

∫ ∞
n

(x2 + ε2)
α−1
2 e|β|2π

ex − 1
dx

= 2

∫ ∞
n

(x2 + ε2)
α−1
2 e|β|2π

ex − 1
dx

< 2

∫ ∞
n

(2x2)
α−1
2 e|β|2π

ex − 1
dx

< 2

∫ ∞
n

1

2
√
ex − 1

dx

= 2 arctan(
√
ex − 1)

∣∣∞
n

= 2
(π

2
− arctan(

√
en − 1)

)
12



3 CONTINUACIÓN ANALÍTICA DE ζ

Como ĺım
n→∞

2
(
π
2
− arctan(

√
en − 1)

)
= 2

(
π
2
− π

2

)
= 0, entonces

{∫
Cn
g(s, z)dz

}
converge uni-

formemente a
∫
C(δ,ε)

g(s, z)dz y por lo tanto esta ultima integral define una función entera.

Teorema 3.4. La integral I es independiente del valor de ε y δ

Demostración. Considere {δ1, δ2, ε1, ε2} ⊂ R tales que δ1 < δ2, ε1 < ε2 y 0 < εi < δi < 2π
para i ∈ {1, 2}. Sea λ el contorno compuesto por Cn(δ1, ε1) y Cn(δ2, ε2), donde n > ε2, que
es recorrido como lo indica la figura 3:

2π

0

ε2

−ε2

δ2

n

ε1

L1

L2

δ1 −ε1

λ

x

y

Figura 3: Contorno de integración λ

Como g es anaĺıtica para z ∈ D y λ ⊂ D, entonces por el Teorema de Cauchy

0 =

∫
λ

g(s, z)dz

=

∫
−Cn(δ2,ε2)

g(s, z)dz +

∫
L2

g(s, z)dz +

∫
Cn(δ1,ε1)

g(s, z)dz +

∫
L1

g(s, z)dz (6)

Como∣∣∣∣∫
L2

g(s, z)dz +

∫
L1

g(s, z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
L2

∣∣∣∣ zs−1

ez − 1
dz

∣∣∣∣+

∫
L1

∣∣∣∣ zs−1

ez − 1
dz

∣∣∣∣
<

∫
L2

|z|α−1e|β|2π

|ez| − 1
|dz|+

∫
L1

|z|α−1e|β|π

|ez| − 1
|dz|

=

∫ ε1

ε2

(n2 + y2)
α−1
2 e|β|2π

en − 1
dy +

∫ ε2

ε1

(n2 + y2)
α−1
2 e|β|π

en − 1
dy

=

∫ ε2

ε1

(n2 + y2)
α−1
2

en − 1

(
e|β|π − e|β|2π

)
dy

13



3 CONTINUACIÓN ANALÍTICA DE ζ

y además n > ε2, entonces:∣∣∣∣∫
L2

g(s, z)dz +

∫
L1

g(s, z)dz

∣∣∣∣ < (e|β|π − e|β|2π) ∫ ε2

ε1

(2n2)
α−1
2

en − 1
dy

=
(
e|β|π − e|β|2π

) (2n2)
α−1
2

en − 1
(ε2 − ε1)

Si n → ∞ el lado derecho de esta desigualdad tiende a 0 y por lo tanto
∫
L2
g(s, z)dz +∫

L1
g(s, z)dz también lo hace. Entonces si n→∞ en (6) tenemos que

0 = −
∫
C(δ2,ε2)

g(s, z)dz +

∫
C(δ1,ε1)

g(s, z)dz

Es decir, ∫
C(δ1,ε1)

g(s, z)dz =

∫
C(δ2,ε2)

g(s, z)dz

Luego la integral
∫
C(δ,ε)

g(s, z)dz no depende de δ o ε.

Teorema 3.5. Para <(s) > 1, se tiene que

I(s) =
2πieπisζ(s)

Γ(1− s)
=

2πieπis
∑∞

n=1
1
ns

Γ(1− s)

Demostración. Para x > 0 fijo, tenemos que ĺım
ε→0

(x+ iε)s−1

ex+iε − 1
=

xs−1

ex − 1
y∣∣∣∣(x+ iε)s−1

ex+iε − 1

∣∣∣∣ ≤ (x2 + ε2)
α−1
2 e−β arg(x+iε)

ex − 1

<
(2x2)

α−1
2 e|β|2π

ex − 1

= 2
α−1
2 e|β|2π

xα−1

ex − 1

Mas aun, si h(x) = 2
α−1
2 e|β|2π

xα−1

ex − 1
, entonces h es una función continua no negativa para

x ≥
√
δ2 + ε2 > 0 y por lo tanto {fn(x)} es una sucesión creciente no negativa de funciones

medibles , donde

fn(x) = h(x)χ
In

(x) con In =
[√

δ2 + ε2, n
]

Como ĺım
n→∞

fn(x) = h(x) para x ≥
√
δ2 + ε2, por el teorema de la convergencia monótona

ĺım
n→∞

∫
[
√
δ2+ε2,∞)

fn(x)dx =

∫
[
√
δ2+ε2,∞)

h(x)dx

Aśı que ∫
[
√
δ2+ε2,∞)

h(x)dx = ĺım
n→∞

∫
[
√
δ2+ε2,∞)

h(x)χ
In

(x)dx

14



3 CONTINUACIÓN ANALÍTICA DE ζ

= ĺım
n→∞

∫
In

h(x)dx

= ĺım
n→∞

∫ n

√
δ2+ε2

h(x)dx

=

∫ ∞
√
δ2+ε2

h(x)dx

Donde el paso de la segunda a la tercera igualdad esta justificado por el teorema 1.12.
Como se mostró anteriormente, para λ = 1

2
, ∃N ∈ N tal que, si x > N , se tiene que

2
σ−1
2 e|β|2πxσ−1

ex − 1
<

1

2
√
ex − 1

. Por lo tanto

∫ ∞
√
δ2+ε2

h(x)dx =

∫ N

√
δ2+ε2

h(x)dx+

∫ ∞
N

h(x)dx

<

∫ N

√
δ2+ε2

h(x)dx+

∫ ∞
N

1

2
√
ex − 1

dx

=

∫ N

√
δ2+ε2

h(x)dx+
(π

2
− arctan(

√
eN − 1)

)
<∞

Esto ultimo es debido a que la continuidad de h sobre
[√
δ2 + ε2, N

]
, implica la convergencia

de

∫ N

√
δ2+ε2

h(x)dx.

Ahora, por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, podemos concluir que

ĺım
ε→0

∫
(0,∞)

(x+ iε)s−1

ex+iε − 1
χ

[
√
δ2+ε2,∞)

(x)dx =

∫
(0,∞)

xs−1

ex − 1
χ

[δ,∞)
(x)dx

=

∫
[δ,∞)

xs−1

ex − 1
dx

Por otro lado, para x > δ,
xs−1

ex − 1
χ

[δ,n)
(x) converge puntualmente a

xs−1

ex − 1
cuando n → ∞,

es continua y

∣∣∣∣ xs−1

ex − 1
χ

[δ,n)
(x)

∣∣∣∣ ≤ e|β|2π
xα−1

ex − 1
; aśı que por el teorema de la convergencia

dominada ∫
[δ,∞)

xs−1

ex − 1
dx = ĺım

n→∞

∫
[δ,∞)

xs−1

ex − 1
χ

[δ,n]
(x)dx

= ĺım
n→∞

∫
[δ,n]

xs−1

ex − 1
dx

= ĺım
n→∞

∫ n

δ

xs−1

ex − 1
dx

=

∫ ∞
δ

xs−1

ex − 1
dx

15



3 CONTINUACIÓN ANALÍTICA DE ζ

De manera analoga para
(x+ iε)s−1

ex+iε − 1
χ

[δ,n)
(x), se tiene que∫

[
√
δ2+ε2,∞)

(x+ iε)s−1

ex+iε − 1
dx =

∫ ∞
√
δ2+ε2

(x+ iε)s−1

ex+iε − 1
dx

Por lo que

ĺım
ε→0

∫ ∞
√
δ2+ε2

(x+ iε)s−1

ex+iε − 1
dx = ĺım

ε→0

∫
[
√
δ2+ε2,∞)

(x+ iε)s−1

ex+iε − 1
dx

= ĺım
ε→0

∫
(0,∞)

(x+ iε)s−1

ex+iε − 1
χ

[
√
δ2+ε2,∞)

(x)dx

=

∫
(δ,∞)

xs−1

ex − 1
dx

=

∫ ∞
δ

xs−1

ex − 1
dx

Similarmente, como ĺım
ε→0

(x− iε)s−1

ex−iε − 1
=
xs−1e2πi(s−1)

ex − 1
y

∣∣∣∣(x− iε)s−1

ex−iε − 1

∣∣∣∣ ≤ 2
α−1
2 e|β|2π

xα−1

ex − 1
Entonces

ĺım
ε→0

∫ ∞
√
δ2+ε2

(x− iε)s−1

ex−iε − 1
dx =

∫ ∞
δ

xs−1e2πi(s−1)

ex − 1
dx

Finalmente si ε→ 0 en I(s) =
∫
C(δ,ε)

g(s, z)dz , obtenemos que

I(s) = −
∫ ∞
δ

xs−1

ex − 1
dx+

∫
|z|=δ

zs−1

ez − 1
dz +

∫ ∞
δ

xs−1e2πi(s−1)

ex − 1
dx

=

∫
|z|=δ

zs−1

ez − 1
dz +

(
e2πi(s−1) − 1

) ∫ ∞
δ

xs−1

ex − 1
dx (7)

Debido a que ∣∣∣∣∫
|z|=δ

zs−1

ez − 1
dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
|z|=δ

|z|α−1e−β arg(z)

|ez − 1|
|dz|

≤
∫
|z|=δ

δα−1e|β|2π

ex − 1
|dz|

≤
∫
|z|=δ

δα−1e|β|2π

e−δ − 1
|dz|

=
δα−1e|β|2π

e−δ − 1
2πδ

y ĺım
δ→0

δαe|β|2π

e−δ−1
2π = 0 cuando α ≥ 0, entonces

∫
|z|=δ

zs−1

ez − 1
dz → 0 cuando δ → 0. Aśı que , si

δ → 0 en la ecuación (7) y teniendo en cuenta la igualdad (5), entonces

I(s) =
(
e2πi(s−1) − 1

) ∫ ∞
0

xs−1

ex − 1
dx
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3 CONTINUACIÓN ANALÍTICA DE ζ

=
(
e2πi(s−1) − 1

)
Γ(s)ζ(s)

=
(
e2πis − 1

)
Γ(s)ζ(s)

= eπis
(
eπis − e−πis

)
Γ(s)ζ(s)

= eπis2i sen(πs)Γ(s)ζ(s)

Finalmente, como sen(πs) =
π

Γ(s)Γ(1− s)
(ver anexo de la función Gamma), tenemos que

I(s) =
2πieπisζ(s)

Γ(1− s)
=

2πieπis
∑∞

n=1
1
ns

Γ(1− s)
para <(s) > 1

Teorema 3.6. La función

ζ(s) =
Γ(1− s)e−iπs

2πi
I(s) (8)

es una extensión meromorfa en el plano complejo de (2) con un polo simple en s = 1 y
residuo 1.

Demostración. Como I, e
−iπs

2πi
son funciones enteras y Γ(1−s) es meromorfa con polos simples

para s ∈ Z≥1, ya que Γ(s) tiene polos simples en s = 0,−1,−2,−3, . . .; entonces ζ es
meromorfa. Pero, para <(s) > 1

ζ(s) =
Γ(1− s)e−iπs

2πi

(
2πieπis

∑∞
n=1

1
ns

Γ(1− s)

)
=
∞∑
n=1

1

ns

Luego ζ es anaĺıtica, aśı que para s = 2, 3, 4, 5, . . ., la función ζ no posee polos y por lo tanto
el único polo posible es s = 1. Puesto que

I(1) =

∫
|z|=δ

1

ez − 1
dz +

(
e0 − 1

) ∫ ∞
δ

1

ex − 1
dx

=

∫
|z|=δ

1

ez − 1
dz

= 2πiRes
z=0

1

ez − 1

= 2πi

y Γ(1 − s) =
φ(s)

s− 1
, con φ anaĺıtica en 1 y φ(1) 6= 0, ya que 1 es polo simple de Γ(1 − s).

Entonces

ζ(s) =
φ(1− s)e−iπsI(s)(2πi)−1

s− 1

Donde el numerador es anaĺıtico en 1 y diferente de 0. Aśı que 1 es un polo simple de ζ.
Finalmente, como
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4 ECUACIÓN FUNCIONAL

1.

ĺım
s→1

e−iπsI(s)

2πi
=
e−iπI(1)

2πi
= −1

2.

ĺım
s→1

(s− 1)Γ(1− s) = ĺım
z→0
−zΓ(z)

= ĺım
z→0
−Γ(z + 1)

= −Γ(1)

= −(0!) = −1

Tenemos que

Res
s=1

ζ(s) = ĺım
s→1

(s− 1)ζ(s)

= ĺım
s→1

(s− 1)
Γ(1− s)eiπs

2πi
I(s)

= ĺım
s→1

(s− 1)Γ(1− s) · ĺım
s→1

e−iπsI(s)

2πi
= 1

4. Ecuación Funcional

Una vez que se tiene la extensión meromorfa de la función ζ, es posible empezar el estudio
de los ceros de esta función. Sin embargo, primero es necesario derivar la ecuación funcional
de la función zeta de Riemann.

Teorema 4.1. Para s ∈ C \ Z>0, la función ζ satisface la ecuación funcional

ζ(s) = 2sπs−1 sen
(sπ

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s) (9)

Demostración. Sea N ∈ N fijo, pero arbitrario. Considere el contorno γ compuesto por la
curva Cn(δ, ε) y el arco de circunferencia SR, donde n = 2π(N+ 1

2
) y R =

√
n2 + ε2 es el radio

de la circunferencia correspondiente al arco. Ademas γ esta recorrió como lo indica la figura 4.
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2π

0 n

ε

δ −ε

2π(N + 1)

2πN

γ

Cn(δ, ε)

SR

x

y

Figura 4: Contorno de integración γ para la Ec. Funcional

Si I = {k ∈ Z \ {0} | −N ≤ k ≤ N}, por el teorema de los residuos se tiene que∫
γ

g(s, z)dz = 2πi
∑
k∈I

Res
s=2kπi

g(s, z)

= 2πi

(
N∑
k=1

Res
s=2kπi

g(s, z) +
N∑
k=1

Res
s=−2kπi

g(s, z)

)

Ahora, para k > 0 tenemos que

ĺım
z→2kπi

z−2kπi
ez−1

= ĺım
z→2kπi

1
ez

= 1

ĺım
z→2kπi

zs−1 = (2kπi)s−1

Luego

Res
s=2kπi

g(s, z) = ĺım
z→2kπi

(z − 2kπi)
zs−1

ez − 1

=

(
ĺım

z→2kπi

z − 2kπi

ez − 1

)(
ĺım

z→2kπi
zs−1

)
19



4 ECUACIÓN FUNCIONAL

= (2kπi)s−1

= e(s−1)[ln |2kπi|+i arg(2kπi)]

= (2kπ)s−1ei(s−1) arg(2kπi)

= ks−1(2π)s−1ei(s−1)π
2

De manera análoga, para s = −2kπi obtenemos que

Res
s=−2kπi

g(s, z) = ks−1(2π)s−1ei(s−1) 3π
2

Como
∫
γ
g(s, z)dz =

∫
SR
g(s, z)dz +

∫
Cn(δ,ε)

g(s, z)dz, esto debido a que que la curva Cn(δ, ε)

se definió orientada de manera negativa, entonces∫
SR

g(s, z)dz +

∫
Cn(δ,ε)

g(s, z)dz = = 2πi

(
N∑
k=1

ks−1(2π)s−1ei(s−1)π
2 +

N∑
k=1

ks−1(2π)s−1ei(s−1) 3π
2

)

= (2π)si
(
ei(s−1)π

2 + ei(s−1) 3π
2

) N∑
k=1

ks−1

= (2π)sieiπ(s−1)
(
e−i(s−1)π

2 + ei(s−1)π
2

) N∑
k=1

ks−1

= (2π)sieiπ(s−1)2 cos
(π

2
(s− 1)

) N∑
k=1

ks−1

= 2i(2π)seiπs sen
(sπ

2

) N∑
k=1

1

k1−s (10)

Por otro lado, si consideramos s real , tal que s < 0. Entonces∣∣∣∣∫
SR

g(s, z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
SR

|zs−1|
|ez − 1|

|dz|

≤
∫
SR

|z|s−1

|ez| − 1
|dz|

≤
∫
SR

Rs−1

e−R − 1
|dz|

=
Rs−1

e−R − 1

∫
SR

|dz|

=
Rs−1

e−R − 1
R [2π − 2 arg (n+ iε)]

Si N → ∞ entonces n → ∞ y por lo tanto R → ∞. Luego Rs

e−R−1
[2π − 2 arg (n+ iε)]→ 0

cuando N →∞ y aśı
∫
SR
g(s, z)dz → 0 si N →∞. Entonces, si N →∞ en (10) , se obtiene

que

I(s) = 2i(2π)seiπs sen
(sπ

2

)
ζ(1− s)
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5 CEROS DE LA FUNCIÓN ζ

Pero por (8)
2πieπisζ(s)

Γ(1− s)
= 2i(2π)seiπs sen

(sπ
2

)
ζ(1− s)

Es decir, para s < 0

ζ(s) = 2sπs−1 sen
(sπ

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s)

Finalmente por el principio de la unicidad, como ζ y 2s(π)s−1 sen
(
sπ
2

)
Γ(1 − s)ζ(1 − s)

son anaĺıticas en C \ Z≥0, entonces

ζ(s) = 2sπs−1 sen
(sπ

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s) para s ∈ C \ Z≥0

5. Ceros de la función ζ

Por el Teorema 2.2.1 , para <(s) > 1, ζ(s) 6= 0. Por otro lado, si <(s) < 0, por la ecuación
funcional tenemos que 2sπs−1 sen

(
sπ
2

)
Γ(1 − s)ζ(1 − s) = 0 si y solo si sen

(
sπ
2

)
= 0. Esto

ultimo, ya que Γ(z) 6= 0 para z ∈ C y ζ(1− s) 6= 0 cuando <(1− s) > 1.
Luego en esta región, ζ(s) = 0 si s = 2k con k ∈ Z<0. A partir de esto podemos clasificar los
ceros de la función ζ en dos:

Definición 5.1. Los ceros de ζ determinados por la función sen
(
sπ
2

)
son conocidos como los

ceros triviales

Definición 5.2. Los ceros no-triviales de la función ζ pertenecen a la región
{z ∈ C : 0 ≤ <(s) ≤ 1}. Esta región se conoce como la región cŕıtica o la banda cŕıtica
de la función ζ.

Sobre esta banda es que se desenvuelve la famosa hipótesis de Riemann, sin embargo es
posible reducir un poco más la región cŕıtica. Para esto, primero probaremos que existe una
simetŕıa en esta banda para los ceros no-triviales y luego que no existen ceros-no triviales en
los bordes de la banda.

Teorema 5.1. Los ceros no-triviales de ζ son simétricos respecto a <(s) = 1
2
.

Demostración. Si s es un cero no-trivial, entonces

2sπs−1 sen
(sπ

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s) = 0

Pero esto solo ocurre si ζ(1− s) = 0. Luego 1− s es un cero de ζ y como 0 ≤ <(1− s) ≤ 1,
entonces 1− s es un cero no-trivial. Aśı que los ceros de la función ζ son simétricos a la recta
<(s) = 1

2
.

Procedemos a demostrar que no existen ceros no-triviales en la recta <(s) = 1 y <(s) = 0.
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5 CEROS DE LA FUNCIÓN ζ

Lema 5.2. Si <(s) > 1, entonces

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∑
p

p−s ln p

1− p−s

Donde el indice de la serie indica la suma sobre todos los primos p.

Demostración. Sea Dk = {z ∈ C|<(z) ≥ k > 1} y considere gp(s) = 1− p−s. Como∣∣−p−s∣∣ =
1

p<(s)
≤ 1

pk

Y
∑

p p
−k converge , ya que ∑

p

p−k <

∞∑
n=1

n−k = ζ(k)

y ζ(s) converge para k > 1; entonces por el Teorema 1.9 se tiene que
∏
p≤M

(1− p−s) converge

uniformemente a
∏
p

(1 − p−s) en Dk. Aśı que
∏
p≤M

(1 − p−s)−1 converge uniformemente a∏
p

(1− p−s)−1 = ζ(s) en Dk, es decir, converge normalmente a ζ en D = {z ∈ C|<(z) > 1}.

Por otro lado, como fp(s) = (1 − p−s)−1 son funciones anaĺıticas en D, por el teorema 1.10
tenemos que:

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∑
p

p−s ln p

1− p−s

Lema 5.3. Para σ > 1 y t ∈ R∗, tenemos que

<
[
−3

ζ ′(σ)

ζ(σ)
− 4

ζ ′(σ + it)

ζ(σ + it)
− ζ ′(σ + 2it)

ζ(σ + 2it)

]
≥ 0 (11)

Demostración. Si s = σ + it, por el lema anterior tenemos que ζ′(s)
ζ(s)

= −
∑

p
p−s ln p
1−p−s y como∑∞

n=1
1
pns

= 1
1−p−s , entonces

−ζ
′(s)

ζ(s)
=
∑
p

∞∑
n=1

ln p

psn

Aśı que

<
[
−3

ζ ′(σ)

ζ(σ)
− 4

ζ ′(σ + it)

ζ(σ + it)
− ζ ′(σ + 2it)

ζ(σ + 2it)

]
= <

[∑
p

∞∑
n=1

(
3 ln p

pnσ
+

4 ln p

pn(σ+it)
+

ln p

pn(σ+2it)

)]

=
∑
p

∑
n=1

<
[

ln p

pnσ
(
3 + 4p−nit + p−2nit

)]
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5 CEROS DE LA FUNCIÓN ζ

=
∑
p

∑
n=1

ln p

pnσ
[3 + 4 cos(nt ln p) + cos(2nt ln p)]

=
∑
p

∑
n=1

ln p

pnσ
[
3 + 4 cos(nt ln p) + 2 cos2(nt ln p)− 1

]
= 2

∑
p

∑
n=1

ln p

pnσ
[cos(nt ln p) + 1]2

≥ 0

Donde el intercambio entre las sumas y la parte real es valido, ya que la función que a cada
z ∈ C le asigna su parte real, es continua y es una aplicación lineal.

Teorema 5.4. No hay ceros no-triviales de ζ en la recta <(s) = 1

Demostración. Por el teorema 1.6, como ζ es anaĺıtica en C \ {1} y tiene un polo simple en
s = 1, entonces:

ĺım
σ→1

(σ − 1) ζ
′(σ)
ζ(σ)

= −1

ĺım
σ→1

(σ − 1) ζ
′(σ+it)
ζ(σ+it)

= N1 ≥ 0

ĺım
σ→1

(σ − 1) ζ
′(σ+2it)
ζ(σ+2it)

= N2 ≥ 0

Donde {N1, N2} ⊂ Z. Luego si σ → 1 en (σ− 1) ∗ (11), tenemos que 3− 4N1−N2 ≥ 0. Pero
N2 ≥ 0, aśı que 3− 4N1 ≥ 0 y por lo tanto N1 ≤ 3

4
.

Ya que N1 ∈ Z, la única opción es que N1 = 0. Aśı que

ĺım
σ→1

(σ − 1)
ζ ′(σ + it)

ζ(σ + it)
= 0

y esto solo ocurre si ζ(1 + it) 6= 0 para todo t ∈ R∗, como se queŕıa demostrar.

Corolario 5.4.1. No hay ceros no-triviales de ζ en la recta <(s) = 0

Demostración. Como no existen ceros no-triviales de ζ en la recta <(s) = 1, por el teorema
5.1, tampoco los hay en la recta <(s) = 0.

Recapitulando, tenemos que la región libre de ceros no-triviales, señalada en verde en la
figura 5, se divide en dos:

<(s) ≥ 1, donde no existen ceros de la función ζ

<(s) ≤ 0, donde solo existen ceros triviales y estos son de la forma −2k con k ∈ N

Más aún, los ceros no triviales poseen una simetŕıa al rededor de la recta <(s) = 1
2
. Resumimos

estos hechos en la siguiente imagen.
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5 CEROS DE LA FUNCIÓN ζ

−11 −10 −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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−3

−2

−1

1

2

3

4

5

Figura 5: Región cŕıtica de la función ζ

Cabe resaltar que los ceros que han sido encontrados de la función zeta se encuentran todos
en la la recta <(s) = 1

2
, por lo tanto mientras la hipótesis de Riemann siga sin demostrarse

o refutarse, seguirá siendo uno de los mayores problemas abiertos de la matemática. Para
acercarse más a este punto, el enfoque que se puede tomar con el trabajo aqúı hecho, puede
girar entorno a los siguientes puntos:

Se sabe que ζ tiene infinitos ceros en la región critica.

Su distribución asintótica es conocida y se relaciona con la función π(x).

Se conoce que al menos la tercera parte de los ceros pertenecen a la recta <(s) = 1
2
.
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CONCLUSIONES

Conclusiones

Con este trabajo se pudo evidenciar que la variable compleja permite abordar el estudio
de la función zeta de Riemann, sus extensiones y su ecuación funcional y abordar el tema
de los ceros de una manera más accesible, a pesar de que estos no son temas triviales. Sin
embargo es necesario complementar estas herramientas con algunos resultados de la integral
de Lebesgue, ya que a lo largo del estudio se presentaron casos donde no da a basto la
convergencia uniforme y es necesario utilizar herramientas mucho más fuertes como lo es el
teorema de la convergencia monótona.
Como trabajo futuro se propone investigar de una manera similar la conexión que tiene la
función Zeta con la teoŕıa de números, más espećıficamente con el teorema de los números
primos, y de esta manera hacer una aproximación formal a la hipótesis de Riemann.
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LA FUNCIÓN GAMMA

Apéndice

1.1. La función Gamma

a función gamma (denotada como Γ) es una función meromorfa que surge frecuentemente
en análisis complejo y esta extiende la función factorial de los enteros positivos a todo el
plano complejo.

Definición 1.3. Para el semiplano Re(z) > 0 la función Γ esta definida como

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt

Teorema 1.5. La función Γ es absolutamente convergente para <(z) > 0 y

|Γ(z)| ≤ Γ(<(z))

Demostración. Sea z ∈ C con Re(z) > 0 , como:

|Γ(z)| ≤
∫ ∞

0

|e−ttz−1|dt

=

∫ ∞
0

e−tt<(z)−1dt

= Γ(<(z))

Entonces basta con demostrar que Γ(<(z)) converge. Ya que

ĺım
t→∞

tRe(z)−1

e
t
2

= 0

Para ε = 1, existe N > 0 tal que, si t > N entonces

∣∣∣∣tRe(z)−1

e
t
2

∣∣∣∣ < 1. Luego tRe(z)−1 < e
t
2 y aśı

tRe(z)−1

et
< e−

t
2 . Por lo tanto

Γ(<(z)) =

∫ 1

0

e−tt<(z)−1dt+

∫ N

1

e−tt<(z)−1dt+

∫ ∞
N

e−tt<(z)−1dt

<

∫ 1

0

t<(z)−1dt+

∫ N

1

e−tt<(z)−1dt+

∫ ∞
N

e−
t
2dt

=
1

<(z)
+

∫ N

0

e−tt<(z)−1dt+ 2e−
N
2

Como e−ttRe(z)−1 es continua en [1, N ], entonces esta ultima integral converge y por lo
tanto Γ(<(z)) converge; aśı que Γ(z) converge absolutamente.

Teorema 1.6. Para <(z) > 0 tenemos que

Γ(z + 1) = zΓ(z)
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LA FUNCIÓN GAMMA

Demostración. Sea z ∈ C tal que Re(z) > 0. Si u = tz, dv = e−tdx , tenemos que:

Γ(z + 1) =

∫ ∞
0

e−ttzdt

= −tze−t
∣∣∞
0

+ z

∫ ∞
0

e−ttz−1dx

= zΓ(z)

Teorema 1.7. Para n ∈ N se cumple que

Γ(n+ 1) = n!

Demostración. Para n = 1 tenemos que

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−tdt = 1 = 0!

Suponga para n = k, con k ∈ N. Por el teorema anterior,

Γ(k + 1) = kΓ(k) = k(k − 1)! = k!

Aśı, por inducción matemática, tenemos que Γ(n+ 1) = n! para n ∈ N

Ahora podemos extender Γ a una función meromorfa en el plano complejo.

Teorema 1.8. La función Γ es meromorfa en el plano complejo con polos simples en z =
0,−1,−2, · · ·

Demostración. Aplicando el teorema 1.6 m veces, obtenemos que

Γ(z +m) = (z +m− 1) · (z + 1)zΓ(z) para <(z) > 0

Sea

g(z) =
Γ(z +m)

(z +m− 1) · (z + 1)z
con <(z) > −m

Donde g tiene polos simples en z = 0,−1,−2, · · · ,−(m+1). Como g(z) = Γ(z) para <(z) > 0
entonces, por el principio de unicidad:

Γ(z) =
Γ(z +m)

(z +m− 1) · (z + 1)z
para <(z) > −m

y Γ tiene polos simples en z = 0,−1,−2, · · · ,−(m + 1). Tomando m → ∞, tenemos que Γ
es una funcione meromorfa con los polos simples en z = 0,−1,−2, · · ·

Teorema 1.9 (Fórmula de reflexión de Euler). Para todo z ∈ C \ Z se cumple que

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sen(πz)
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Demostración. Como

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt ∀z ∈ C con Re(z) > 0

Γ(1− z) =

∫ ∞
0

s(1−z)−1e−sds ∀z ∈ C con Re(z) < 1

Entonces ∀z ∈ C tal que 1 > Re(z) > 0 se tiene que

Γ(z)Γ(1− z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt

∫ ∞
0

s−ze−sds

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(t+s)tz−1s−zdsdt

Si t = u2 y s = v2, entonces

Γ(z)Γ(1− z) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(u2+v2)u2(z−1)v−2z|4uv|dudv

= 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(u2+v2)u2z−1v−(2z−1)dudv

= 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(u2+v2)
(u
v

)2z−1

dudv

Ahora, si u = r sen θ y v = r cos θ, entonces

Γ(z)Γ(1− z) = 4

∫ π
2

0

∫ ∞
0

e−r
2

(tan θ)2z−1| − r|drdθ

= 4

∫ π
2

0

(tan θ)2z−1dθ

∫ ∞
0

e−r
2

rdr

= 2

∫ π
2

0

(tan θ)2z−1dθ

Sea θ = arctan(
√
x), entonces

Γ(z)Γ(1− z) = 2

∫ ∞
0

(
√
x)2z−1 1

1 + x
· 1

2
√
x
dx

=

∫ ∞
0

xz−1

x+ 1
dx

Consideremos el contorno α recorrido como se indica en la figura, donde 0 < ρ < 1 < R
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CR

Cρ

-1 ρ R

α

x

y

Si

f(w) =
wz−1

w + 1
=
e(z−1)(ln |w|+i arg(w))

w + 1
con w ∈ C \ [0,∞)

Entonces f es univaluada y continua a trozos sobre Cρ y CR. Consideremos los contornos
α1 y α2 resultados de dividir α por el segmento L orientado sobre el rayo Arg(w) = θ0 con

θ0 ∈
(
π,

3π

2

)
y orientado como se indica en las figuras.

-1 ρ R

L

Γρ

ΓRα1

x

y

ρ R

L γρ

γR

α2

x

y

Sea

f1(w) =
wz−1

w + 1
con |w| > 0 y arg(w) ∈

(
−π
2
,
3π

2

)
Como f1 es anaĺıtica en C \ {−1} y z0 = −1 está en el interior de α1, por el Teorema de los
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residuos: ∫
α1

f1(w)dw =

∫ R

ρ

f1(w)dw +

∫
ΓR

f1(w)dw +

∫
L

f1(w)dw +

∫
Γρ

f1(w)dw

= 2πiRes
w=−1

f1(w) (12)

Por otro lado, si:

f2(w) =
wz−1

w + 1
con |w| > 0 y arg(w) ∈

(
π

2
,
5π

2

)
Como f2 es anaĺıtica en C \ {−1}, entonces también lo es en α2 y en su interior, aśı por el
Teorema de Cauchy-Goursat:∫

α2

f2(w)dw =

∫ R

ρ

f2(w)dw +

∫
γR

f2(w)dw +

∫
−L
f2(w)dw +

∫
γρ

f2(w)dw

= 0 (13)

Sea C1 = C \
{
z ∈ C : Arg(z) ∈

[
−π

2
, 0
]}

y C2 = C \
{
z ∈ C : Arg(z) ∈ [0, π

2
]
}

1. Si w ∈ C1, como f1(w) =
wz−1

w + 1
con |w| > 0 y arg(w) ∈

(
0,

3π

2

)
, entonces f1(w) =

f(w)

2. Si w ∈ C2, como f2(w) =
wz−1

w + 1
con |w| > 0 y arg(w) ∈

(π
2
, 2π
)

, entonces f2(w) =

f(w)

Aśı que f1 = f sobre ΓR,Γρ, L y f2 = f sobre γR, γρ, L. Si reemplazamos en (12) y (13)
obtenemos que∫ R

ρ

f1(w)dw +

∫
ΓR

f(w)dw +

∫
L

f(w)dw +

∫
Γρ

f(w)dw = 2πiRes
w=−1

f1(w)

y ∫ R

ρ

f2(w)dw +

∫
γR

f(w)dw −
∫
L

f(w)dw +

∫
γρ

f(w)dw = 0

Finalmente, sumando estas dos ultimas igualdades y teniendo en cuenta que ΓR ∪ γR = CR
y Γρ ∪ γρ = Cρ tenemos que∫ R

ρ

[f1(w)− f2(w)]dw +

∫
CR

f(w)dw +

∫
Cρ

f(w)dw = 2πiRes
w=−1

f1(w) (14)

Si w = reiθy con {r, θ} ⊂ R , w ∈ (ρ,R) y Re(w) = x, entonces:

f1(w) =
wz−1

w + 1
=
e(z−1)(ln(x)+i0)

vei0 + 1
=

xz−1

x+ 1
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y

f2(w) =
wz−1

w + 1
=
e(z−1)(ln(x)+i2π)

xei2π + 1
=
xz−1e(z−1)(i2π)

x+ 1

además, si φ(w) = wz−1 con |w| > 0 y arg(w) ∈
(−π

2
, 3π

2

)
, como φ es anaĺıtica en −1 y

φ(−1) = e(z−1)(ln|−1|+iπ) = eiπ(z−1)

Luego f1 tiene un polo simple en −1 y Res
w=−1

f1(w) = eiπ(z−1).Aśı, reemplazando en (14)

(1− e(z−1)(i2π))

∫ R

ρ

xz−1

x+ 1
dx+

∫
CR

f(w)dw +

∫
Cρ

f(w)dw = 2πieiπ(z−1) (15)

Por otro lado tenemos que:

(i) ∣∣∣∣∫
CR

f(w)dw

∣∣∣∣ ≤ ∫
CR

∣∣∣∣ wz−1

w + 1

∣∣∣∣ |dw|
≤
∫
CR

|w|<(z)−1e−=(z) arg(w)

|w| − 1
|dw|

≤
∫
CR

|w|<(z)−1e|=(z)|2π

|w| − 1
|dw|

=
RRe(z)−1e|=(z)|2π

R− 1

∫
CR

|dw|

=
RRe(z)−1e|=(z)|2π

R− 1
2πR

=
2πRRe(z)e|=(z)|2π

R− 1

(ii) De manera análoga para Cρ∣∣∣∣∣
∫
Cρ

f(w)dw

∣∣∣∣∣ ≤ 2πρRe(z)e|=(z)|2π

ρ− 1

Como ĺım
R→∞

2πRRe(z)e|=(z)|2π

R− 1
= 0, ya que 0 < Re(z) < 1, y ĺım

ρ→0

2πρRe(z)e|=(z)|2π

ρ− 1
= 0; entonces∫

CR

f(w)dw → 0 cuando R→∞ y

∫
Cρ

f(w)dw → 0 cuando ρ→ 0. Por lo tanto si ρ→ 0 en

(15), tenemos que:

(
1− e(z−1)(i2π)

) ∫ R

0

xz−1

x+ 1
dx+

∫
CR

f(w)dw = 2πieiπ(z−1)

Finalmente si R→∞ en la igualdad anterior:(
1− e(z−1)(i2π)

) ∫ ∞
0

xz−1

x+ 1
dx = 2πieiπ(z−1)
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Entonces ∫ ∞
0

xz−1

x+ 1
dx =

2πieiπ(z−1)

1− e(z−1)(i2π)

=
π(

eπi(1−z) − e−iπ(1−z)

2i

)
=

π

sen(π(1− z))

=
π

sen(π) cos(πz)− sen(πz) cos(π)

=
π

sen(πz)

De esta manera Γ(z)Γ(1− z) =
π

sen(πz)
para 0 < <(z) < 1.Pero Γ(z)Γ(1− z) es anaĺıtica en

C \ Z, luego por el principio de unicidad (Teorema 1.4)

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sen(πz)
para z ∈ C \ Z

Teorema 1.10. Para todo z ∈ C \ Z≤0 tenemos que Γ(z) 6= 0

Demostración. Ya que:

1. Si z ∈ Z>0, por el teorema 1.7, tenemos que Γ(z) = z! 6= 0.

2. Por el teorema anterior, si z ∈ C \ Z entonces Γ(z)Γ(1 − z) =
π

sen(πz)
6= 0. Es decir

Γ(z) 6= 0.

Aśı que por 1 y 2, Γ(z) 6= 0 para z ∈ C \ Z≤0
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